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Intégrales généralisées

Exercice 1 Un peu de sommes de Riemann. 1. Déterminer les limites, quand n tend vers +oo,
1/n
de et de 1+ .
o A ()
2m
2. Calculer, a I'aide de sommes de Riemann, / Pt ot zeCetlzl >1.
0 _

Exercice 2. Convergence d'intégrales. Etudier la convergence des intégrales suivantes

/+Oo|n()’~‘dt 2. /C)l(lli(:))a/zdt'
3 / 4. /1+Ooe\/mdt.

Exercice 3. CCINP 2016.

2 1 b
1. Trouver (a, b, ¢) € R® tel que x(;i:ly = ; + o + (xf1)2 pour tout x € R.

1 2
. 1 i
2. Montrer que / t[1/t|dt converge puis calculer sa valeur, en admettant E poialra
0 n>1

1
Exercice 4. CCINP 24.  Pour (n, p) € N? on pose : I, :/ xPIn(x)"dx .
0

1. Justifier I'existence de I, , .
2. Pour (n, p) € N* x N, trouver une relation entre I, , et I,_1 .

3. En déduire la valeur de I,,, pour tout (n, p) € N,

. ) ) 1 1
Exercice 5. Mines-Télécom 23. 1. Déterminer un équivalent de P Arctan <t) quand t tend

Vers —+00.

too /1 1
2. Aprés avoir justifié sa convergence, calculer / <t — Arctan (t)) dt.
1

+oo
. . . sin x
Exercice 6. Mines-Télécom 22. Montrer la convergence de / W dx puis étudier celle de
0

Too sinx

0 \/)? —sinx
Exercice 7. CCINP 23. 1. Soit (a, b) € R? et f une fonction de classe € de [a, b] dans R. Pour
b

dx.

n € N* on pose : I, :/ f(x)sin(nx)dx. Montrer que lim I,=0.
3 n—+oo

+o0 o
2. Soit I :/ snx dx.
0 X

(a) Montrer que I est bien convergente.

T .
2 sin nx

(b) Pour n € N* on pose K, = / dx. Montrer que HT K,=1

0 X
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T
2 sin nx

(c) Pour n € N* on pose J, = / - dx. Montrer que lim (J,— K,)=0.
0 SIn X n—-+o00
(d) Montrer que, pour tout p € N*, Jopy1 = Jop—1. En déduire la valeur de I.
+o00o ent
Exercice 8. CCINP 2023. On pose : Vne€ N, I, = / —T dt
o (1+ef)

1. Montrer que I, converge pour tout n € N.
1 n—1
2. Montrer que I, = — + ——1,_1 pour tout n € N*.
n2n n

On pose J, = nl, pour tout entier n.

3. Déterminer une relation de récurrence entre J, et J,_1 pour n € N*. En déduire une expression

. 1 1
de J,, puis montrer que I, = — (1 — 2n> pour tout n € N*.

Exercice 9. Centrale 23.

+o0
Soit f une application continue de [1, +oco | dans R telle que / f(t)dt soit convergente. Montrer
+o0 ( ) !
que / dt converge pour tout a > 0.
1

t
Exercice 10. Mines-Ponts 19, Centrale 17. Soit f : x +—>/ ﬂ dt.

1. Montrer que f est définie et dérivable sur R}, .

sin . .
2. Montrer que — est bornée sur R%.. En déduire un équivalent de f(x) en 0%.

. 1
3. Montrer que f(x) est dominée par 2 quand x tend vers +oo.

. . . . +oo T giny
4. En déduire que f est intégrable sur R’ ; puis établir que / f(x)dx = / - du.
0 0

Exercice 11. Mines-Ponts 19.

Soit y € R. Convergence et calcul de I(y) = /

+o00 1
. dx
oo (T+Xx2) (1 +ixy)

Exercice 12. Mines-Ponts 22. Soit f une fonction de classe C' de R’ dans C.
n+1 n+1
1. Montrer que pour tout n € N*,/ f(t)dt = f(n) +/ (t —n—1)f'(t)dt.
n n

2. On suppose que f’ est intégrable sur [1, +o0o[. Montrer que la série Z f(n) converge si et

n
seulement si la suite </ f(t)dt) converge.
1

0s 1
fpoura>f

3. Application a Z >

n=1
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