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Calcul de l’intégrale de Gauss

1. Montrer que l’intégrale généralisée I =
ˆ +∞
0

exp
(
−x2

)
dx est convergente.

2. Montrer que : ∀x ∈]− 1,+∞[, ln(1 + x) 6 x .

En déduire que : ∀n ∈ N∗,∀t ∈ [0,
√
n],

(
1−

t2

n

)n
6 exp

(
−t2

)
.

3. Montrer que : ∀n ∈ N∗,∀t ∈ [0,
√
n], exp

(
−t2

)
6

(
1 +

t2

n

)−n
.

On définit les suites (un)n>1 , (In)n>1 et (vn)n>1 par : un =
ˆ √n
0

(
1−

t2

n

)n
dt, In =

ˆ √n
0

exp
(
−t2

)
dt

et vn =
ˆ +∞
0

(
1 +

t2

n

)−n
dt.

4. Justifier la convergence des intégrales généralisées vn pour tout n ∈ N∗.
5. Montrer que : ∀n ∈ N∗, un 6 In.

6. Montrer que : ∀n ∈ N∗, In 6
ˆ √n
0

(
1 +

t2

n

)−n
dt.

7. En déduire que : ∀n ∈ N∗, un 6 In 6 vn.

Pour tout n ∈ N∗, on pose : an =
ˆ π/2

0

cosn x dx . On admet le résultat : an
+∞

√
π

2n
.

8. À l’aide du changement de variable t = ϕ1(x) =
√
n sin x , exprimer un en fonction de a2n+1.

9. En posant t = ϕ2(x) =
√
n tan x , montrer que : ∀n ∈ N∗, vn =

√
na2n−2.

10. En déduire la valeur de I.

Deux autres intégrales « à la Gauss »

11. Pour n ∈ N on pose : In =
ˆ +∞
0

xn exp
(
−x2

)
dx . Trouver une relation entre In+1 et In. En

déduire la valeur de In.

12. Pour a ∈ R∗+ on pose : Ja =
ˆ +∞
0

exp

(
−
(
x2 +

a2

x2

))
dx .

(a) Après avoir justifié son existence, montrer que : Ja =
ˆ +∞
√
a

(
1 +

a

t2

)
exp

(
−
(
x2 +

a2

x2

))
dx .

(b) En déduire, en posant u = t −
a

t
, la valeur de Ja.
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