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DM 01
a rendre au plus tard le mercredi 11 septembre

Calcul de I'intégrale de Gauss

+o00
1. Montrer que I'intégrale généralisée I = / exp (—x2) dx est convergente.
0

Correction

2
Notons f : x — e~ . Alors

e f est continue sur [0, +oo],

2

X , ) 1 :

e xX’f(x) = = — 0 par croissances comparées, donc f(x) = o — |, qui
X2 2
e X—+00 X——+00 X

est intégrable en +o00. Par comparaison, f aussi.

Ainsi, I converge.

N

t2\"
2. Montrer que : Vx €]—1, +o0o[, In(1+x) < x. En déduire que : Vn € N*,Vt € [0, v/n], <1 - n)
exp (—t?).

Correction

La fonction x — In est concave, la tangente a la courbe de x — In(1 + x) en 0 a pour
équation y = x, d'ou I'inégalité désirée.
Un étude de fonctions aurait pu aussi fonctionner. On en déduit alors que

(1 _ t2>n _e(mn(1-%)) < (%) < exp (—t?)

n

2\
3. Montrer que : ¥n € N*,Vt € [0, v/n], exp (—t?) < <1 + n) .

Correction

Soit n € N*, soit t € [0, /n]. Alors

1+ tj 5 _ enln(1+§)
n

2
e par I'inégalité In(1 + x) < x valable pour tout réel x > —1

<
<

2
et

En passant a l'inverse, on a l'inégalité désirée.

Vvn 2\" vn
On définit les suites (tn) 51 (In) p>1 €t (Va) p>q par: u, = / (1 - n) dt, I, = / exp (—t%) dt
0 0

+oo t2 —-n
et Vn:/ (1+> dt.
O n
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4. Justifier la convergence des intégrales généralisées v, pour tout n € N*,

4‘ Correction

Soit n > 1.

, 2\ " .
e |a fonction t — <1 + n) est continue sur [0, +ool.

. 2\ "
e De plus, on a I'équivalent <1 + ) Or, n > 1 donc 2n > 2, donc
n t—)+oo t2”

n

. 2\ " .
—5, est intégrable en +oo, donc (1 + n) aussil.

L'intégrale v, converge donc.

5. Montrer que : Vn e N*, u, <1,.

Correction

Soit n € N*. Alors

e[

/ —t gt par I'inégalité de la question 1 et intégration des inégalités.
0

Donc .

vn 2\ 7"
6. Montrer que : Vn € N*, I, < / <1 + n) dt.
0

Correction

Soit n € N*. Alors

§

vn ) vn 2\ 7"
I,,:/ et dtg/ <1+> dt,
0 Jo n

toujours par intégration des inégalités.

7. En déduire que : Vn e N*, u, <1, < v,.

Correction

Par positivité de I'intégrande,

vn t2 -n +00 t2 —-n
/ <1+> dtg/ <1+> dt = v,.
0 n 0 n
On en déduit que m
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/2
™
Pour tout n € N*, on pose : a, = / cos” x dx. On admet le résultat : a, ~ —.
0 +oo \ 2n

8. A l'aide du changement de variable t = ¢;(x) = \/nsinx, exprimer u, en fonction de
azp41-

4‘ Correction

On pose

o2] -0
x = v/nsin(x) .

La fonction ¢ est une bijection strictement croissante donc par la formule de changement
de variables,

"2

s

Aony1 = /OE cos?™ L (x)dx
= /Og(l —sin(x)?)" cos(x)dx
- -22) St

1 [vn u?\"

S 1-2) 4
ﬁ/o ( n) !
Un

S

Donc | u, = vnasni1

9. En posant t = @»(x) = v/ntan x, montrer que : Vn € N*, v, = v/nas,_o.

On pose
T
[0, f} — [0, +o0]
2 2 .
x — v/ntan(x)
La fonction > est une bijection strictement croissante, de dérivée
vn
1+ tan® =
V(L e cos?(x)’
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donc par la formule de changement de variables,

o

2
agn_Q:/ cos?"2(x)dx
0

n 1
:/o (cos?(x)) 7cos2(x)dx

:/E 1+tan?(x)) " L

0 cos?(x)

3

s

10. En déduire la valeur de 1.

Correction

On fait du calcul asymptotique :

T V&3
tn = ﬁ82n+1 n—::-oo ﬁ2(2n +1) n—:-oo 2
De méme,
T N3
o =Vn&02 o VoY e
Donc, par théoréme d’encadrement, |I, — ﬁ
n—+co 2

Deux autres intégrales « a la Gauss »

+o00
11. Pour n € N on pose : I, = / x"exp (—x2) dx. Trouver une relation entre 1,45 et I,. En
0

déduire la valeur de I,,.

XxTexp (—x2) = (x®)HEie™ — 0,

Ensuite, on fait une IPP, en intégrant x" en f : x —

Soit n € N. On remarque déja que x — x" exp (—x?) est continue sur [0, +oo[ et que

X—r+00
n 2 i : COEA n 2
donc x"exp (—x*) = o ( = ], qui est intégrable en 400, donc x — x" exp (—x°) est
X—>+00 X
intégrable en +o0, donc I, converge.
n+1

et en dérivant g : x — e~

x2
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en —2xe . Comme f(x)g(x) admet des limites finies en 0 et en +oo (par croissances
comparées), on en déduit que
n+1 +oo +oo n+1
I, = Xie*X2 +/ X 2xe ™" dx
n+1 0 0 n+1
2
= ——1I,0.
n+1 n+2
L n+1 . , ) L
On en déduit que, I,4o = I,, donc, si n € N, par récurrence immédiate,
2n—12n-3 1
L, = R |
2n 2 2 2 0
1 2n)! VT
S 2n(2n)(2n—12)...2 2
2n)!
~ 4ntipl v
De méme,
2n2n —2 2
I = — - |
2n+1 2 2 2 1
+o00 )
= n!/ xe X dx
0
efXQ +o00
—nl =
n! 5
0
n!
)
+oo 82
12. Pour a € R on pose : J, = / exp (— (X2 + x2>> dx.
0

“+o00 2

N _ a a
(a) Aprés avoir justifié son existence, montrer que : J, = / (1 + —2) exp <— <X2 + 2)) dx.
Va X X

Correction

2
On note f : x — exp (— <X2—|-32)>.
5%

e Déja, f est continue sur 0, +o0l.
2

. a
e Ensuite, — <x2 + 2) — —oo donc f(x) — 0 donc f est prolongeable par
X x—0 x—0

continuité en O : I'intégrale est faussement impropre.

e Enfin,

2 _a2/y2 . .
x?f(x) = x?e e/ 5 0, par croissances comparées.
X——+00
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X—++00

Donc f(x)
~+00.

Ainsi, J, existe bien. On écrit alors que

Va 22
oo [Fonl-(#+5)
0 X

400

dx+/
Vva

u= % On note
JVa, +oo[ =]0, Val

a
u— —
u

©:

Alors ¢ est une bijection € strictement décroissante et
a

Vva 2

_ . 2
o= oo (- () + )
_/-‘rooaex B U2_’_i2
N > U2
+o00 2 +o00
/ %exp <— (u2+a2)>du+/
va U & Va

+o0o 2
:/ (l—i—%) exp (— (xz—i—i))dx.

Va X X

Ainsi,

Ja

,, @
exp | — X-I—;

Dans la premiére intégrale (notons-la K), effectuons le changement de variables

a
u?

)
o

) du

2
2
X+2

)

1 . . .
o <x2> qui est intégrable en 400, donc f est intégrable en

)

. a
(b) En déduire, en posant u = x — L la valeur de J,.

On pose
]va, +oo[ —=]0, +o0]

a
X=X ==
X
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Alors 1) est une bijection strictement croissante, €*, et

Ja=
Va
+o0

2

+o0 , 5 a
P'(x) exp (— (X —2a+X2+2a>>

= Y/ (x) exp (—(x)? — 2a) dx

Va

+o0
= / exp(—u® —2a)du
0

+oo )
= e_2a/ e " du
0

— e*QQﬁ
> 0
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