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PSI — DS01 — CORRIGE

Probléeme 1. Etude d’une série de restes — E3A PC 99

1. La suite () est positive, décroissante et tend vers O donc, d'aprés le critére des séries
peEN

. —-1)°
alternées, la série de terme général T) converge.
. . (—1)n+! 1
2. Par le cours, on sait que R, est du signe de ) et que |Ry| < Py
tn
3. Soit n dans N*. Pour tout t dans [0,1], on a 0 < d+0)° < t”, dong, par croissance de
1 tn 1 1 1
I'intégrale, 0 < / ——dt g/ t"dt = —— < —.
o (L+1)2 0 n+1"n
4. Soit neN, N > n. Alors
N N
—1),-1 1
Z ( ) — Z / (—1)p_1tp_ldt
= p = 0
p=n+1 p=n+1
1 N
:/ > (—t)plde
0 p=n+1
1 N—n
1—(-t
:/ S )
0 1+t
1 n 1 N
t t
= dt+ (-=1)V dt.
/O Ty edt Tl /0 1+t
LN 1
Par la question précédente, (—1)N/ ———dt| < — — 0, donc, en faisant tendre N
vers +oo, on obtient
1 tn
R,=(-1)" dt.
n= (=0 /0 1+t
5. Dans I'expression de R,, on intégre t” et on dérive Tt On obtient
_1)n gn+l 1 _1)n 1 ol
R, = (=1) + (=1) / dt
n+11+4+t|l, n+1Jy (1+1)2
—1)" —1)" 1 tn+1
N
2(n+1) n+1 Jo (L+1t)2
Or, .
-1 n—1 -1 n—1 1 -1 n— 1
2(n+1) 2n 14+ Linse 2n n?
et

_1\n 1 n+1 1
(1) t dt| < L /thrldté; = O i .
n+1 J, (1+1t)2 n+1J, (n+1)(n+2) n>+co n?
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. 1
Le résultat s'ensuit, en prenant B =1et K = 5

L -1)" N 1 L .
6. On écrit donc que R, = (=1) + Uy, otu, = O — Alors la série de terme général
n n—+o00 n
(=1 . . ) . »
~——— converge par le critére des séries alternées, et la série de terme général u, converge ab-
n

solument donc converge par comparaison a une série a termes positifs. ‘ Donc la série de terme général R, converge.

Probleme 2. Un probléme, deux points de vue

A. Du point de vue des intégrales — E3A PSI 2020

Corrigé fourni par le concours E3A

t
1. |Dans cette question, et uniquement dans cette question, f est la fonction ¢ +— cos (H—tg)

2 2
_ _ u 9 t 1
1.1. On a : cos(u) o 1 5 + o(u®) et done, 1 — f(¢) o0 21+ 2)? 7o 22
1 1 . A—1 si A 75 1

et donc, f(t) e 1-— 22 +o (12) et par suite A — f(t) o % sinon

1.2. Soit A € R.
A—f(t
L’application t % est continue sur ]0,+o0o[ et done sur tout intervalle [a, +oo[ avec
a>0.
. A—f(t) A—-1 . . .
esi )\ #1, alors T e 1 # 0 et qui garde un signe constant au voisinage de +oc.
—F00

+oo dt
Or, I'intégrale f n diverge (Riemann).
@
Par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives, on en déduit que dans ce

cas, 1(A) n’existe pas.

1- £(t) 1

i t—r?-oo E

e si A =1, alors d’aprés la question précédente,

+oo 1
Or, I'intégrale f 3 dt > 0 converge (Riemann).
a

Le méme théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives, on en déduit que I(1)
existe.

Conclusion : I(A) existe si, et seulement si A = 1.

1.3. On peut écrire pour tout = € [a,+oc :

/:f(t_t)dt_f:f(t)t;ldg_F/:%—/:%dt-l—ln(x)—]n{a)

T—r-+00

) —1
On a lim f % dt = —I(1) qui est fini et en divisant par In(x), on obtient que :
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! f: @ dt = 1, soit /: @ ¢t~ In(z).

z—}l-:i[-loo [n(:r)

2. On suppose qu'il existe )\ et g deux réels pour lesquels I(A) et I(u) existent.

+oo
Si I(A) et I(u) existent, leur différence aussi et done / 5 dt aussi, ce qui est faux, puisque
a

d’aprés Riemann, cette intégrale diverge.

“+o0
Il en résulte que la seule possibilité pour que / Tp dt converge est qu’elle soit nulle, c’est-a-
a

dire que A = p.

3. Pour tout z réel, on pose Hy(z) = / (A= f(t))dt.

3.1.

3.2.

L’application t + X — f(t) est continue sur R.

On en déduit, d’aprés le Théoréme fondamental de I’Analyse que :

lapplication & — [ (A — f(t)) dt est de classe C! sur R et que : Vz € R, H'(z) = A — f(z).

Supposons que H) soit bornée sur R : IM € Ry tel que : Vz € R, |Hy(z)| < M.
On prouve en méme temps la convergence de 'intégrale I(A) et la relation demandée.

Pour ce faire, on remarque que I'on a (sous réserve d’existence) :
+oo A= t +oc H:‘ t
I(A):/ ﬁdt:f (@) 4
a t a t

Ceci nous incite a effectuer une intégration par parties en posant :

1 1
oy = Eet donc, du:—t—2dt

e dv = H|(t) dt et par exemple, v = Ha(t).

Hy(t)]F™
Comme il s’agit d’intégrales impropres, il est nécessaire de vérifier Iexistence du terme [);()] :
a
Hy(t M
Puisque H, est bornée, ona: 0 < ‘A()‘ < —
t t t—+oc
oo | (¢ toe Hy(t
Alors, d’aprés le théoréme d’'intégration par parties, les intégrales / % dt et ;‘2( ) dt
@ a

sont de méme nature.
H(t)
t2

M teo
Or < ) et /ﬂ 2 dt converge d’aprés Riemann.

+ HY(t)

On en déduit que I(A) = / dt est convergente et que :

a

) = [H"T@]:m+f:mH;‘—2(t)dt=/:mH;\—pdt.
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4. Désormais on suppose que f est continue sur R et T—périodique (T > 0).

4.1. La fonction ¢ est de classe C! sur R puisque f est continue sur R, d’aprés le théoréme fonda-
mental de I'analyse.

Et :Vz €R, ¢'(z) = f(z+T) — f(z) = 0 puisque f est T—périodique.
Il en résulte que la fonction ¢ est constante sur R.

On en déduit que 'on a :

Vo€ R, Hy(z+T) — Hy(z) = fw (A= f(t)) dt = /$+T/\dt—/r+T £(t) dt

T
= T—[G F(t)dt

en utilisant le début de la question.
4.2. Soient A € R et n € N*.
D’aprés la question précédente, on peut écrire :
T
VkeN, Hy(a+ (k+1)T) — Hx(a+kT) =T — f f() dt.
0

On somme alors ces égalités de k=0a k=n — 1.

Il vient alors : ¥n € N, (car 1'égalité est aussi valable lorsque n =0 :
T
Hy(a+nT)=Hy(a) +n (AT — / f) dt)
0

T
ATf/ f(t)dt| = +oo et lasuite (Hx(a +nT)),cn
0

T
Or, si (/\T/ (@) dt) #0,alors lim n
0 400
n’est pas bornée.

I1 en résulte qu’une condition nécessaire sur A pour que la suite (Hy(a 4+ nT)), oy soit bornée

T T
est que le terme AT — / f(t) dt soit nul, ce qui donne : Ag = % / f(t)de.
0 0

e On pouvait aussi dire que d’aprés la question précédente, la suite (Hy(a + nT)), .y est une

T
suite arithmétique de raison AT — ] f(t) dt et donc, qu’elle est bornée si et seulement si cette
0

1 (T
raison est nulle, ce qui redonne Mg = T / f(t) de.
0
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4.3. Le résultat de la question 4.1. permet alors d’affirmer que la fonction H,, est périodique de
période T

Etant continue sur le segment [0, T la fonction Hy, y est bornée et sa périodicité entraine qu’elle
est bornée sur R.

4.4. D’aprés la question 3.2., la fonction Hy, étant bornée, 'intégrale I(\g) converge.
D’aprés la question 2., c’est la seule valeur de A pour laquelle I'intégrale converge.

Conclusion : I(A) converge si et seulement si A = Ag.

4.5. On reprend la démonstration de la question 1.3. avec Ag 4 la place de 1 et on obtient :

/ﬂ @ dt e Ao In(z).

T2 | o / /2 | o !
5. Pour tout entier naturel n non nul, on pose A, = / M dt et B,, = [ M dt
0 sin(t) 0 t

| sin(nt)|

5.1. Pour n > 1, la fonction h,, : ¢t = —
sin(t)

T
est continue sur ]0, E}

L’équivalent sin(u) ~o u permet de la prolonger par continuité en 0 en posant hy(0) = n.
©—H

T
En notant encore h, le prolongement obtenu, A, est continue sur le segment [0, 5} et A, existe.

. 1 1 sin(®)—t 36 ¢
5.2. Pour ¢ au voisinage de 0 : ¥(t) = ¢t sin(d) = ts.(nz(t) oo t2/ =%

T
5.3. D’aprés la question précédente, on prolonge la fonction 9 par continuité sur le segment [0, E] .

Il en résulte que 1 est bornée sur ce segment : AM € R, tel que Vt € [0, g] , [w(t) < M.

/2 M
Ainsi : |Ap, — By| £ / | sin(nt)| M dt € WT et la suite (An, — Br)pen+ est bornée.
0
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5.4. Equivalents de A, et B, lorsque n tend vers infini.

5.4.1. Le changement de variable © = nt dans B,, donne :

Bn:/“% [ sin(u)| du — /% | sin(u)| du—i—/n% | sin(u)| du (+)
0 0 z

u u 1 u
découpage réalisé¢ afin de pouvoir appliquer les résultats de la question 4..

L’application u — |sin(u)| est w—périodique et donc, en utilisant donc les résultats de la

question 4., on a :
"3 |sin(u nwT
f 7‘ (w) du ~ Xgln (—)
T U n—-oc 2

1 /" 1 (7 2
ot I’on vérifie bien que Ay # 0 : A\g = — / |sin(u)| du = = / sin(u) du = —.
T Jo ™ Jo m

e . . 3 7 | sin(u .
En utilisant alors (x) aprés avoir constaté que f M du est une constante, on obtient
0 u

finalement :

5.4.2. En écrivant alors que ’'on a pour tout entier naturel n : A, = (A, — B,) + B, et le résultat
de la question 5.3. (la suite (A,, — B, )nen est bornée), on en déduit que :

B. Du point de vue des séries — EM Lyon MP/PC/PSI 2022

Corrigé fourni par le concours EM Lyon
6 Soit A tel que Y u,()) converge, et soit u € C tel que u # X. Or
—A
unp) = un () + 2

NPT - e .
et ) F== diverge; comme somme d’une série convergente et d’une série divergente, ) u, (i) diverge.

S’il existe une valeur A € C telle que Y u,()\) converge, alors celle-ci est unique. |

7

7.1 Par périodicité, on a
d

1 zw _W1+"'+Wd
md+1 =T T md T

ou encore

d

1 Q
md+1 ;wm‘ﬂ_k T omd+ 1
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7.2 Ecrivons, pour tout m € N*,

d d

d
1 Wk Wk
S — Sy — S ik =3 - By
(m+1)d 4 md+1 kzlw dtk Zamd+k = md+1

I
S|~
S
(]
£

En posant

>
Il
—

alors

d
1 Z o 1
Stm+1)a = Sma = md +1 7~ Wmdtk + 5+ O <m2> ’

7.3 Puisque
Q « 1
Stmnd = Smd = gry gt o (m) :

que la série ) -% converge et que la série ) o(1/ m?) converge absolument, on en déduit que la série ) (S(m+1)d—Smd)

a méme nature que la série . %—l—l :

La série Y (S(m+1)d — Smd) converge si et seulement si 2 = 0.

7.4 La suite des sommes partielles associée a la série précédente est la sous-suite (S;,4)s des sommes partielles de
la série > u,. Notamment, si cette sous-suite diverge, la suite (Sn)n>1 diverge également.

Réciproquement, supposons que la série (S(m+1)d - Smd) converge, c’est-a-dire que la suite (S;4)m converge.
On note £ sa limite. Alors, pour tout i € [1;d — 1], la sous-suite (Smd+:)m converge également, puisque

Wmd+k
S——
—0

m— oo

i
Sma+i = Smd + Y
k=1

On en déduit que la suite (S,),,, converge.

‘ >~ un, converge si et seulement si Q = 0.
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8  Sil'on note Q(A) = ZZ=1(wk + A) = Q +d), Vétude qui précéde montre que la série ) u,(A\) converge si et
seulement si Q(A) = 0, c’est-a-dire si et seulement si A = —Q/d.

|)\ = —Q/d est I'unique valeur telle que la série > u,(\) converge. |

9
9.1 (Tn),s; est périodique, donc

La suite (Tn)T121 est bornée.

9.2 FEcrivons

n n
k Ty —Tr_1
Youk=Y =3
=1 Pl Gk
n n
-y 2oy
a a
=1k = Ok
n n—1
=y oy T
a a
k=1 Yk o Ykt1
n n—1
k Ty
- Z ar Z a To=0
=1 0k oy Gkt
n
1 1 T,
S L
1 ag Ak+1 An+1

9.3 On note M un majorant de la suite ( |Tn|)n>1. Le terme général de la série étudiée vérifie

()| < ()
ag Ak+1 ag Ak+1

or la série > (i — a:ﬂ) converge (elle est télescopique et 1/ag P 0. Ainsi
1 1
E Ty | — — —— | converge absolument, donc converge.
ag Ak+1

9.4 S’en déduit immédiatement.
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