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PSI – DS01 – CORRIGÉ
Problème 1. Étude d’une série de restes – E3A PC 99

1. La suite
(
1

p

)
p∈N

est positive, décroissante et tend vers 0 donc, d’après le critère des séries

alternées, la série de terme général
(−1)p

p
converge.

2. Par le cours, on sait que Rn est du signe de
(−1)n+1

n + 1
et que |Rn| 6

1

n + 1
.

3. Soit n dans N∗. Pour tout t dans [0, 1], on a 0 6
tn

(1 + t)a
6 tn, donc, par croissance de

l’intégrale, 0 6
ˆ 1
0

tn

(1 + t)a
dt 6

ˆ 1
0

tndt =
1

n + 1
6
1

n
.

4. Soit n ∈ N, N > n. Alors

N∑
p=n+1

(−1)p−1

p
=

N∑
p=n+1

ˆ 1
0

(−1)p−1tp−1dt

=

ˆ 1
0

N∑
p=n+1

(−t)p−1dt

=

ˆ 1
0

(−t)n
1− (−t)N−n

1 + t
dt

=

ˆ 1
0

tn

1 + t
dt + (−1)N

ˆ 1
0

tN

1 + t
dt.

Par la question précédente,
∣∣∣∣(−1)N ˆ 1

0

tN

(1 + t)a
dt

∣∣∣∣ 6 1N −→
N→+∞

0, donc, en faisant tendre N

vers +∞, on obtient

Rn = (−1)n
ˆ 1
0

tn

1 + t
dt.

5. Dans l’expression de Rn, on intègre tn et on dérive
1

1 + t
. On obtient

Rn =

[
(−1)n

n + 1

tn+1

1 + t

]1
0

+
(−1)n

n + 1

ˆ 1
0

tn+1

(1 + t)2
dt

=
(−1)n

2(n + 1)
+
(−1)n

n + 1

ˆ 1
0

tn+1

(1 + t)2
dt.

Or,
(−1)n−1

2(n + 1)
=
(−1)n−1

2n

1

1 + 1
n

=
n→+∞

(−1)n−1

2n
+O

(
1

n2

)
,

et ∣∣∣∣(−1)nn + 1

ˆ 1
0

tn+1

(1 + t)2
dt

∣∣∣∣ 6 1

n + 1

ˆ 1
0

tn+1dt 6
1

(n + 1)(n + 2)
=

n→+∞
O

(
1

n2

)
.
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Le résultat s’ensuit, en prenant β = 1 et K =
1

2
.

6. On écrit donc que Rn =
(−1)n

n
+ un, où un =

n→+∞
O

(
1

n2

)
. Alors la série de terme général

(−1)n

n
converge par le critère des séries alternées, et la série de terme général un converge ab-

solument donc converge par comparaison à une série à termes positifs. Donc la série de terme général Rn converge.

Problème 2. Un problème, deux points de vue

A. Du point de vue des intégrales – E3A PSI 2020
Corrigé fourni par le concours E3A
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B. Du point de vue des séries – EM Lyon MP/PC/PSI 2022
Corrigé fourni par le concours EM Lyon
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