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TD 03
Révisions d'algebre linéaire

1 Matrices par blocs, sous-espaces stables

1 1 -1
Exercice 1. CCINP 22. Soit A = -1 3 -3 et f un endomorphisme d'un espace E, repré-
-2 2 =2

senté par A dans une base 4.
1. Montrer que E = Ker (f?) & Ker (f — 21dg).

Faisons des calculs concrets : 2 est représenté par la matrice

2 2 =2
A2=12 2 -2
0 0 O
X
Ainsi, si X € E est représenté par [ y |, on a les équivalences
z

Xcker(f) & A°X =0&2x+2y —2z=0&x+y—z=0.

Ainsi, ker(f?) est un hyperplan, d'équation x +y — z = 0.
On a aussi les équivalences

X 0
Xeker(f —2Ildg) = (A-213) |y | = (O
z 0

-1 1 -1 X 0
< 1-1 1 -3 v| =10
z 0

-2 2 —4
—Xx+y—-z=0
& —Xx+y—3z=0
—2x+2y—4z=0
—Xx+y—-z=0
=4 —2z=0
—2z=0
{—x—i—y:O
54
z=0
X 1
& |y | € Vect 1
z 0
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1
Or, | 1| ¢ ker(f?) donc, comme ker(f?) est un hyperplan,
0

ker(f2) @ ker(f —21d) = E.

2. Trouver un vecteur de Ker (f2) qui ne soit pas dans Ker(f).

Correction
1
On remarque que | 0 | ¢ ker(f) et pourtant 14+0—1=0.
1

3. Trouver une base %’ dans laquelle f soit représenté par B =

4‘ Correction

(on identifie les vecteurs et leur représentation par des éléments de R®)
On sait que f n'est pas inversible donc dim(ker(f)) > 1. Comme ker(f) # ker(f?)

o O O
O O =
N O O

1
on sait que dim(ker(f)) = 1. On prend le vecteur e = [ 0| trouvé précédemment.
1
Alors e; = f(es) € ker(f) (et (e1, &) est clairement libre), donc (e, &) est une base
1
de ker(f?). On prend ensuite e = | 1| qui est une base de ker(f — 2Id). Par la
0

supplémentarité démontrée en début d'exercice, on sait que (ey, e, e3) est une base de
E. Dans cette base, la matrice de f est exactement la matrice désirée.

4. Montrer que si un endomorphisme g commute avec f alors Ker (f2) est stable par g.

Correction

Soit x € ker(f?). Alors f2(g(x)) = f? 0 g(x) = go f?(x) = 0 donc g(x) € ker(f?).

5. En déduire qu'il n'existe pas d'endomorphisme g tel que go g = f.

Correction

Supposons qu'il existe un tel g. Alors g commute avec f donc il stabilise F = ker(fz).
On peut donc considérer u = fr et v =ggr. Alors u=vov.

On a u? = Og(F) donc v* = Og(r), donc v est nilpotente, donc v3™F) = 044y, i.e.
V2 = 0 (F) donc u = 0¢(F), absurde! D’ou le résultat demandé.
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A1 _ (A
(2)ne-(2)

Exercice 2. CCINP 24. Soit (Ay, Ay, As, As) € Mo(R)*, A= (ﬁl 22) B,
3 A4

4
1. Montrer que : rg(A) < rg(B1) +rg (B2); puis que : rg(A) < ng (Ax).
k=1

4‘ Correction

Notons Cq, ..., Cn. Cotts-- -, Cs,, les colonnes de A. Alors

rg(A) =rg(Cq, ..., Cn,Cps1, .. Con)

dim(Vect(Cy, ..., Cn Chz1, ... Cop))

< dim (Vect(Cq, . . ., Cpn) + Vect(Cpy1, . .- Cap))

< dim (Vect(Cq, . . ., Cp)) + dim (Vect(Cpy1, ... Cap)) par la formule de Grassmann
<r1g(Cy, .., Cn) +18(Cs1, - - -, Con) = rg(B1) +18(B2).

Ensuite, en raisonnant de méme sur les lignes de By, on montre que rg(B;) < rg(A;) +
rg(As) puis que rg(B2) < rg(Az) +rg(As). Le résultat s'ensuit alors.

2. Montrer que si rg (A1) =rg (A;) = net A3 = 0, A est inversible. Que vaut alors A~ ?

Correction

Si A3 =0, alors det(A) = det(A;)det(Aq) # 0, car rg(A1) = n et rg(As) = n donc A et
A, sont inversibles. Donc A est inversible. On cherche alors I'inverse de A sous la forme

Y
(Al D ) En calculant

0, Al
ATl D (A AN (T AtAy + DAy
0, Al 0, As)  \O, I '
Il faut (et il suffit) alors de prendre A7'A, + DA, = 0, donc D = —AT*AxA; . Donc

Al (AT AT AAL
On At ‘

Exercice 3. Mines 24. Soit M = ( Q 2 ) avec A, B € M,(R). Trouver une condition nécessaire

et suffisante sur A et B pour que M soit inversible. Calculer alors M~*.

—‘ Correction

Notons Cq, .. ., Cn, Cht1, ... Cop les colonnes de M. Pour calculer le déterminant de A, on fait
les opérations Cpj = Cpyi — C; pour / allant de 1 a n et on obtient
A 0,
det(M) = = det(A)det(B — A).

A B-A

On en déduit que M est inversible si et seulement si A et B — A sont inversibles. Pour trouver
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I'inverse de M, je remarque que

A 0, .
(A 5_ A) =MxT,
(I, I, . I, I, L
ou T = <0n I, ) d’inverse <0n In)' Ainsi,

(A 0, . o A 0, \!
M_<A BA)XT donc M —T><<A BA) .

¥ A On . : R . .
Or, pour calculer I'inverse de A B_A) on sait que cet inverse va étre triangulaire par

_ Al 0n
blocs : on le cherche sous la forme < c (B- A)‘1>' Or,

(e @) < a7a) - (casisnya 1)

En prenant C = —(B — A)™1, on obtient donc I'inverse désiré. Donc
) I, -1, Al On Aty (B-AT1 —(B-A!
M~ = X =3l -1 = -1 =i
0, I, —(B-A) (B-A) —(B-A) (B-A)

Exercice 4. Centrale 24. Soit f un endomorphisme d'un C-espace vectoriel £ de dimension n. Pour
k € N on pose ry = rg (f¥).

1. Montrer que la suite (rg) est décroissante et stationnaire.

4‘ Correction

On remarque que si k € N, Im(f*™) € Im(f¥) (carsi y = F*1(x), alors y = FX(f(x))).
Ainsi, (rx) est une suite d'entiers positifs décroissante. Minorée par 0, elle converge. Elle
est donc stationnaire (si elle ne I'était pas, elle diminuerait de 1 une infinité de fois, ce
qui est absurde).

f(E) — F**Y(E)

2. En considérant gy :
x — f(x)

Suivons l'indication et considérons une telle application linéaire. En appliquant le théoréeme
du rang a g, on obtient

, montrer que la suite (rx — rx+1) est décroissante.

rg(gx) + dim(ker(g)) = dim(f*(E)) = r.
Mais rg(gx) = dim(f(f5(E)) = dim(f**1(E)) = re41. Ainsi,

rk — rir1 = dim(ker(gx)).
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Mais

ker(gi) = {y € f*(E), f(y) = 0} = F*(E) Nker(f).
Comme fX(E) décroit (pour I'inclusion), fX(E) Nker(f) aussi, donc dim(ker(gx)) aussi,
donc (rx — rx+1) aussi!
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Exercice 5. Mines 24. Soit A € M,(C) nilpotente d’indice n.

1. Justifier I'existence d'un vecteur Xo € M, 1(R) tel que A1 X4 # 0. En déduire que la famille
(X0, AXo, ..., A" 1Xp) est libre.

Correction

Comme A™! = 0,, on en déduit qu'il existe Xy € ., 1(R) tel que A" 1X # 0. Soit
alors (A, ..., An_1) tels que

n—1 )
> XA X = 0.
i=0
Si (No, ..., An—1) # (0, ..., 0), soit k le plus petit indice tel que A # 0. Alors
MAK X + -+ A1 ATIX =0,

donc, en multipliant par A"~17%, on obtient

AA™1Xg + A1 A"Xo FAkgo AT X + -+ = 0,
~—— ——
=0, =05

soit \eA" "1 Xy = 0, donc, comme A" 1Xy # 0, A\x = 0, ce qui est absurde! Donc
(Mo, - .., A1) =(0,..., 0).

0 -+« v - 0
1

2. Montrer que A est semblable & J, = 0
0 0 1 0

Correction

Comme la famille (Xo, AXo, ..., A"1X5) est une famille libre de n éléments, c'est une
base de .#,1(R). Dans cette base, la matrice de fa : X — AX est de la forme donnée
par I'énoncé, ce qui signifie que A est semblable a la matrice donnée par I'énoncé.

P k

. . - N
On note, si N est nilpotente d'indice p, e" = g o
k=0

3. Soit A € C*. Montrer que A (eJ” - In) est nilpotente. Préciser son indice de nilpotence.
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On remarque que
1 1 1 T
01 =
2 (n=2)t (n=1)!
1 1
0 1 — —_—
2 (n—2)!
n—1 .
el —1,= J—;’(
" k! :
k=1 1
0 1 -
(0) :
1
0
On a alors une matrice triangulaire inférieure stricte, avec une sous-diagonale non nulle,
elle est nilpotente d'indice n — 1.

4. Montrer qu'il existe P € GL,(C) telle que A/, + J, = AP Le?P.

Correction

P telle que
e —Al, = PJ,P7L.

Ainsi,

Le résultat est ainsi prouvé.

Jo = APt P — APT,P = AP e P — AL,

On sait que A(eJ” —1,) est nilpotente d'indice n, donc est semblable a J, : on dispose de

5. En déduire qu'il existe B € M,(C) telle que A/, + J, = €.

Correction
Il suffit de remarquer que
1. 1 <« &
1 b e In
plehp=p }:HF
i=0
PP
B k!
=0
e (PP
N k!
=0
— PP
car P~ J,P est aussi nilpotente d’indice n — 1.

Exercice 6. Mines 24, ex-X MP. Soient E un R espace vectoriel de dimension finie, u € L(E)
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nilpotent, F est sous-espace vectoriel de E tel que u(F) C F. On suppose que £ = F + Im(u).
Montrer que E = F.
Indication donnée par I'examinateur : montrer que pour tout k, E = F + Im(uk).

Correction

Montrons le résultat de I'indication par récurrence. L'initialisation est évidente (pour k = 0,
u® =1dg).

Pour I'hérédité, supposons le résultat vrai au rang k. Soit x dans E. Par hypothése de récurrence,
on dispose de f dans F et de w dans E tels que x = f + u*(w).

Mais w € E donc, comme E = F + Im(u), on dispose de f’ dans F et de a dans E tels que
w=rf"+u(a).

Alors

x=f 4+ u(f + u(a)) = f + u*(f) +u*(a) € F + Im(v ).
——r
eF
—_———
eF

D'oul I'hérédité et le résultat. En particulier, E = F + Im(u") = F.

Exercice 7. Centrale 24. Soient E un R-espace vectoriel et f € L(E). On suppose qu'il existe
a,b € R avec a# btels que : (f —ald) o (f — bId) = 0.»(g).
1. Déterminer X, u € R tels que A(f —ald) et u(f — bId) soient des projecteurs non nuls.

Correction

On sait que (f — ald) o (f — bId) = 0, donc

f2 — (a+ b)f + abld = 0.g(g).
Soit A dans R\ {0}. Alors on a les équivalences suivantes

A(f — ald) est un projecteur < (A(f — ald))? = A(f — ald)
S N2(f? —2af + 2°Id) = A\(f — ald)
S A2 — (14+2Xa)f + (A\a® + a)ld = 0.

Or, Af2 — X(a+ b)f + Xabld = 02(£)- On peut donc chercher s'il existe A vérifiant

1+2Xa=Xa+b) et X\a®>+a= Nab

, et ce A fonctionne avec la deuxiéme!

La premiére équation donne \ =

1
b—a

,on a le résultat!

Donc en | posant A =

1
On fait de méme pour f — bld en posant u = pm—y

2. Montrer que Ker(f — ald) = Im(f — bId).
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Correction

o Déja, (f — ald) o (f — bld) = 0 donc |Im(f — bId) C ker(f — ald)| : en effet, i
y € Im(f — bId), on dispose de x tel que y = (f — bId)(x). Mais alors

(f — ald) o (f — bId)(x) = O,

donc (f — bId)(x) € ker(f — ald), d'ou I'inclusion.

e Soit maintenant x dans ker(f — ald). Comme w(f — bId) est un projecteur, ker(u(f —
bId))®Im(u(f — bId)) = E donc, comme w est non nul, ker(f — bId) ®Im(f — bId) = E.
On dispose donc de y et z tels que

x=y+zoluy € ker(f — bld) et z € Im(f — bId).
Mais (f — ald)(x) = Og donc
O = (f —ald)(y) + (f — ald)(z2).
Or, Im(f — bId) C ker(f — ald) donc (f — ald)(z) = 0, donc

(f —ald)(y) = 0g i.e. f(y) —ay = 0g donc (b— a)y = Og,

donc y = 0. Finalement ’x =z € Im(f — bId) ‘ d'ol l'inclusion réciproque et I'égalité
des ensembles.

3. Déterminer " pour n € N.
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Correction

On sait que le polynéme P(X) = X2 —(a-+b)X 4 ab est annulateur de f. Pour déterminer
", effectuons la division euclidienne de X" par P : on dispose de Q, R dans R[X] tel que

X"=QP+ R, et deg(R) < deg(P) =2,

donc R € Ry[X] : on dispose de (a, B) € R? tels que R(X) = aX + 3. En évaluant en a
(racine de P), puis en b on obtient

a" =aa+p0,
b" = ab+ 3,
donc
o a"—b" et f=a"— qa= a"(a—b)—a(a"— b") _ ab”—ba”.
a—b a—b a—b

On en déduit que

1 = Q(F) o P(f) + R(f)
= R(f) car P(f) = 03(5)

a’—b" ab" — ba"
= f Id
a—»b + a—b
2 Trace
Exercice 8. Mines-Ponts 24. Soit X1, ..., Xp des vaiid suivant une loi de Bernoulli de paramétre p.

On considere U = (X4, ..., X)) et M=U"U.
1. Déterminer la loi de rg(M) et celle de tr(M).

Correction

C’est une chose importante, on sait que toute matrice de la forme U™V est de rang
inférieur ou égal a 1. Donc rg(M) = 0 ou 1. Or, M est de rang O si et seulement si
M =0, i.e. si et seulement si tous les coefficients de U sont nuls. Donc

Prg(M) = 0) =P(U=0)=P(X; =0,X> =0,..., X, =0) = ﬁ]P’(X,- =0) = (1-p)",

=1

par indépendance. Donc rg(M) suit une loi de Bernoulli de paramétre 1 — (1 — p)".

2. Calculer la probabilité que M soit une matrice de projection.

Deuxiéme chose importante sur les matrices de rang 1 : elles vérifient M? = Tr(M)M.
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On le vérifie ici :
2 __ 1T T T T _ T _ 2
M?>=UTUUT U=UT(UUNU = (VUM = (ng)M
€R 1=

Donc M? = M si et seulement si :
(a) ou bien touts les X; sont nuls,

(b) ou bien un seul des X; est non nul :
P(X; #0,Xo =---=X,=0)=p(1—-p)"?,

et les événements ({X; # 0} N{Vj # i, X; = 0}), ¢, sont disjoints, donc la pro-
babilité qu'un seul des X; soit non nul est de np(1 — p)™*.

D'ou, au final, une probabilité de

(1=p)"+np(1=p)" =1+ (n=1)p)(1—p)" "

Exercice 9. Mines-Ponts 24. Soit P € .#,(R) représentant un projecteur p dans la base canonique
de R". On suppose P de rang r et I'on considére I'endomorphisme de .#,(R) défini par :

U(X)=PX—XP.

Déterminer la trace de W en fonction de n et r.

—‘ Correction

Déja,
Ainsi,

ola: X—QXQhHal: X—QXQety: X JX—XJ,.
Mais alors, on en déduit que

[l nous reste donc a déterminer la trace de . Pour ce faire, on va regarder sur la base canonique :
soit (i,j) € [1, n]? :

P est un projecteur de rang r, donc on dispose de Q@ inversible telle que P = QJ,Q L.

V(X)) =QJLQIX - XQJQ7?
= QJQIXQQ! - QQIXQJQ !
= Q (J(QTIXQ) - (@7'XQ)J) Q!
= aO(poofl(X),

Tr(V) = Tr(aopoa™) = Tr(a toa o) = Tr(p).

sii<retj<r, JEj=EjetEjJ = Ejdonc p(Ej) =0,

sii<retj>r JEj = Ej mais EjJ, = 0 donc @(E;j) = Ejj (cela apporte un
coefficient 1 sur la diagonale,

sii>retj<r, JJE;—E;J. = —E;;, ce qui apporte un coefficient —1 sur la diagonale,

sii>retj>r, JEj=E;jJ =0, donc o(Ej)=0.
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Ainsi, la diagonale de la matrice de ¢ dans la base canonique contient r? + (n— r)2 Z€éros,
r(n—r) «1»etr(n—r) «—1», donc la trace de cette matrice est nulle! Donc Tr(W) = 0. (tout
¢a pour ¢al)

Exercice 10. Mines PC 23. Soient A, B € M,(R). On cherche a résoudre I'équation X+ Tr(X)A =
B, d'inconnue X € M,(R).
1. On suppose B = 0. Montrer que I'ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel de
M ,(R) dont on donnera la dimension et une base.

4‘ Correction

L'application ¢ : X +— X 4 Tr(X)A est clairement linéaire, donc ker(p) = {X €
M(R), ©(X) =0} est un sous-espace vectoriel de .Z,(R).

Ensuite, on détermine ce noyau. Soit X € ker(¢). Alors X = —Tr(X)A donc on dispose
de X € R tel que X = MA. Mais alors AMA = —=ATr(A)A. Donc A(1 + Tr(A))A = 0,,.

‘Si Tr(A) = -1, ‘ alors il n'y a aucune contrainte sur A : tout multiple scalaire de A est
solution de I'équation.

‘Si Tr(A) # —1, ‘ alors A = 0 (sauf si A =0, cas que |'on élimine), donc la seule solution
de I'équation est 0.

Donc I'espace vectoriel est ou bien Vect(A) si Tr(A) = —1, ou bien {0,}.

2. Résoudre I'équation dans le cas général.

Correction

On utilise le théoréme de structure des solutions de I'équation f(x) = y lorsque f est
linéaire. L'ensemble des solutions est {xg + h, h € ker(f)} ol xo est une solution parti-
culiére. Cherchons donc une telle solution de X + Tr(X)A = B.

Déja, on remarque que si X est une telle solution,

Tr(X + Tr(X)A) = Tr(B) donc Tr(X)(1 + Tr(A)) = Tr(B).

D’ou deux cas de figure (encore) :

o si Tr(A) # —1, alors Tr(X) = TE (A Ir"(l'lrg()A) TX T A Ir"(lf()A)

est solution. Par la question précédente, ce X est unique. L'ensemble des solutions

,donc X = B— A alors un tel X

Tr(B
de I'équation est {B - ZH—r"(I'r()A)A}
e si Tr(A) = —1, alors on a la condition Tr(B) = 0. D’oll deux cas :

— ou bien Tr(B) # 0, et alors il n'y a pas de solution a I'équation,

— ou bien Tr(B) = 0 et on remarque que B est une solution particuliére de
I’équation donc, d'aprés la question précédente, I'ensemble des solutions de
I"équation est

{B+ XA, X € R}

Exercice 11. Navale MP 24. Soit M € .#,(R), montrer I'équivalence entre :
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(i) VA, B € #,(R), Tr(MAB) = Tr(MBA),
(ii) M est une homothétie (c'est-a-dire de la forme Al, avec A € R ).
Indication. Si (i,j) € [1, n]?, que vaut Tr(ME;;)?

Correction

L'implication (ii)=(i) est immédiate : si on dispose de A tel que M = Xl,,, alors si A et B sont
dans .#,(R),

Tr(MAB) = Tr(A[,AB) = ATr(AB) = ATr(BA) = Tr(AI,BA) = Tr(MBA).
Pour [l'implication réciproque, on suppose que pour toutes matrices carrées A et B,

Tr(MAB) = Tr(MBA).

e soiti#j.Onprend A= E;j et B = Ej;. Alors AB = Ejj et BA=0,. Donc Tr(ME;;) = 0.
Or, MEj; est une matrice avec des zéros partout, sauf a la colonne j, qui contient la
colonne i de M. Ainsi, le seul terme diagonal non nul de ME;; est [M];;. Donc Tr(ME;;) =
[M];i. Donc si i # j, [M];i = 0.

e soient i £ j A= Ej; et B= Ej;. Alors
Tr(MAB) = Tr(ME;Ej;) = Tr(ME;;) = [M];i,

et
Tr(MBA) = Tr(MEj;E;;) = Tr(ME})) = [M]};

Donc tous les coefficients diagonaux de M sont égaux, a, disons, A donc M = Al,,.

3 Déterminants (et vandermonderies)

Exercice 12. Mines-Telecom 24. Pour n € N* soit A, € #,(R) définie par : Ajj =2et Ajj = —1
pour |i — j| = 1, les autres coefficients étant nuls. On note A, le déterminant de A,. Montrer que
Apto = 27,41 — A, En déduire la valeur de A,,.

Correction
C’est le classique parmi les classiques, le déterminant tridiagonal ! On développe sur la premiére
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ligne
2 -1 0
-1 2 -1 0
0 (0)
A=
(0) -1 2 -1 0
-1 2 -1
0o -1 2 (7]
-1 -1 0
0 2 -1 0
0 (0)
=2A0,1 —(-1) x
(0) -1 2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2[n_1]

On développe alors le deuxiéme déterminant selon la premiére colonne :

La suite (Ap)nen est alors une suite récurrente linéaire d'ordre 2, d'équation caractéristique

Ny =2Ap_ 1 —Aps

x> —2x+1=0,

de racine double 1. Ainsi, on dispose de X\ et u deux réels tels que pour tout n dans N*,
A, = (A + un)1”. En remarquant que A; = 2 et A, = 3, on en déduit facilement que A =1
et u = 1. Ainsi, pour tout ndans N, A, = n+ 1.

Exercice 13. Mines-Télécom 23 et 22, Mines MP 15. Pour (a, b, ¢) € C3 et n € N* soit A € .#,(C)
définie par : A;; = a;Ajj = bpour j > iet A;j = c pour i > j. Soit J la matrice n x n dont tous
les coefficients sont égaux a 1 . Montrer que det(xJ+ A) est un polynéme de degré au plus 1 . En

déduire det(A).

—‘ Correction

f(—c) =

On considére det(xJ+ A) et on fait les opérations L; <— L; — Ly pour i dans [2, n]. On obtient
alors le déterminant d'une matrice ot les x sont tous sur la premiére ligne. En développant
ensuite selon la premiére ligne, det(xJ+ A) est bien polynomiale de degré inférieur ou égal a 1.
Appelons f(x) = det(xJ+ A). On cherche f(0). Comme f est affine, il suffit de connaitre deux
valeurs prises par f : f est de la forme f(x) = px+ q. Or,

a—=c¢c

|

afcl
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De méme, f(—b) = (a— b)". On en déduit, EN SUPPOSANT b # c,
_ f(=b) — f(=0)
N —b+c¢
_(a=-b)"—(a—0)"
N c—b
_(a=b-b-o ¥ (a=b)(a—c)
N c—b
n—1 . .
=) (a-b)(a—c)" .
i=0
Ensuite,
n—1 . )
q=det(A)=f(c)+pc=(a—c)"+c» (a—b)(a—c) .
i=0
Maintenant, si ¢ = b, on fait tendre, dans det(A), b vers c. Mais le déterminant est une
expression polynomiale en les coefficients, donc est continue. On en déduit que, si b= c,
det(A)=(a—c)"+cn(a—c)" ' =(a+(n—1)c)(a—c)" L.

Exercice 14. Mines PC 23. Soit (f, ..., f,) € (L(E,C))P. Montrer I'équivalence entre les trois
propositions suivantes :

1. (f,..., fy) est une famille libre,

, . E — cr
2. I'application ¢ : x = (A £(x))
----- P

3. 3(x, .., Xp) € EP tel que det ((f,- (><j))1<i’j<p> #0

—‘ Correction

Procédons par implications circulaires :

est surjective,

o si (f,..., fy) est une famille libre, on sait déja que, en notant n = dim(E) =
dim(Z(E,C), on a n = p (une famille libre contient moins d’éléments que la dimension
de I'espace).

Ensuite, on va déterminer la dimension de ker(¢). On fixe une base & de E, on note
L; la matrice de f; dans cette base au départ et la base (1) de C a l'arrivée : c'est
une matrice-ligne. La liberté de (f, ..., f,) assure que Lq, ..., L, forme une famille libre
de p éléments de .#; ,(K). Mais la matrice de ¢ dans la base & au départ et la base
Ly
Lo
canonique de CP a l'arrivée est la matrice M = .| inp,,. Comme p < n et que

Lp
(Ly,..., Lp) est libre, le rang de M est égal a p. Donc le rang de ¢ est égal a p, donc,
comme dim(CP) = p, @ est surjective.
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® si  est surjective, on prend (ey, ..., ep) la base canonique de CP, et on pose x; un
antécédent de e; par ¢. Alors si A = (fi(x;))1<ij<p, Par définition, A =1, de déterminant
non nul.

e supposons que I'on dispose de (xq, .. ., Xp) € EP tel que det ((f,- (Xj))lgingp) # 0. Mon-

P
trons que (f, ..., fp) est libre. Soit (A1, ..., Ap) € KP tels que ZA,-f,- = 0g(£ec)- Alors
i=1

P
pour tout J, ijf,'(xj) = O¢, ce qui signifie que
i=1

A1 0
Ap 0

ol A est la matrice (f;(x;))1<i j<n (attention aux indices i et j 1) Mais A est de déterminant
non nul, donc est inversible, donc A\ =--- =X, = 0.

Exercice 15. Mines-Ponts 24. Soit x € R et P € R,,_»[X]. On considére la matrice A € .#,(R)
définie par : A;; = P(x + i+ j — 2). Montrer que A n'est pas inversible.

Correction

On note, pour i dans [1, n],

QiX)=P(x+i+X-2).

Alors la famille (Qy, .. ., Q;) est une famille de n vecteurs dans un espace de dimension n— 1,
donc elle est lige. Cette famille est liée : il existe (Aq, ..., An) Vérifiant

n
Z AiQi = Or[x-

=1
n
Mais alors, pour tout J, ZA,Q;U) = Og, ce qui assure que, si Lq1,..., L, sont les lignes de A,
i=1

n
ZX/L,' = 01,,. Ainsi, les lignes de A sont liées donc A n’est pas inversible.
i=1

Exercice 16. CCINP 24. Soit (A, B, P) € #,(R) x _n(R) x GL,(C) vérifiant : AP = PB. On
écrit P = P, +iP avec (P, P) € M, (R) x #,(R) et I'on pose : Q(x) = det (P, + xF%).

1. Montrer que pour tout x e Rona: A(PL+xP) = (P +xP)B.

Correction

On sait que AP = PB donc AP, + iAP, = PiB + iP,B. Les matrices APy, AR, P B,
P> B sont a coefficients réels, donc en égalisant les parties réelle et imaginaire des deux
membres de I'égalité, on obtient le résultat.
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2. Montrer qu'il existe xp € R tel que : Q (xp) # 0.

4‘ Correction

Par la formule de développement sur une ligne, appliquée n fois, on sait que @ est une
fonction polynomiale de x. Or, comme Q(i) # 0 (car Py + iP est inversible), on sait
que @ n’est pas le polyndme nul. Donc il existe x; € R tel que Q(xg) # 0 (sinon Q
s'annulerait sur tout R, donc une infinité de fois, donc @ serait le polynéme nul).

3. En déduire qu'il existe Py € GL,(R) tel que : APy = PyB. Qu'a-t-on démontré?

Correction

En posant Py = P; 4+ xoP», on obtient le résultat. On a démontré que si deux matrices
étaient semblables sur C, alors elles étaient semblables sur R.

Exercice 17. CCINP 24. 1. Rappeler la forme d'une matrice de Vandermonde et I'expression de
son déterminant.

Correction

C'est du cours!

kx

2. Pour k € {1,..., n} on pose fy : x € R +— €. Montrer que la famille (f, ..., f,) est

libre.

n
Soit (A1, ..., Xn) € R" tel que > \f; = Ogs.
i=1
Premiére méthode : avec le déterminant de Vandermonde. On dérive I'égalité pré-
n

cédente p fois et on évalue en 0 : cela donne ZA,-/’” = 0. On obtient donc le systéme,
i=1
en dérivant de 0 a n — 1 fois
>\1+>\2++>\n20
AM+22+-+nx, =0 A 0
M4+ + PN =0 iy x | | =

An 0

MA2"7 4+ 0" 1IN, =0,
ou V est la matrice de Vandermonde associée a (1, . . ., n) :elle est inversible car (1,.. ., n)
sont deux a deux distincts.
Deuxiéme méthode : avec des limites. Supposons que (Aq, ..., An) £ (0, ..., 0). Soit
n

p le plus grand indice tel que A, # 0. Alors OZA,ﬁ-(X) ~ ApeP, ce qui est absurde,
X—+00

i=1
ApeP* x/;froo 0, donc (A1, ..., M) =1(0,..., 0).
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Remarque : cette deuxiéme méthode ne fonctionne pas si on regardait des exp(a;x) avec
a; € C.

3. (a) Sans les calculer, montrer que le polyndme P(X) = X3 4+ X + 1 admet trois racines
distinctes dans C, que I'on notera o, B et 7.

Correction

Déja, si on pose f i x — x>+ x+1, f' 1 x — x?> 4+ 1 est strictement positive sur

R, donc f croit strictement. f est de plus continue et f(x) - +oo donc, par le
X—I 00

théoreme de la bijection, f est une bijection de R dans R. Donc il existe un unique
a € R tel que f(a) = 0.

Ensuite, P est de degré 3 donc admet trois racines complexes (comptées avec
multiplicité). Comme il n'admet qu’une racine réelle, il admet aussi deux autres
racines B et -y, complexes non réelles, conjuguées (et donc différentes).

X+y+z =
(b) Résoudre le systeme < ax + By +vz =0
a’x+B%y +9°z =0

Correction

[l s’agit d'un systéme de Vandermonde, qui n’a comme solution que (0, 0, 0).

Exercice 18. Mines-Ponts 2015. Soit A et B deux matrices de .Z,(R).

A _
>
Montrer que B A > 0.

L A -
Indication : Montrer que B A

—‘ Correction

Explication de la démarche. ATTENTION! On ne peut pas écrire que

B‘ — det(A+iB) det(A — iB).

B A

det(A2+ 82), et en plus, cette quantité n'est pas positive... Non, il faudra certainement utiliser
le déterminant par blocs, mais le détemrinant triangulaire par blocs. Je ne veux pas sortir de
solution du chapeau (d’autant plus qu'au moment ou je rédige ce corrigé, je n'ai plus I'« as-

—B‘ B

B A
par blocs, la premiére de déterminant A + /B, la seconde de déterminant A — /B. On peut

d'abord essayer
A —-B\ [(A+iB 0 o I, D
B A/ C A—IB 0o I,

Mais on se rend compte que ca ne marche pas. Ensuite, on peut se dire que I'on va essayer

tuce »). On va essayer d'écrire ) comme un produit de deux matrices triangulaires

o A —-B . . . . . o
d'écrire B A ) commeun produit de matrices non triangulaires par blocs, mais faites de
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sorte que lorsqu’on calcule leur déterminant, on se raméne a des matrices triangulaires
- . A —IB , .
par blocs. Par exemple, si je prends la matrice (I I ) alors le déterminant de cette
n n
A+iB —iB
0 I, |
Bon, a ce moment-la, je patine sur I'exercice, je n'arrive pas a trouver de produit astucieux...

Du coup je change de point de vue : j'ai parlé d'opérations élémentaires... Est-ce que je peux
faire des opérations élémentaires qui transforment aisément mon déterminant ?

matrice est, en faisant des opérations sur les colonnes,

A -B A -B . . )
‘B A ‘:‘B—F/A A_iB en faisant Ln+1<—Ln+1+IL1, Ln+2(—Ln+2+lL2,...
:‘Ag’B A_—BIB en faisant C; < Cp — iCps1, Co ¢ Co — iCpyo, . ..
n

= det(A + iB)det(A— iB)
= det(A + iB)det(A — iB)
= |det(A+iB)?>0

D’ou le résultat !

Exercice 19. Variations autour du Vandermonde.

1. Soit xq,..., X, des réels et (P, ..., P,_1) une famille de polynémes telle que deg(F) = i.

Calculer le déterminant det (Fj—1(x));¢; ;<, €n fonction du déterminant de Vandermonde

Vixy,..., Xn).

On note qﬁ) le coefficient de X* de P;. Le déterminant recherché est

On fait alors les opérations C; «+ C;, — Cé')Cl, pour supprimer tous les coefficients
constants, on obtient alors

1 e (0 i e B 2 e e
o |! CF)XQ Cr(7’111) 7+ C,S 1 )XS 44 C1(n71)X2
D=c _

1 Mx, - c,§1>,']1+cg"11>g2+... "Dy,

1 xx - ,Sﬂll)Xn1+C(n11)X1,72+.'.+ (n— 1)

o |l * R C(” 1)

G G

Loxy oo r(7n 11)er17 L+ C,(1n 11)X,r77 e+ Cfnil)Xn
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En poursuivant ainsi, on obtient

1 cos6; cos20; --- cos((n—1)61)

1 cos@, cos20, --- cos((n—1)6)
2. Calculer _ _ .

1 cosf, cos26, --- cos((n—1)6,)

4‘ Correction

Onpose To=1,T1 = Xet Thio =2XTp1—T, (lasuite des polynémes de Tchebycheff).
Alors pour tout n, Th(cos(8)) = cos(nd), et le coefficient dominant de T; est, pour i > 1,
2'. Donc le déterminant recherché est

n—1

H 2'V/(cos(61), .. ., cos(6,)).

i=1
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