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TD 05
Espaces vectoriels normés 1
d
Exercice 1. On considére, sur R[X], les 4 normes suivantes : si P(X) = Z ax X", on définit
k=0
d 1
M(P) =D lail, Na(P) = [ IP(O)dt, Ma(P) = sup [P(0)]
k=0 0 t€[0,1]

1. Vérifier que les N; sont des normes.

Correction

Déja fait en cours (ce sont les normes que I'on a déja vues).

2. Démontrer que pour tout P dans R[X], Na(P) < N3(P).

Correction

Soit P dans R[X]. Alors pour tout t dans [0, 1], |P(t)] < N3(P).

NQ(P>=/O |P<r>|dr</0 N(P)dt = Na(P).

3. Déterminer la convergence, dans R[X], de la suite (X") en pour chacune de ces normes.

e Supposons que (X")en converge pour la norme 1. Alors on dispose de @ dans R[X]

d
tel que Ny (Q — X") fnd 0. Notons Q(X) = Zaka. Soit n > d = deg(Q).
k=0

Alors
d

N (Q—X") = Z|ak| +12>1,
k=0

donc X" ne peut pas converger vers Q pour la norme Ni. Donc (X™)pen n'a pas de
limite pour la norme Nj.

e Ensuite,

1
No(X") :/ tdt = 0,
0

donc (X")pen tend vers Ogpx) pour No.

—
n+1 n—+x

e Enfin, si on avait (X"),en qui convergeait vers @ pour N3, alors

NQ(X” = Q) < N3(Xn = Q) n—>—+>oo 0,
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donc (X"),en converge vers Q pour Np. Mais, par unicité de la limite et I'étape
précédente, on en déduit que Q = Og[x]. Or,

N3(X") = sup |t"| =1, qui ne tend pas vers 0 en +oo
te[0,1]

Donc (X")nen n'a pas de limite pour Ns.

4. Les normes N> et N3 sont-elles équivalentes ?

4‘ Correction

Les normes N> et N3 ne sont pas équivalentes car la suite (X"),eny converge pour Na
mais pas pour Ns.

On considére ensuite Qx = 1 si k =0 et Q, = X* — 1 sinon.
5. Démontrer que (Qx)ken est une base de R[X].

Correction

La famille (Qk)ken est libre car a degrés échelonnés. On montre ensuite qu'elle est
génératrice. Soit n € N. La famille (Qo, ..., Q) est une famille libre de n+ 1 polynémes
de R,[X] donc en est une base. Donc R,[X] = Vect(Qq, ..., Qn) C Vect(Qk, k € N).
Ainsi, tous les R,[X] sont dans Vect(Qx, k € N), donc Vect(Qx, k € N) =R[X].

La famille est donc génératrice, c'est une base de R[X].

d d
On note, si P € R[X] et P =Y bQx, Na(P) =
k=0 k=0
6. Vérifier que I'on définit ainsi une norme.

| bi|
ok

Démontrons-le |

o Positivité. Déja, N, est bien a valeurs dans R
d

e Homogénéité. Ensuite, doit P € R[X], P = bQj. Soit X dans R. Alors AP =
k=0

d
> AbQx. Ainsi

k=0

NVA 9 |l
Na(AP) =D 0 = A1) S = MINa(P),
k=0 k=0

d'ot I'homogénéité.

e Séparation. Avec les mémes notations que précédemment, si Ny(P) = 0, comme

d
b - )

Z % est une somme de réels positifs, on en déduit que pour tout k dans [0, d],

k=0
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| x| _ _
ona ok = =0, donc by = 0. Donc P = Ogxj.

e Inégalité triangulaire. Soient P et R deux polynémes, notons P(X) = Z bk Qk(X)

et R(X ZCka (en posant d = max(deg(P), deg(Q)) et en mettant

eventuellement des coefficients nuls pour I'un des deux polynémes). Alors P+ R =
Z(bk + Ck)Qk. Donc
k=0

d

(P \bk+ck| \bk|+\ck| bl K e |
k=0 k=0 k=0

Donc N4 définit bien une norme sur R[X].

7. Démontrer que la suite (X"),en converge vers 1 pour cette norme.

4‘ Correction

Pourn>1, X"—-1=Q,, donc

Na(X"—1) = =~ — 0,

2" p—+co

donc (X")nen converge vers 1 pour la norme Nj.

Exercice 2. CCINP 2021. Soit E I'ensemble des fonctions f de classe C* de [0, 1] dans R telles que
f(0) = 0. Pour f € E on pose N(f) = ||floo + |||l €t N'(f) = ||f + f'||

1. Montrer que N et N’ sont des normes sur E.

Correction

La positivité, I'homogénéité, I'inégalité triangulaire sont claires. Vérifions la séparation
pour chacune des normes :

e soit f € E telle que N(f) = 0. Alors ||f||, + ||f'l., = 0. En particulier ||f]|, =
donc, comme |||, est une norme, on en déduit que f = Of.

e Soit f € E telle que N'(f) = 0. Alors ||f + f'|| ., = 0. Donc, comme |||, est une
norme, f(t)+ f'(t) = 0 pour tout t dans [0, 1], donc on dispose de C € R telle que
f(t) = Ce " pour tout t dans [0, 1]. Mais f(0) = 0 donc C = 0 et, finalement f
est nulle.

2. Montrer que : Vf € E,Vx € [0, 1], e*f(x) :/ et (f(t) + f'(¢))dt.
0
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Correction

Soit f € E et x € [0, 1], notons g : t +— e'f(t). Alors

g(x) :g(O)+/0Xg’(t)dt:O+/0Xet(f(t)—|-f’(t))dt.

3. Montrer que N et N’ sont équivalentes.

Correction

Soit f € E. Déja, par I'inégalité triangulaire sur |||, on en déduit que

N'(F) = If + Flle < Iflle + 1l = N(F).

Ensuite, soit x € [0, 1]. Alors

[FO)l =

e /Oxe’f(f(t) + f/(t))dt

< e’x/ et|f(t) + f'(t)dt
0

N

efx/ e'N'(f)dt
0

< N'(Fe ™ [ef]s < N'(f).
Ainsi, ||l < N'(f), et

N(F) = [Iflloo + I ll
= flloo +IIf" +F = fllo
<2 flle + 1"+ Fllo
<2N'(F) + N'(f) = 3N'(F).

Donc les normes N et N’ sont équivalentes.

Exercice 3. Mines-Ponts 22. Soit a € R, pour P € R[X] on pose : N,(P) = |P(a)| + ||P’||LOC’1].

1. Montrer que N, est une norme sur R[X].
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Correction

Comme toujours, la positivité, I'hnomogénéité et I'inégalité triangulaire sont évidentes.
Réfléchissons a la séparation.

Soit P € R[X] vérifiant N,(P) = 0. Alors |P(a)| + [|P'|'%" = 0. Donc

e Vt € [0,1], P'(t) = 0 donc P’ posséde une infinité de racines, donc P’ est le
polynéme nul. On en déduit que P est constant.

e De plus, |P(a)] = 0. Le polynbme P étant constant, on en déduit que c'est le
polynéme nul.

La séparation est donc prouvée.

2. Montrer que si a et b sont dans [0, 1] alors N, et N, sont équivalentes.

Correction

Soient a et b dans [0, 1], a < b. On remarque que

P(b) = P(a) + /b P'(t)dt,

a

donc
b [0.1]
|P(b)| < |P(a) +/ IP'(t)]dt < |P(a)|+ (b—a) IPllo™ < [P(a)] + 1P|l e < Na(P).

Donc Np(P) = |P(b)| + HP’H[O%’I] < 2N,(P). De méme, par symétrie des roles de a et de
b, on montre que N,(P) < 2N, (P).
Donc les normes N, et Np sont équivalentes.

. X\"
3. Pour quelles valeurs de a la suite des P, = <) est-elle convergente pour N, 7

2

] PU anl )
Soit a € R. Alors P,(a) = —. De plus, P, = n , maximum en X = 1. donc
2n n
/ [0,1] _ i
1R =2 — o
Ensuite,
. al”
e si|al < 2, alors |Py(a)] = 3 — 0 donc (Pp)nen tend vers O pour la norme N,,
2N n—+oo
: al”
e si |a| > 2, alors |P,(a)| = a — oo donc (P,)nen Nn'est pas bornée pour N,
2" pstoo
donc ne peut pas converger,
: a|" . ) :
e sia=2 |P,(a) = lal” — 1. Doncsi (P,) converge vers Q, on a nécessairement
2N pstoo

N,(Q) =1. On teste Q(X) =1:

Na(Pr = @) = |Pa(2) = Q)| + IPIST = 0+ 1AL — o,
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donc (P,)nen converge vers 1 pour N.
Attention ! Savoir que N,(P,) —+> 1 ne permet pas de conclure a priori. // faut
n—-+o00

trouver un candidat Q et montrer que N;(P, — Q) T 0.
n—-+o00

e sia= —2,ilyaun probléeme car P,(a) = (—1)". On va montrer que (P,)nen ne
peut pas converger. Supposons que (FPp)nen converge vers Q € R[X]. Alors

N,(P,— Q) — 0, en particulier |P,(a) — Q(a)] — 0,

n—-+00 n—-+o00

donc Pp(a) " Q(a). Comme (Py(a))nen = ((—1)")nen, qui n'a pas de limite,
n——+0o0

on en déduit que (P,)nen nN'a pas de limite.

Finalement, ‘ (Pn)nen converge si et seulement si a €] — 2, 2]. ‘ Sia€]—22] salimite
est 0; si a =2, salimite est 1.

Exercice 4. Mines-Ponts 24. Soient E un R espace vectoriel, Ny et N> deux normes sur E.

1. Soit (u,) une suite qui converge dans (E, N1). On suppose que Ni et N, sont équivalentes.
Montrer que (u,) converge dans (E, N»).

Correction

Comme N; et N, sont équivalentes, on dispose de o et B constantes positives telles que
pour tout x dans E, aNi(x) < Na(x) < BN1(x). Ainsi, si I'on note £ la limite de (up)nen
pour la norme Ny, on sait que pour tout n dans N,

No(u, —£) < BNi(u, — £) n_>—+>oo 0,

donc (un)nen converge vers £ pour No.

2. On suppose que pour toute suite (u,), on a : (u,) converge dans (E, Np) si et seulement si
(u,) converge dans (E, N»). Montrer que N et N, sont équivalentes.

Raisonnons par contraposée. Si N; et N> ne sont pas équivalentes, alors :

e ou bien pour tout a > 0, il existe x dans E tel que aN;(x) > Na(x),
e ou bien pour tout 8 > 0, il existe x dans E tel que Na(x) > BN1(x).

Supposons que la premiére proposition soit vérifiee. Soit n € N*. Prenons o = I Alors

1
on dispose de u, dans E tel que ENl(un) > No(up), i.e. Ni(up) > nNa(uy). Considérons

alors v, = Y Alors
\/EN2(Un)
1
o Na(n) = 7% 20

° N]_(Vn) > \/ﬁnjoo +o00,
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donc (v)nen converge vers O pour N> mais pas pour Ny.
On ferait de méme si la seconde proposition était vérifiée.
On en déduit le résultat demandé par contraposée.

1
3. Onprend E =R[X], ac R et N,(P) = |P(a)| +/ |P'(t)|dt.
0

Montrer que, si a, b € [0, 1], N, et Nj, sont équivalentes.

4‘ Correction

Soient a et b dans [0, 1], disons a < b. Alors on remarque que

No(P) = |P<b>\+/o IP(1)] dt

- ‘P(a) +/ab P’(t)dt’ —l—/o1 |P'(t)|dt

b 1
<W@ﬂ+/|ﬁumﬁ+l\ﬁuﬂm

< |P(a |+2/|? )| dt
2N,(

a

On ferait de Méme dans I'autre sens et on aurait N,(P) < 2N,(P).

) X"
4. Soit, pour n € N, P, = S Trouver les valeurs de a telles que (P,) converge pour N, et

déterminer alors la limite.

On va distinguer plusieurs cas :

e Sial < 2, alors

\al” 1 ja]” | 1
HEL) = —t” dt = — — 0,
) 20 + 2N n—+o0
donc (P,) converge pour N,, et sa limite est nulle.
e Si |a| > 2, le méme raisonnement que précédemment montre que N,(P,) -
n—-+00
~+o0, donc, comme une suite convergente est bornée, (P,) ne converge pas pour

N,.
e Sia=2, alors )
NoP)=14—= — 1,

2N n—+oco

donc (P,)nen est bornée. On remarque alors que

1
Ny(Pr—1)=0+ —

2N n—+4oco

donc (P,) converge pour N,, vers 1.
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e Si a= -2, alors quel que soit Q dans R[X], on a

Na(Pr = Q) = |Pa(=2) = Q(=2)| = [(-1)" = Q(=2)[,

qui ne tend pas vers 0. Donc (P,) ne converge pas pour N.,.

5. En déduire que N, et N, ne sont pas équivalentessiO < a< bet b>1.

4‘ Correction

. 1 .
Si0<a<betb>1,onpose P(X) = h Alors, par le méme raisonnement que

. 1 . . : :
précédemment (valide car — — 0, voila pourquoi on avait besoin de b > 1), (P,)nen
b n—+oo

converge vers 1 pour N, mais vers 0 pour N,, ce qui montre que les deux normes ne sont
pas équivalentes.

Exercice 5. Mines- Ponts PC24. Soit E I'espace des suites complexes bornées. Pour v = (uy) pen €

E on pose Ni(u Z \u,7| Z |u,7|.

1. Montrer que N1 et N, sont bien deﬂnls.

4‘ Correction

Notons M un majorant de (|up|)nen. Alors pour tout n dans N,

M M
M<7 t|u’7|<7

e
on S on n! n!

1
Comme la série géométrique de terme général (2 converge et la série de |'exponentielle
Xn

E — converge absolument pour tout x, on en déduit, par comparaison de séries a termes
n!

" L. L Up Un
positifs, que |les séries de termes généraux ( — et (— convergent.
2"/ neN n!/ nen

2. Montrer que N; et N> sont des normes sur E.

On ne vérifie que Ny, pour N> on fait de méme.

o (positivité) déja, N; est bien a valeurs dans R,

o (homogénéité) Soit u = (up)pen € E, soit A € R. Alors

M()Z‘A“”' Z'””‘ AN (u),

d'ol I'homogénéité.
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e (séparation) Soit u = (Un)nen € E, vérifiant Ny(u) = 0. Alors

Z \u,,|

> 0, on en déduit que pour tout n dans N,

|2:‘ = 0, ce qui signifie que (un)nen est la suite nulle. D'ou la séparation.

e (inégalité triangulaire) Soient v = (Uy)nen €t Vv = (Vi)nen dans E. Alors

Ny(u + v) = Z '“”* Vol

3. Montrer qu'il existe une constante C telle que N> < CNjy.

4‘ Correction

n n

. . 1
On sait, comme la série de terme général — converge, que — — 0. Donc — =
n! n! n—+oo n! n—+oo
1 o1 1
o| =— |, donc, a fortiori, = 0O . On dispose donc de C > 0 telle que pour
2n n! n—+oo on
tout ndans N, — ? Ainsi, pour tout u = (Up)nen dans E,

Moy = 32 L < 5 Sl _ ey,

n>0 ’ n=0

D’ou le résultat attendu.

4. Montrer qu'il n'existe pas de constante positive D telle que Ny < DN5.

Correction

Supposons qu'il existe une telle constante D. Alors pour toute u = (u,)nen dans E, on

aurait ] |
u u
Yoo <2

n=0 n=0

Prenons, pour k dans N, u®) = (u{9)) ey, définie par ul) = 6, (k!. Alors Ny (u)) =
k!

2ok . - .
— +oo et Nz(u(k)) = — =1, ce qui est en contradiction avec |'existence de D.
2k k—+o00 2k

Exercice 6. Mines-Telecom 23. 1. Soit N la quantité définie sur R? par :
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N(x,y) = max (|y|, ‘X-i— )2—/‘ . |x+y|)

Démontrer qu'il s'agit d’'une norme, et représenter la boule unité pour cette norme.

Déja, vérifions qu'il s'agit d'une norme :

e N est bien a valeurs dans R

e Ensuite, si (x,y) € R? et A € R, alors

NA.(x.y)

~

= max (|>\y|,

A
Ax+2y’,|>\x+>\y|>
_ y
= max (IMllyl. A |x + 2] Il + 1)
= xImax (1], [x + S| Ix + ¥1) = IAINGx ),

d'ol I'homogénéité.
e Pour la séparation, soit (x,y) € R? vérifiant N(x,y) = 0. Alors
max (\y|, ’X—I— g‘ , \X+y|) =0, donc
— déja |y] =0 donc y =0,
— ensuite |x + y| = 0 donc x +y = 0 donc x = 0.
Donc (x,y) = (0,0).

e Enfin, pour I'inégalité triangulaire, soient (x,y) et (x',y’) dans R?. On écrit que

LY

N((x,y) + (X', y")) = max (|y+y'|, 5

,M+%+y+/0

< max <|y|+|y’|,‘x+g’+

/
X+ L] el 4 )

Ensuite, on remarque que max(a+b, c+d) < max(a, c)+max(b, d). En généralisant
a 3 nombres, on en déduit donc que N((x,y) + (X', y")) < N(x,y) + N(X',y").

Pour déterminer la boule unité, on va transformer cet oral en oral Centrale! On tape le

code
1|l import math
2||import matplotlib.pyplot as plt
3||import numpy as np
4 || from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
5
6| def f(x,y):
7 return max([abs(y),abs(x+y/2),abs(x+y)])
8||f = np.vectorize(f)
9
10 ||X = np.arange(-2, 2, 0.01)
11 ||Y = np.arange(-2, 2, 0.01)
12 ||X, Y = np.meshgrid (X, Y)
13||Z2 = f(X, Y)
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14 || plt . axis ("equal )
15 || plt.contour (X, Y, Z, [1])
16 || plt .show ()

et on obtient

1.5

1.09

0.5 A

0.0

—0.54

-1.01

~-1.54

-2.0

Déterminons « a la main » cette boule unité. Soit (x, y) vérifiant N(x, y) = 1. Alors
y
max ( |y], x+§ x+yl) =1

Donc

e ou bien ce maximum vaut |y|, ce qui signifie que 1 = |y| > ’x—k )2—/‘ et |y| = |x+yl.
Siy =1, on a les équivalences

|y|>‘X+X‘ 1>
2l &
|

vl > x+yl 1> |x+1

3
x2—|—x—7<0
& 4

X2+ 2x <0
La premiére inégalité est vérifiée pour x € 55 la seconde pour x € [—2,0].
Finalement, les deux inégalités sont vérifiées pour x € 5 O} .
Siy = —1, on a le résultat par symétrie de la boule unité.

e OuU bien ce maximum vaut ‘x—&- %’ donc ‘X-i— g‘ =1, disons X—I—g = 1. Alors on
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a les équivalences

[+ 2| > 1yl 1>y
y < 1>’1+y‘
L = > =
‘X+2‘ |x + y| 2
lyl <1
<~ 2
y
el \O
Tt

Cette inégalité est vérifiée pour y € [—1,1] N [—4,0] = [-1,0]. Ainsi, on a un c6té
de la boule paramétré par x + % =1,y € [-1,0]. On a aussi le symétrique de ce
segment.

e ou bien ce maximum vaut |x + y|. Disons x + y = 1. Alors on a les équivalences

Ix+y| >yl 1>y
y| < y
eyl |x+2| T 12—
2 2
v <1
=" 2
-y <0

Cette inégalité est vérifiee pour y € [—1,1]N[0, 4] = [0, 1]. Ainsi, on a un cbté de la
boule paramétré par x +y =1, y € [0, 1]. On a aussi le symétrique de ce segment.

On obtient au final la boule telle que dessinée par python.

2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. Soit (¢1, . . ., ©p) une famille de formes linéaires
sur E. A quelle condition I'application N : E — R,qui a x associe max l@i(x)| est-elle une
<i<p

norme ?

Déja, la positivité, I'homogénéité et I'inégalité triangulaire se démontrent comme a la
question précédente. Pour le caractére défini, il faut que I'on ait, pour tout x dans R”,

max loi(x)| = x = 0O,

c'est-a-dire que
(V/ S [[1,/3]], (p,‘(X) = 0) = X = OE,

ou encore que

[ ker(o) = {0g}.

i=1
On peut démontrer que cette condition équivaut a

(p=n)etrg(es,..., p) =n.
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Je ne sais pas si c'est un attendu ou pas, j'imagine que cela dépendait de comment |'oral
se passait.

Exercice 7. Inégalités de Hélder et de Minkowski. Soit p > 1. Pour tout X € R”, on appelle norme

n B
p de X le réel positif | X||, = (Z |xk|p> .

k=1

Soient p, g > 1 deux réels strictement positifs tels que E + 5 =1.

1. Montrer que |||, vérifie les propriétés de positivité, d’homogénéité et de séparation.

Correction

Déja, la positivité vient de la définition. Ensuite, si X € R” et X\ € R, alors

X[, = <Z|m|”>

k=1

= <;nll>\|plxk|">
= <%”kzn;|><k|”>

1

= Al (ZH: |Xk|"> - AL X -

k=1

T I

P

. . xP o ya
2. Démontrer que pour tous réels x et y strictement positifs, xy < ? + —.

q
4‘ Correction

On sait que la fonction In est concave, donc

xP y") 1 1
In{ —+ =] > =In(xP) + = In(y?) = In(xy),
(5 +2) > S in6e) + 2 i) = nGxy)

d'ou I'inégalité désirée.

3. (inégalité de Holder) En déduire que pour tous X,Y € R" tels que [ X[, = [[Y], = 1,

n
E Xk Yk
k=1

< 1, puis que pour tous X et Y dans R”,

< XY [lg-

n
S
k=1
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Correction

Soient X et Y dans R” vérifiant | X]|, = [|Y[|, = 1. Alors

Z Xk Yk Z |Xic Ykl

k=1

ka
P
k=1 P

1 1
v T p IX115 + 4 Yig =

7X et
11X,

.....

Ensuite, pour X et Y quelconques, on pose X' =

néité, | X|l, = [IY’ll, = 1. Puis, si on note (x

donc que

e

11X, HYH

d'ou

< XN Y

k=1

1 1

x,) et (y1
respectives de X’ et Y’, on en déduit, par ce que I'on vient de faire, que

Y’ = ——Y. Par homogé-

||Y||
y,,) les coordonnées

4. (inégalité de Minkowski) Démontrer que pour tous X,Y € R" :
En déduire que |-, est une norme sur R”.
On remarquera que |xx + Y|P <

X+ Yo < X[+ 1Yo

Il X+ viclP7H A Lyl D+ wa P

Soient X et Y dans R". Alors

n
S e+ 3l
i=1

n
< Z el Ix + yiclP ™ 4 Iyl b+ vl P

i
1
q

< 1 Xll? < ) + 1Yl (

IX +YIl; =

n

3 bl
i=1

1

)

n

Z X + yi| (P19
i=1
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1 —
Or ,71_,77d0ncq:L
q P 1

n % n 1_%
(DMWM) - (z |)

=1 i=1
=|X+Y|,

d'ou

X+ Y15 < IXIPIX +YIP 4+ Il X+ YIP

d’oli le résultat en divisant par ||X +Y|°~!. On vient de démontrer que [|ll, vérifiait
I'inégalité triangulaire, qui est le dernier résultat qui nous manquait.
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