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Espaces vectoriels normés 1

d
Exercice 1. On considére, sur R[X], les 4 normes suivantes : si P(X) = Z a XX, on définit
k=0
d 1
M(P) =D lail Na(P) = [ P(O)dt. Na(P) = sup [P(1)].
—o 0 t[0,1]

1. Veérifier que les N; sont des normes.
2. Démontrer que pour tout P dans R[X], No(P) < N3(P).
3. Déterminer la convergence, dans R[X], de la suite (X"),en pour chacune de ces normes.
4. Les normes N> et N3 sont-elles équivalentes ?
On considére ensuite Qx = 1 si k = 0 et Qx = X* — 1 sinon.

5. Démontrer que (Qx)ken est une base de R[X].

d d
. b
On note, si P € R[X] et P = Z bkQx, Na(P) = Z |2—l;|
k=0 k=0

6. Vérifier que I'on définit ainsi une norme.

7. Démontrer que la suite (X"),en converge vers 1 pour cette norme,
Exercice 2. CCINP 2021. Soit E I'ensemble des fonctions f de classe C* de [0, 1] dans R telles que
f(0) = 0. Pour f € E on pose N(f) = ||f|lec + |||« €t N'(F) = [|f + ]| -

1. Montrer que N et N sont des normes sur E.
X

2. Montrer que : Vf € E,Vx € [0, 1], " f(x) :/ et (F(t)+ f'(t))dt.
0

3. Montrer que N et N sont équivalentes.

Exercice 3. Mines-Ponts 22. Soit a € R, pour P € R[X] on pose : N,(P) = |P(a)| + ||P'||L%1].
1. Montrer que N, est une norme sur R[X].

2. Montrer que si a et b sont dans [0, 1] alors N, et N, sont équivalentes.

. X\"
3. Pour quelles valeurs de a la suite des P, = <2) est-elle convergente pour N, 7

Exercice 4. Mines-Ponts 24. Soient E un R espace vectoriel, N; et N> deux normes sur E.

1. Soit (u,) une suite qui converge dans (E, N1). On suppose que Ni et N, sont équivalentes.
Montrer que (u,) converge dans (E, Ny).

2. On suppose que pour toute suite (u,), on a : (u,) converge dans (E, Np) si et seulement si
(un) converge dans (E, N»). Montrer que N; et N, sont équivalentes.

1
3. Onprend E =R[X], a€ Ret N,(P) = |P(a)\+/ |P'(t)|dt. Montrer que, si a, b € [0, 1], N,
0

et Np sont équivalentes.
n
4. Soit, pour n € N, B, = ——. Trouver les valeurs de a telles que (P,) converge pour N, et

déterminer alors la limite.
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5. En déduire que N, et Nj ne sont pas équivalentessiO < a< bet b>1.

Exercice 5. Mines-Ponts PC 24. Soit E I'espace des suites complexes bornées. Pour u = (up) ey €

+oo +00
E on pose N;(u) = Z [ et No(u) = Z |U”|.
n=0 n=0

2n n!
Montrer que N; et N> sont bien définis.
Montrer que N; et N> sont des normes sur E.

Montrer qu'il existe une constante C telle que Ny < CNj.

Ll o A

Montrer qu'il n'existe pas de constante positive D telle que N; < DN5.

Exercice 6. Mines-Telecom 23. 1. Soit N la quantité définie sur R? par :

N(x,y) = max (|y|, ‘X-i— )27/‘ . |X+y|)

Démontrer qu'il s'agit d’'une norme, et représenter la boule unité pour cette norme.

2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. Soit (1, . . ., ©p) une famille de formes linéaires
sur E. A quelle condition I'application N : E — R, qui a x associe max l@i(x)| est-elle une
1<igp

S

norme?

Exercice 7. Inégalités de Hélder et de Minkowski. Soit p > 1. Pour tout X € R”, on appelle norme
1

n B
p de X le réel positif || X||, = (Z |xk|p> .

k=1

. . . 1
Soient p, g > 1 deux réels strictement positifs tels que E + 5 =1.

1. Montrer que [-||,, vérifie les propriétés de positivité, d’homogénéité et de séparation.
. . xP o ya
2. Démontrer que pour tous réels x et y strictement positifs, xy < F + ?

3. (inégalité de Holder) En déduire que pour tous X,Y € R" tels que [ X][, = [[Y], = 1,

n
S e
k=1

< 1, puis que pour tous X et Y dans R”,

< IX[p 1Y g

n
E Xk Yk
k=1

4. (inégalité de Minkowski) Démontrer que pour tous X, Y € R":  |IX + Y|, < [IXll, + 1Yl
En déduire que |-, est une norme sur R".
On remarquera que X, + yi|? < [xiel.[xc + yilP™" + [yl Ix + yiel? ™t
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