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Nom Énoncé et commentaires Note
Python. Soit E = C0 ([0, 1] , R). On définit un produit scalaire sur E en posant, pour (f , g) ∈ E2, 〈f , g〉 =

ˆ 1
0
f g. On

pose, pour k ∈ N, ek : t 7→ tk . Pour k ∈ N∗, on note Vk = Vect (e1, . . . , ek).

1. Pour V sous-espace de dimension finie de E et x ∈ E, on pose d(x, V ) = inf
v∈V
‖x − v‖. Montrer que d(x, V ) =

‖x − pV (x)‖ où pV est la projection orthogonale sur V .

2. Montrer que d (e0, V3)2 = inf
(a,b,c)∈R3

ˆ 1
0

(
1 + at + bt2 + ct3

)2
dt.

3. [Py] On pose I(a, b, c) =
ˆ 1
0

(
1 + at + bt2 + ct3

)2
dt. Écrire une fonction python calculant I(a, b, c). Calculer

numériquement d (e0, V3).

4. [Py] Soit n ∈ N∗. On pose pVn (e0) = a1e1+ . . .+ anen. Écrire une fonction python calculant (a1, . . . , an). Écrire
une fonction python calculant d (e0, Vn) pour n ∈ N?

5. Montrer que det
((〈
ei , ej

〉)
06i ,j6n

)
= d (e0, Vn)

2 det
((〈
ei , ej

〉)
16i ,j6n

)
6. En déduire la valeur de d (e0, Vn) pour n ∈ N∗.

1. Cours. Distance à un sevdf.

2. Soient E un espace vectoriel euclidien, et p, q ∈ L(E) deux projecteurs orthogonaux. Démontrer l’équivalence
entre :

(a) Im(p) ⊂ Im(q) ;

(b) Pour tout x ∈ E, ‖p(x)‖ 6 ‖q(x)‖.

1. Cours. F et F⊥ sont supplémentaires orthogonaux lorsque F est un sevdf.

2. Soit E euclidien et B = (e1, . . . , en) une BON de E. Soit F un sev de E et C = (u1, . . . up) une BON de F.

Montrer que MatB (pF) =

p∑
k=1

Uk · U>k où Uk est le vecteur-colonne des coordonnées de uk dans B.

3. Soient F et G deux sev de E. Montrer que F et G sont supplémentaires orthogonaux si et seulement si pour
tout x dans E, ‖x‖2 = d(x, F )2 + d(x, G)2.

Page 1 sur 1


