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PSI

Mathématiques
DS 03

Samedi 9 novembre — 8h-12h

e Durée : 4 heures.
e Toute calculatrice ou appareil électronique est interdit.

e Le soin et la présentation seront pris en compte dans la notation. Mettez en valeur vos
résultats et numérotez vos pages.

e Le correcteur blanc (liquide ou en ruban) est interdit : toute utilisation entrainera une non-
correction de la question.

e Laissez de la place dans une marge a gauche pour pouvoir noter plus facilement le devoir et
pour y mettre les numéros des questions.

e Essayez de changer de copie, au moins de page, lorsque vous changez d’'exercice ou de partie.

e A tout moment, vous pouvez admettre le résultat d'une question pour pouvoir continuer : il
suffit de le préciser clairement sur la copie.

e Si vous voyez ce qui semble étre une erreur d'énoncé, indiquez-le sur la copie.

72 Bon courage! &3
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Etant donné un entier naturel n on note R, [X] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et dont le degré est
inférieur ou égal a n.

n
Si P = Zaka € R,[X], on dit que P est de degré n lorsque le coefficient a,, est non nul; ce coefficient est alors appelé

k=0
n

« coefficient dominant de P ». Dans tout le probléme on identifie le polynéme P = Z ap X" et sa fonction polynomiale associée.
k=0

Pour tout entier naturel n, on appelle ¢, la fonction définie pour z € [—1,1] par : ¢, (x) = cos(n arccos(x))

PARTIE 1.

1. Vérifier que pour tout entier naturel n, la fonction ¢, est continue sur [-1,1].

2. Pour z € [—1,1], donner une expression polynomiale de c¢y(z), c1(z), ca(x) et c3(z).

3. Représenter graphiquement dans un méme repére orthonormal les fonctions cg, c1, c2 et cs.
4. Montrer que : Vn € N*, Vo € [-1,1], ¢pt1(2) + cn—1(z) = 22 ¢p ().

5. Soit la suite de polynémes (71},),en définie par :

To=1,T, =X, et V¥n € N,Tps0 = 2XTpy1 — T
Montrer que pour tout entier naturel n, T;, est un polynéme de degré n de coefficient dominant que ’on explicitera.
6. Prouver que, pour tout entier naturel n, la famille (7,77, ..., T),) est une base de R,,[X].

7. Montrer que pour z € [-1,1] et n € N, on a T),(z) = ¢, ().

PARTIE 2.

1. Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R[X] on pose (P|Q) = /1 Mdt
7 1 V1—1¢2 '

1.1 Vérifier que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X]. On note ||.|| la norme associée.

Dans toute la suite du probléme R[X] est muni de ce produit scalaire.

1.2 Soient p et ¢ dans N, on pose I, , = / cos(p @) cos(q8)de.
0

Démontrer que, si l’on a p # ¢ alors I,, ; = 0.

Calculer I, .

1.3 Montrer que, pour tout entier naturel n, la famille (7o, 77, ..., T;,) définie dans la partie 1 est une base orthogonale
de R, [X].

Cette base est-elle orthonormale ?
1.4 Prouver que pour tout entier naturel n non nul, 7, est orthogonal & R,,_1[X].

|71

1.5 Montrer que : Vn € N*, (X"|T,,) = on—1 "
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n—1
2. Soient n € N*, ag, a1, ...,a,—1 des réels et P le polynome de R,,[X] défini par : P = X" + Z ap XF*
k=0

n
2.1 Justifier Pexistence d’une unique famille de réels (by)o<r<n telle que Pon a: P = Z b T}
k=0
2.2 Calculer b,,.

2.3 Montrer que 'on a : ||P||? > gbi

2.4 En déduire la valeur de :

Inf (/1 (t" 4+ ap_1t"" 1+ ...+ ag)? dt)
(ag,a1,...,an—1)ER™ 1 m

PARTIE 3.
2k —1
Soit n € N*. Pour tout k € {1,2,--- ,n}, on pose 0 = (27)7r et x, = cos(6).
n
1. Vérifier que x1, 29, ..., x, sont les racines du polyndéme 7;, défini dans la partie 1 .

2. Soit . = (L, ..., L,,) la famille des polynomes d’interpolation de Lagrange associés & (x1, ..., Zp),

c’est-a-dire les polynémes de R,,_1[X] qui, pour tous i et j dans [1,n], vérifient

Li(a;) = 6]

) _ lsii=j

ot §] est le symbole de Kronecker : § =
0 sinon
2.1 Z est-elle une base de R,,_1[X]?
2.2 Montrer qu'il existe des réels \q, ..., A, tels que :
VG € Ry 1[X] /1 Glt) g — f:x(;(z») avec Vje {1, ..n}, A — /1 L) g
n—1 9 . m L — i X 3 Vi g eeny N j i m

2.3 Soit R € RQ,,Lfl[X].

2.3a Justifier I'existence et 1'unicité de deux polynoémes S et U de R,,_1[X] tels que: R=S5T,, + U.

2.3b Montrer que :

'RO 4 St R
Lmdpz&}zuz)

i=1
2.4 Dans toute cette question on fixe un entier naturel & dans [1,n].

2.4a On rappelle que Vz € [—1,1], T,,(z) = ¢, (z) (voir partie 1.).
Montrer que :

T,/L(:L'k) — (_l)kJrln — (_1)k+ln

1= zi sin(6y)
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V() = G Tin) lorsque z # xy,
Tk
2.4b Soit la fonction ¢ : R — R définie par : ot

wk:(l'k) =

Veérifier que, pour tout x réel, on a : Yy (z) = Li(z).

2.4¢ Soit j € N.

Calculer lim cos(j #) — cos(j Gk).
00, cos(f) — cos(6)

™ cos(j 0) — cos(j 6
En déduire que l'intégrale u; = / cos(y 6) = cos(j bi) do existe.

Jo  cos(f) — cos(6x)
(-1t

n

Montrer que ’'on a A\, = Uy, sin(By).

2.4d Vérifier que :
VjeN, ujro—2ujpr cos(y) +u; =0

2.4e En déduire que \; = T
n

3. Démontrer que, pour tout polynéme R € Ra,_1[X], on a la relation :
1 n
t 2k —1
/ R(t) dt=" E R| cos Q
1 V1 =12 no = 2n

PARTIE 4.

On note E I'espace vectoriel des applications continues de [—1, 1] dans R. On désigne par E, |'espace
vectoriel des fonctions polynomiales de [—1, 1] dans R de degré inférieur ou égal a n ot n est un
entier naturel.
On pourra confondre les expressions : polynéme et fonction polynomiale. Ainsi les polynémes de
Tchebycheff Ty de la Partie 1 pourront étre considérés comme des éléments de E.
Si f est un élément de E, on pose |||l = s[up ]|f(x)|.

xe[—1,1

L F(t)g(t)
1 V1 —1t2

Pour f et g éléments de E, on notera (f, g) = dt. On admet qu’il s'agit d'un produit

scalaire sur E. On note ||f]| = +/(f, f).

Polyndome de meilleure approximation quadratique. Dans toute cette partie 4., f désignera un
élément de E et n un entier naturel. On pose

dQ(fv En) = inf{Hf—QH,Q S En}-

(f, Tk)
(Tl

Le but de la partie est d'exprimer || f|| en fonction des , ol (T )ken est la famille des polynémes
étudiés en partie 1.

1. Enoncer un théoréme justifiant I'existence et I'unicité d'un vecteur t,(f) dans E, tel que
| = ta(F)Il = da (F, Ep).
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n

£, Th)’
2. Exprimer t,(f) al'aide des polynémes de Tchebychev et montrer que do (f, E,) = , | [|F||2 — Z <||T ﬁé .
k=0 k

(f, Te)?
1T

3. En déduire que la série Z est convergente.

k=0

Convergence en norme quadratique
4. Vérifier que || - || €st une norme sur E.
5. Soit h un élément de E, montrer que ||A]] < v7||h]]co.-

6. On admet le résultat suivant :

Théoréme 1 (Weierstrass)}

Pour toute fonction f dans E, pour tout € > 0, il existe une fonction P polynomiale sur
[—1, 1] vérifiant [|[f — P|| < €.

Montrer, en utilisant le théoreme de Weierstrass, que : IiT IIf —t.(f)]] = 0.
n—-+00
On rappelle que ||f — t,(F)]| = inf{||f — Q|| ,Q € E,}.

+oo 2
f, T,

7. En déduire que ||f]| = Z (f, k>2 .
o Tkl

8. Application : un théoréme des moments. Que peut-on dire d'une fonction h de E telle que
1
h(t)Ta(t
~1 V1-—1t2

pour tout entier naturel n,
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