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PSI

Mathématiques
DS 03

Samedi 9 novembre – 8h-12h

• Durée : 4 heures.

• Toute calculatrice ou appareil électronique est interdit.

• Le soin et la présentation seront pris en compte dans la notation. Mettez en valeur vos
résultats et numérotez vos pages.

• Le correcteur blanc (liquide ou en ruban) est interdit : toute utilisation entraînera une non-
correction de la question.

• Laissez de la place dans une marge à gauche pour pouvoir noter plus facilement le devoir et
pour y mettre les numéros des questions.

• Essayez de changer de copie, au moins de page, lorsque vous changez d’exercice ou de partie.

• À tout moment, vous pouvez admettre le résultat d’une question pour pouvoir continuer : il
suffit de le préciser clairement sur la copie.

• Si vous voyez ce qui semble être une erreur d’énoncé, indiquez-le sur la copie.

� Bon courage ! �
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n Rn[X] R
n

P =

n∑

k=0

akXk ∈ Rn[X] P n an

P P =
n∑

k=0

akXk

n cn x ∈ [−1, 1] cn(x) = cos(n arccos(x))

n cn

x ∈ [−1, 1] c0(x) c1(x) c2(x) c3(x)

c0 c1 c2 c3

∀ n ∈ N∗, ∀ x ∈ [−1, 1] cn+1(x) + cn−1(x) = 2x cn(x)

(Tn)n∈N

T0 = 1, T1 = X, ∀n ∈ N, Tn+2 = 2XTn+1 − Tn

n Tn n

n (T0, T1, ..., Tn) Rn[X]

x ∈ [−1, 1] n ∈ N Tn(x) = cn(x)

(P, Q) R[X] (P |Q) =

∫ 1

−1

P (t) Q(t)√
1 − t2

t

R[X] ∥.∥
R[X]

p q N Ip,q =

∫ π

0

cos(p θ) cos(q θ) θ

p ̸= q Ip,q = 0

Ip,p

n (T0, T1, ..., Tn)
Rn[X]

n Tn Rn−1[X]

∀ n ∈ N∗ (Xn|Tn) =
∥Tn∥2

2n−1
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n ∈ N∗ a0, a1, . . . , an−1 P Rn[X] P = Xn +
n−1∑

k=0

ak Xk

(bk)0!k!n P =

n∑

k=0

bk Tk

bn

∥P∥2 ! π

2
b2
n

(a0,a1,...,an−1)∈Rn

(∫ 1

−1

(tn + an−1t
n−1 + ... + a0)

2

√
1 − t2

t

)

n ∈ N∗ k ∈ {1, 2, · · · , n} θk =
(2k − 1) π

2n
xk = cos(θk)

x1, x2, . . . , xn Tn

L = (L1, ..., Ln) (x1, ..., xn)

Rn−1[X] i j !1, n"

Li(xj) = δj
i

δj
i δj

i =

{
1 i = j

0

L Rn−1[X]

λ1, ..., λn

∀ G ∈ Rn−1[X],

∫ 1

−1

G(t)√
1 − t2

t =
n∑

i=1

λi G(xi) ∀ j ∈ {1, ..., n}, λj =

∫ 1

−1

Lj(t)√
1 − t2

t

R ∈ R2n−1[X]

S U Rn−1[X] R = S Tn + U

∫ 1

−1

R(t)√
1 − t2

t =
n∑

i=1

λi R(xi)

k !1, n"

∀x ∈ [−1, 1], Tn(x) = cn(x)

T ′
n(xk) =

(−1)k+1 n√
1 − x2

k

=
(−1)k+1 n

sin(θk)

Tournez la page S.V.P.
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ψk : R → R

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ψk(x) =
Tn(x)

(x − xk) T ′
n(xk)

x ̸= xk

ψk(xk) = 1

x ψk(x) = Lk(x)

j ∈ N

lim
θ→θk

cos(j θ) − cos(j θk)

cos(θ) − cos(θk)

uj =

∫ π

0

cos(j θ) − cos(j θk)

cos(θ) − cos(θk)
θ

λk =
(−1)k+1

n
un sin(θk)

∀ j ∈ N, uj+2 − 2 uj+1 cos(θk) + uj = 0

λk =
π

n

R ∈ R2n−1[X]

∫ 1

−1

R(t)√
1 − t2

t =
π

n

n∑

k=1

R

(
cos

(
(2k − 1) π

2n

))
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PARTIE 4.

On note E l’espace vectoriel des applications continues de [−1, 1] dans R. On désigne par En l’espace
vectoriel des fonctions polynomiales de [−1, 1] dans R de degré inférieur ou égal à n où n est un
entier naturel.
On pourra confondre les expressions : polynôme et fonction polynomiale. Ainsi les polynômes de
Tchebycheff Tk de la Partie 1 pourront être considérés comme des éléments de E.
Si f est un élément de E, on pose ‖f ‖∞ = sup

x∈[−1,1]
|f (x)|.

Pour f et g éléments de E, on notera 〈f , g〉 =
ˆ 1
−1

f (t)g(t)√
1− t2

dt. On admet qu’il s’agit d’un produit

scalaire sur E. On note ‖f ‖ =
√
〈f , f 〉.

Polynôme de meilleure approximation quadratique. Dans toute cette partie 4., f désignera un
élément de E et n un entier naturel. On pose

d2 (f , En) = inf {‖f −Q‖, Q ∈ En} .

Le but de la partie est d’exprimer ‖f ‖ en fonction des
〈f , Tk〉
‖Tk‖

, où (Tk)k∈N est la famille des polynômes

étudiés en partie 1.

1. Énoncer un théorème justifiant l’existence et l’unicité d’un vecteur tn(f ) dans En tel que
‖f − tn(f )‖ = d2 (f , En).
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2. Exprimer tn(f ) à l’aide des polynômes de Tchebychev et montrer que d2 (f , En) =

√√√√‖f ‖2 −
n∑

k=0

〈f , Tk〉2

‖Tk‖2
.

3. En déduire que la série
∑

k>0

〈f , Tk〉2

‖Tk‖2
est convergente.

Convergence en norme quadratique

4. Vérifier que ‖ · ‖∞ est une norme sur E.

5. Soit h un élément de E, montrer que ‖h‖ 6
√
π‖h‖∞.

6. On admet le résultat suivant :

Théorème 1 (Weierstrass)

Pour toute fonction f dans E, pour tout ε > 0, il existe une fonction P polynomiale sur
[−1, 1] vérifiant ‖f − P‖∞ 6 ε.

Montrer, en utilisant le théorème de Weierstrass, que : lim
n→+∞

‖f − tn(f )‖ = 0.
On rappelle que ‖f − tn(f )‖ = inf{‖f −Q‖ , Q ∈ En}.

7. En déduire que ‖f ‖ =

√√√√
+∞∑

k=0

〈f , Tk〉2

‖Tk‖2
.

8. Application : un théorème des moments. Que peut-on dire d’une fonction h de E telle que

pour tout entier naturel n,
ˆ 1
−1

h(t)Tn(t)√
1− t2

dt = 0?
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