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Mathématiques — DS 03 — un corrigé

Partie 1.

1. Par définition, Arccos est continue sur [—1,1], a valeurs réelles, et cos est continue sur R
donc ¢, est continue sur [—1, 1].

2. Soit x € [-1,1]. Alors
° ‘co(x) = cos(0) = 1‘

° ‘cl(x) = cos(Arccos(x)) = x‘

o (x) = cos(2Arccos(x)) = 2 cos(Arccos(x))? — 1

e Ensuite,

c3(x) = cos(3Arccos(x))
= cos(2Arccos(x) + Arccos(x))
= cos(2Arccos(x)) cos(Arccos(x)) — sin(2Arccos(x)) sin(Arccos(x))
= (2x? — 1)x — 2 cos(Arccos(x)) sin(Arccos(x)) sin(Arccos(x))
= 2x3 — x — 2x(1 — cos?(Arccos(x)))

=2x% — x — 2x(1 — x?)

= 4x® - 3x.

3. Allez, histoire de vous montrer un peu de lignes de codes, je vais les dessiner avec python :

On tape
1||import numpy as np
2 ||import matplotlib.pyplot as plt
3
4| def cO(x):
5 return 1
6
7| def cl(x):
8 return x
9
10 || def c2(x):
11 return 2xx%x2 -1
12
13 || def c3(x):
14 return 4xx%x3 — 3xXx
15
16
17 (| X = np.linspace(-1,1)
18(|Y0 = [cO0(x) for x in X]
19||Y1l = [cl(x) for x in X]
20(|Y2 = [c2(x) for x in X]
21 |Y¥Y3 = [ec3(x) for x in X]
22
23 || plt.plot(X,Y0, .  ,label="$c_0$")
24 || plt.plot(X,Y1,'-’,label="8c_1$")
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25| plt.plot(X,Y2,’-.",label="8c_2$")
26 || plt.plot(X,Y3,label="%c_3$")
27 || plt . legend ()
28
29 || plt .show ()
On obtient

0000000000000000000000000000000000

1.00 - o\oooooooooo

0.75 4

0.50 A

0.25 A

0.00 A

—0.25 A1

—0.50 1

Co

C1

2
C3

—0.75 A1

—1.00 A1

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00

4. Soit n dans N* et x € [-1, 1]. Alors

Cnt1(X) + cr—1(x) = cos((n + 1)Arccos(x)) + cos((n — 1)Arccos(x))
5 cos ((n + 1)Arccos(x) 42— (n— 1)ArccoS(X)) cos ((n + 1)Arccos(x) ; (n— 1)Arccos(x)>

= 2 cos(nArccos(x)) cos(Arccos(x))

= 2x cos(nArccos(x))

5. Démontrons par récurrence doublesurn > 1 que‘ T, est de degré n et de coefficient dominant 2"*
(on appelle cette proposition Py).
(on élimine le cas n = 0 car le coefficient dominant de Ty est 1 # 2971)
Initialisation. T; est de degré 1, de coefficient dominant 1 = 2!~ et T, est de degré 2, de
coefficient dominant 2 = 2271
Heérédité. Soit n € N*, tels que P, et P,y 1 soient vraies. Alors Tpio = 2XT,i1 — Th.
Or, T, est de degré n et T,41 est de degré n+ 1 donc 2XT,41 est de degré n+ 2. Donc
2XThi1 — Ty, est de degré n+ 2, et son coefficient dominant est le coefficient dominant de
2XTps1, Cest-a-dire 2 fois le coefficient dominant de Tyq, i.e. 2 x 27171 = pn+2=1
D'ot Ppyo, I'hérédité et le résultat.

D’ou le résultat.
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6. La famille (To, 71, ..., T,) est une famille de n+ 1 polyndmes de R,[X] a degrés échelonnés,

c'en est donc une famille libre a n+ 1 = dim(R,[X]) éléments,

7. Soit x € [-1,1]. Les suites réelles (c,(x))nen et (Tn(x))nen Vérifient la méme relation de
récurrence linéaire d'ordre 2 et ont leurs deux premiers termes qui sont égaux donc les suites
sont égales.

Partie 2.

1. 1.1 Question de cours : on fait juste attention que, pour le caractére défini, si (P|P) =0
alors P(t) = 0 pour tout t de | — 1, 1] donc P s'annule une infinité de fois, donc P est
nul.

1.2 Déja,

doé

_ /” cos((p + q)(0)) + cos((p — q)6)
0 2

= ;/Ow cos((p+ q)0)db + % /07r cos((p — q)8)de.

Distinguons alors trois cas :

e sip#qalors p+q#0 (car pet gsontdans N) et p—g#0, donc

o= % [Sin((p + q)@};r N % [Sin((p - Q)G)K

p+q p—q

us
Ip,q:/ 1ldo=m
0

esip=gqgetp#0,alors p+ g # 0 donc

e3[R [ f T

1.3 Soient p et g deux entiers naturels distincts de [0, n]. Alors

(Tp|Tq) — /11 Tp(t)Tq(t) dt

e sip=qg=0, alors

V1-—1t?
! A t A t
:/ cos(pArccos(t)) cos(gArccos( ))dt par la question 7 de la Partie 1.
-1 V1—t?

/_ cos(pp(t) cos(ap(6)¢ (1)t

oll @ :] — 1,1[=]0, 7| est une bijection € strictement décroissante. Donc, d’aprés la
formule de changement de variables,

0
(TolTq) = / cos(ph) cos(gh)dd = 0

‘ Donc T, est T, sont orthogonaux. ‘ Cependant, cette base ‘ n'est pas orthonormée | car

IT,1% = *SIP#Oetwap—O
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1.4 Soit n € N*. Par la question précédente, T, est orthogonal a Ty, ..., T,—1, donc a
‘Vect(To ..... To—1) =R,_1[X] ‘ par la question 6 de la Partie 1.

1.5 Soit n € N*. Alors T, =2"1X" + P ot P € R,_1[X]. DOnc

”TnH2 = (2n—1Xn + P‘Tn) = 2n_1(Xn|Tn) + (P‘Tn) = 2n_1(Xn|Tn)

car par la question précédente P € R,_1[X] donc P L T,. D'ou le résultat demandé.
2. 2.1 (To,..., T,) est une de R,[X] donc on dispose de (b, ..., b,) € R™? tels que

P=> bTk.
k=0

2.2 Le coefficient dominant de P est 1. Le coefficient dominant de Z b Tk est b, x 271,

k=0
. . . 1
Donc, par égalité des coefficients, 1 = 2=1p . c'est-a-dire que | b, = =
2.3 Comme (To, ..., T,) est orthonormée, on en déduit que
2
2
1P" =

n
> biTi
k=0

n
Ak
k=0

™
> 07 | Tall” = 5 bn.

2.4 Si la question était posée comme ¢a, on aurait cherché a faire une projection. Mais, vu
la teneur de I'énoncé, on va utiliser les questions précédentes. On cherche a déterminer

inf

(20,...,an-1)ERN X”+an_1anl +'“+31X+ao||2
0y--ey n—1

Par la question précédente, on sait que V(ao, . . ., an-1) €R",

X7 + a0 X" b a X+t > 5 =

. . . 1 s
Ensuite, on sait que si P = —2n_1Tn, alors ||P|* = Yon3 ITall = a1 Donc
. 1 2 W
o Tﬂfl)ew X"+ a4 X"+ X+ aOH = S2n-1°

Partie 3.
1. L3, il y a une interprétation a faire : sont LES racines. Cela signifie qu’il faut montrer que
Ta(xx) = 0 pour tout k et que I'on obtient toutes les racines de T, de la sorte.
Déja, si k € [1, n], alors
Ti(xk) = Tp(cos(6k))
= cos(nby) car T, et ¢, coincident sur [—1,1]
= cos((2k — 1)w/2) = 0.
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Donc T,(xx) = 0.

Ensuite, on remarque que pour k € [1,n], 6, € [0, 7]. La fonction cos étant injective sur
[0, 7], on en déduit que xq, ..., X, sont deux a deux distincts.

Le polyndme T, est de degré n, s'annule en les n points distincts xq, ..., X,, donc xq, ..., Xn
sont exactement les racines de T,.

2. 2.1 Par le cours, la famille .Z est bien une base de R,_1[X].
L'énoncé de la question est ambigii, on s'attendait, je pense, a ce qu'on démontre la
liberté.

2.2 Soit G € R,_1[X]. Par le théoréeme d’interpolation de Lagrange, on sait que

= iG(X,‘)L, X
i=1

Ainsi,

tG() L(t)
[ 2= [ e 7%
(1)
:;G(X,')/l %I- t2 t
ZXH:A/G(X,'),
i=1

ol, pour tout /, A /1 Li(t)
U, pour tout i, A\; = :
! _1V1—1t2

23

2.3.a Par le théoréme de la division euclidienne dans R[X], il existe un unique couple (S, U)
vérifiant R = ST, + U et deg(U) < deg(T,) = n. De plus, deg(R) < 2n — 1 donc
deg(ST,) < 2n—1, c'est-a-dire, comme deg(T,) = n, deg(S) < n—1.

2.3.b On écrit que

VUOR() [T S(H)TA(1) bou(t)
/_H/ﬁdt_ 7pdt+/ mdt

= (5|T,) +Z>\Ux, car deg(U) < n-—1
i=1

n
= Z)\,‘U(X,‘) car T, est orthogonal & R, _1[X]

Mais

D ONROG) =D NSO)Ta(x) + > XU(x)

= ZA,U(X,) car les x; sont racines de T,
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Donc

2.4

/

bOR(t)
1V1—¢2

n
dt = NR(x)
=1

2.4.a Pour tout x dans [—1, 1], T,(x) = cx(x), donc

To(x) = c5(x)

—n

= ——— X (—sin(nArccos(x))

Vv1—x2

nsin(nArccos(x))

V1—x?

En particulier, pour x = x, = cos(6x), on obtient

Tolxx) =

nsin(nArccos(cos(6x)))

V1-x2

in(né
:wcargke[o,ﬂ
1—x7

=|————|car Ok € [0, 7]

n
2.4.b Ecrivons T,(x) = 2"} H(x - X).
=1

e Déja,

i) =2""13" J] (x=x)

J=11<i<n
I#]

En particulier, en évaluant en xg, tous les termes de la somme vont disparaitre,

sauf pour j = k, d'ou

Thx) =2 J] o —x)
1<ign
i#k
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e Ensuite,

Ta(x) _ 2"t H/n:l(x_xk) —on-1 H (x — x)

(x—xc) (x — xk) 1<i<n
i#k
On en déduit que, pour x # xx,
2nt Hl_srfn(x - X)
’lPL(X) = on—1 Hl_é:%n(xk — X/') = Lk(X)v
1

par définition des polynémes interpolateurs de Lagrange. L'égalité est aussi vraie en
X = Xk, d'ou le résultat.

2.4.c On remarque que

cos(jf) — cos(j6x)  —2sin (j &%)
cos() —cos(6k)  —2sin () si

sin (j&52) j
9+9k) 6—06
3

.sin(j@k)
66~ sin(Bx)

~

6-6¢ sin (

(on remarque que 6, €]0, [ donc le dénominateur ne s'annule pas)
cos(j0) — cos(jbk)
cos(0) — cos(6k)

et ‘ prolongeable par continuité en 6y. ‘

On en déduit que la fonction f : 0 +—

est continue sur [0, 7]\ {0}

s
Donc/ f existe.
0

On calcule alors
LooLg(t
A = / Lelt) g
1V1—1t2
boa(t)
_1V1—1t2
Arccos(0)
—/ i (cos(Arccos(t))Arccos'(t)dt
A

rccos ()

dt

= /O7r Wi (cos(0))do,

par changement de variables & = Arccos(t), Arccos étant une bijection € stricte-
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ment décroissante de [—1, 1] sur [0, 7]. Donc

(M1 Tn(cos(6))
M= /o T/(xx) cos(8) — cos(6k)

("1 cos(né)
- /o T} (xk) cos(8) — cos(6x)
B /7r 1 cos(nf) — cos(nby 40
o Th(x) cos(8) — cos(6k)
1

T "

-1 k+1 0 .
= WUH. par la question 2.4.a

Le résultat est ainsi prouvé.
2.4.d Soit j dans N. Alors

Ujto + Uj
[T cos((J +2)8) + cos(jO) — (cos((J + 2)8k) + cos(j6k)) 40
B /o cos(0) — cos(6x)

x 2Cos (W) cos (W) 5 cos (0+2)gk+jek> cos ((j+2)gk—jek)
B /o cos(6) — cos(6x)
B T cos((j + 1)8) cos(8) — cos((j + 1)0x) cos(6k)
N 2/0 cos(8) — cos(6x) a0

/7’ cos((j + 1)8) cos(8) — cos((j + 1)) cos(8x) + cos((j + 1)8) cos(6x) — cos((j + 1)6k) cos(6x)

=2 do

0 cos(6) — cos(6k)

do

s
= 2/ cos((j + 1)8)dO + 2 cos(6k) uj+1
0

| = 2cos(6i)u41 |

Dol ujyo + uj = 2cos(Bk) uji1, ‘d'oU la relation de récurrence.

2.4.e On a alors affaire a une suite récurrente linéaire d'ordre 2, d'équation caractéristique
r> —2cos(Ox)r+r=0,

de discriminant 4 cos?(6y) — 4 = —4sin?(8x) : I'équation posséde donc deux racines
complexes conjuguées

r = cos(fx) + isin(x) = €% et r; = e %,

On dispose donc de A, B réels tels que pour tout j dans N, u; = Acos(jbx) +

Bsin(j@k).
Or, ug =0donc A=0et uy =7 donc B = WWQ) On en déduit que pour tout j
K
dans N,
T .
U= Snen) sin(J0x)
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On en déduit donc que

(=1)***sin(6x)
n sin(6x)
(—1)k* L7 sin(nby)

n

Ak = sin(n6y)

U
n

D’ou le résultat désiré.
2.5 Si R € Rp,_1[X], alors par la question 2.3.b,

PR NSy s
/1mdt—;>\,R(X,)

. . ™ -
Mais par la question 2.4.e, \x = o ’ce qui permet de conclure. ‘

Vous imaginez bien que cette question est sur trés peu de points...

Partie 4.

1. Le sous-espace vectoriel E, est un sous-espace de dimension finie d'un espace préhilbertien
réel. La distance a un tel sous-espace est atteinte, en t,(f) le ‘ projeté orthogonal ‘ de f sur
E,.

2. On a vu en partie 2 que la famille (Tx)xen est orthogonale (pas orthonormée). De plus, on a

dit que (Tq, ..., T,) était une base de E,. Ainsi, 1 ) est une base orthonormée

0 _n_
IToll™ ITnll

", Th) Tk
t,(f) = )
(=2 Rl T

o 2 (T’
On en déduit que [|t,(H)]* = Z e De plus

d2(fx En)2 = Hf - tn(f)H2 .

Mais
IF11Z = I = ta(F) + ta(OIZ = I — ta(O)I* + It ())]7,
d'ou
(f, Ti)?
do(f, En) = \/IFIP = lta (A7 = 117 Z
Tl
F T
3. Soit n dans N. Par la question précédente, on sait que Z i ﬁ> < |IfI?. La série de
AT T — , —
terme général i ”2 est une serle‘a termes positifs ‘ de’sommes partielles majorées ‘ donc
K

cette série est convergente. ‘
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=
°

Déja, |||l est a valeurs dans R,
(homogénéité) Soit f dans E et A dans R. Alors

Ml = sup [AF(£)] = [A] sup [f(t)] = [A]Ifll
te[-1,1] te[—1,1]

(séparation) Soit f dans E tel que ||f|l,, = 0. Alors sup |f(t)] = 0 donc Vt €
te[—1,1]

[-1,1], f(t)=0,ie f=0g.
(inégalité triangulaire) Soit (f, g) € E?, soit t € [—1,1]. Alors

() + 9O < [F(O)] +19(D)] < IFllo + 19lloq

Donc, comme ||f]| .+ /9|l est un majorant de {|f(t)+g(t)|,t € [-1, 1]}, on en déduit
que

I+ 9lle < Il + l19llee

Donc ||-||, est bien une norme.

5. On calcule

||hH2 ' M

1 V1 —1t2
LolnlE

1V1—t2

1
1
<k 2/
|| ||OO 71@
< |IAlI% [Arcsin()]:,

< 1Al x

Le résultat est donc démontré en passant a la racine carré.
6. Revenons a la définition de la limite. Soit € > 0. Soit, par le théoréme de Weierstrass, une
fonction polynomiale p vérifiant ||[f — p|l,, < —=. Ainsi, | [|[f — p|| < &| Notons d = deg(p).

NG

Alors, pour tout n > d, comme p € E,,

I = ta(O <N = pll <IIf=pll <€

donc:|Ve >0, 3d €N, Vn>d, ||[f —t,(F)| <e ‘ Ceci signifie exactement que ||f — t,(f)|| —

n—+oo
0.

7. On en déduit que

n 2
2 {f. T)
71l _Z HT||2 n~>+ooO
k=0 II1k

c'est-a-dire que

X, TR)?
Z = |If|?
= ||Tlf?

8. On en déduit immédiatement que ||f|| = O et donc que f = 0.
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