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TD 07
Suites et séries de fonctions

1 Suites de fonctions

Exercice 1. CCINP 24. Pour n € N*, soit f, : x — sin (nxe_”X2).

1. Montrer que cette suite de fonctions converge simplement sur [—1, 1].

4‘ Correction

Soit x dans [—1, 1]. Alors

esix=0, f,(x)=0 — 0,
n—+oo

o si x #0, nx? —+> 400 donc, par croissances comparées,
n——+o0

1
Z(nx?)e™™ — 0,
X n——+o00

donc, par continuité de sin, f,(x) — 0.
n—+oo

Ainsi, (f,)nen converge simplement vers la fonction nulle.

2. Montrer que, pour tout a €]0, 1], la convergence est uniforme sur [a, 1].

Correction

Soit a €]0, 1[. Alors pour tout x dans [a, 1],

o)

_ 2
nxe~ "™

|2 ()

—na?

NN

ne

Ce dernier majorant est indépendant de x, donc

[8,1]< —na?
15187 < e o,

donc (f,)nen converge uniformément vers 0.

3. La convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ?

Correction

1
Posons x, = —. Alors
n

1

fa(x,) =1xe"n,

donc, pour tout n dans N, Hf,,||£2)'1] > e n — 1.
n—+oo

Ainsi (anHL%l]),,eN ne tend pas vers O : la convergence n'est pas uniforme sur [0, 1].

nx? .
six>0

,— Si x < 0.
1+ nx l—i—nXQSlx

Exercice 2. CCINP 24. Pour n € N on pose f,(x) =
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1. Montrer que (f,) converge uniformément sur R vers une fonction que I'on précisera.

Correction

Soit x € R.
2
nx
ix20, fa(x) = —
e six >0, fi(x) T i e
3
OSiX<O,fn(X)=L — X.

1+ nx2 n—+oo
Donc (f,)nen converge uniformément vers la fonction f : x — x. Vérifions que la conver-
gence est uniforme. Soit x € R. Alors

e six >0,
2 2 2
nx nx< —x — nx X 1 x 1
fa(x) — x| = —X| = = = — < -
[fa(x) = X ‘1+nx ’ 1+ nx 1+ nx nx+%\n
e six <0,
1£.00) | nx3 nx3 —x2 — nx3 x? 1 x? <1
X)—X| = |—— — = ] _
" 1+ nx2 1+ nx2 1+nx®2 nx2+1 =
L 1 .
On en déduit que ||f, — f|l., < = — 0. La convergence est donc uniforme.
n n—+oo

2. Démontrer que f, est dérivable sur R et étudier la convergence de (f).

Déja, f, est dérivable sur R’ et R* . Mais
e Vx >0,

2nx(1+ nx) — nx°n
@+ nx)2

2nx + 2n°x? — n’x?
(1+ nx)?

2nx + n?x?

= @

fa(x) =

o Vx <O,

3nx2(1 + nx?) — nx32nx
1+ nx2)2

_ 3nx? 4+ nPx*

(1 +nx?)2

— 0.
x—0~

fi(x) =

Donc f, est continue sur R, dérivable sur R\ {0}, et 7, (x) " 0 donc, par le théoreme
X—

du prolongement du caractére €%, f, est €* sur R et f,(0) = 0.
On étudie ensuite la convergence de () pen-
Soit x € R.

e six >0,
2nx 4+ n?x>2 n?x>2

i = —-—— ~J —_—
fo(x) = (14 nx)2 notoo n2x2
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e si x <0,
3nx? + nx* mx*

p— ~J P—
(14 nx2)2 no+oo n2x4

fo(x)
Donc (f,)nen converge simplement vers la fonction

R—R

g: 1six#0
X = ,
Osix=0

La fonction limite n'étant pas continue, la convergence ne peut pas étre uniforme.

Exercice 3. CCINP 24. On considére une suite de fonctions définies sur [0, 1] par : up(x) = 1 et
X

Ups1(x) =1 +/ un (t — t2) dt.
0

1. Montrer que, pour tout n € N, u, est de classe €* sur [0, 1].

4‘ Correction

Démontrons le résultat par récurrence sur n.

Initialisation. uy est la fonction constante égale a 1 donc est € sur [0, 1].

Hérédité. Soit n dans N. On suppose que uj, est de classe € sur [0, 1]. Par composition,

t > uy(t — t3) est de classe € sur [0,1] donc, en tant que primitive d'une fonction
X

EF, x—1 +/ up(t — t3)dt = upy1 est de classe € sur [0, 1].

0 ) o ,
L hérédité est donc démontrée, le résultat aussi par le principe de récurrence.

Xn+1

2. Montrer que : Vn € N,Vx € [0, 1], 0 < tpq1(x) — tp(x) < N

Démontrons par récurrence sur n la proposition suivante

Xn+l

Vx €[0,1],0 < tpr1(x) — up(x) < CESE

Initialisation. Soit x € [0, 1]. Alors
X
u(x) = 1+/ ldt=1+x.
0

Ainsi, comme p4+1(x) — up(x) = x, on a bien
X1
0 < Upt1(x) — up(x) < TR

Hérédité. Soit n € N tel que la proposition est vraie. Soit x € [0, 1]. Alors

{69 = (60 = /0 C s (t— 1) — un(t — )t

Or, par hypothése de récurrence, pour tout t dans [0, 1],
(t . t3)n+1 t—fH—l
(n+1)!  (n+1)

trH—l
(n+1)!

0< Uppa(t—£3) —up(t —£3) < (1— )l g
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Donc, en intégrant les inégalités,
X tn+1 Xn+2

o (DI (n+2)

0 < Upya(x) — tpg1(x) <

D’ou I'hérédité et le résultat !

3. En déduire que la série E Uni1 — Up converge normalement sur [0, 1].

4‘ Correction

Soit n € N, x € [0, 1]. Alors

|X"+1‘ < 1
(n+ 1) = (n4+ 1)1

|Unt1(X) = un(X)] <

indépendant de x. Donc ||uy1 — u,,||([>%'1] < T

gente. Donc la série E Uny1 — U, converge normalement sur [0, 1].

terme général d'une série conver-

4. Etablir la convergence de (u,) vers une fonction f de classe € sur [0, 1], non nulle et vérifiant :
f'(x) = (x—x%).

Correction

On sait que la série de fonctions E Un+1 — Up converge normalement donc uniformément

n

sur [0, 1], ce qui signifie que la suite (E Uk41 — uk> converge uniformément sur
neN

k=0

[0,1], i.e. que (U, — 1)pen converge uniformément sur [0, 1], ou encore que (Uy)nen
+o0

converge uniformément vers f =1 + Z Ukt1 — Ug.
k=0

De plus, pour tout n dans N, upy1 — u, est de classe € et pour n > 1, x € [0, 1],
(Uns1 — Up) (x) = tp(x = x3) — Up_1(x — x3).
(de plus, (u; — ug)’ = ug). On en déduit facilement que
11 = ) 157 < et = w2 IR

Comme Z lup — u,,,1||[£)’1] converge, on en déduit que Z [(tnsr1 — u,,)’HL%l] converge,
n>1
donc Z(un+1—un)’ converge normalement donc uniformément sur [0, 1], donc Z Upi1—
n=0

u, est de classe €* sur [0,1]. Il en est donc de méme pour f.

De plus, pour tout x dans [0, 1], t},,1(x) = us(x — x3).

Déja, u),1(x) — f'(x). Ensuite, par convergence uniforme, u,(x — x*) — f(x —
n—+oo n—-+o0

x3). On en déduit donc que f/(x) = f(x — x°).

Exercice 4. Mines-Telecom 24. 1. Soit (g,) une suite de fonctions a valeurs dans R telle que
Vn € Ng, est bornée et (g,) converge uniformément vers une fonction g. Montrer que g est
bornée.
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4‘ Correction

La définition de la convergence uniforme assure que ||g, — 9|, —> 0; en particulier,
n—-+oo

elle présuppose que pour tout n dans N, g, — g est bornée.
On en déduit, en particulier, que go — g est bornée, donc que g = go — (go — g) est
bornée.

. 1
nx?  silx| < =

2. On considere f, définie sur R par : f,(x) = q 1 ! Montrer que (f,) converge
- si |x| > =
X n

simplement vers une fonction f. (f,) converge-t-elle uniformément ?

Correction

. 1 1 1
Soit x € R\ {0}. Alors pour n > {XJ assez grand, x > - donc, pour n > L{J

1 1
fn(X) = ; n~>_+>oo ;
Ensuite, f,(0) =0 — 0. Ainsi,
n—-+o00
1
—six#0
Vx €R, f(x) — < x
n—-+o00 .
0six=0.

Cette limite n’est ni continue, ni bornée donc la convergence ne peut pas étre uniforme.

Exercice 5. Mines-Ponts 23. On définit la suite de fonctions (p,) par po : x € [0,1] +— O et
1
WX € 0,100 € N, prsa(x) = pal(X) + 5 (x - (pn(x))2>
1. Montrer que Vx € [0,1],¥n € N, pa(x) < pary1(x) < Vx.

A CORRIGER, J'Al PRIS py(x) = x. On fixe x dans [0, 1], et on démontre ce résultat
par récurrence sur n.
Initialisation. po(x) = x et

P1(x) = polx) + 5 0x = o)) = x + 5 (x — %)

Comme x € [0,1], x — x? > 0 donc po(x) < p1(x). Ensuite, on a I'équivalence
1
p1(x) < \/>?<:>x+§(x—x2) < VX
& Z(x—x*) < Vx—x

(Vx = x)(Vx+x) < Vx—x

=

NI~ N+~

1 . o
& 5(\/7(4-)() < 1 on a supposé x # 0 ou 1 sinon tout est trivial

ce qui est clairement vrai car x € [0, 1]. D'ou l'initialisation.
Hérédité. Soit n € N tel que p,(x) < pry1(x) < v/x. Alors

pra() = Pria() + 5 (x = (Brsr(0)?) = Posa (),
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car, par hypothése, p,.1(x) < v/x. Ensuite, on a les équivalences

Pra(3) S VX pria (0 + 5 (x = (Brrn(0)?) < V&

& % (x — (pn+1(><))2) < VX — ppy1(x)

o VX + ppy1(x)

<1
2

le résultat est vrai, d'ou I'hérédité et le résultat.

en ayant supposé p,.1(x) < v/x, sinon tout est évident. Mais p,.1(x) < v/x < 1 donc

2. En déduire la convergence simple de la suite (p,) et trouver sa limite.

Correction

vers £(x) € [0,1]. Or, comme pur1(x) = pa(x) + % (X - (pn(x))Q),

2(x) = £(x) + %(X —2(x)?), donc £(x)? = x, donc £(x) = V/x,

car £(x) > 0. Donc (pp)nen converge simplement vers x — v/x.

Soit x € [0, 1]. La suite (p,(x))nen est croissante, majoré par v/x ; elle converge donc

3. Montrer que la suite converge uniformément sur [0, 1].

n
Indication. On montrera que pour tout n dans N, 0 < v/x — pp(x) < v/x (1 — ) )

Soit n € N. Alors
Prt1(X) — VX = pa(x) — Vx + % (X - (pn(X))Q)
— pn(x) = VX (1 - (R pn(x») ,

donc

() = VA1 € (1= 3/ + a0 ) 1) — VA

1
Mais p,(x) = 0 (récurrence immédiate) donc (1 — 5(\/>?+ pn(x))> <1-

) a) = VR

) = vA < (1- 5

donc, par récurrence immédiate,

on(x) = v < (1= 2) a0 - v = w7 (1- )

JX

n
[l nous reste & démontrer que si u, : x \/;((1 — 2) , alors (up)nen converge

R

TX donc
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uniformément vers 0. Soit n € N. On dérive,

)= % (1_\2})n+\/>?x %n <1— \é)?)nl

(D)

La dérivée de u, s'annule en x =

4 - o .
m. U, est positive avant, négative ensuite. Donc

un (qui est positive) atteint son maximum en ———— : ce maximum vaut

(n+1)2

2 1 n 2e
1—-— ~ — 0
n+1 n+1 n—+oo N+ 1 n—s+oco
Ainsi,
1pa(x) = Vx| < [|uall 2V,

indépendante de x et tendant vers O en +oo. Ainsi, (p,) converge uniformément vers

X = VX,

Exercice 6. CVS + Lipschitzienne = CVU. Soit (f,),c, une suite de fonctions K-lipschitziennes sur
[0, 1] a valeurs dans K convergeant simplement vers une fonction f sur [0, 1].

1. Montrer que f est K-lipschitzienne sur [0, 1].

4‘ Correction

Soient x et y dans [0, 1]. Alors pour tout n dans N, |f,(x) — f,(y)| < K|x — y|. En
faisant tendre n vers 400 et par passage a la limite dans les inégalités larges, on obtient
[F(x) = FW)I < Klx = yl.

2. (*) Montrer que la suite (f,),c y converge uniformément vers f sur [0, 1].

. - . K
C'est plus délicat (et a la limite du programme de PSI). Soit € > 0. On prend p > .

. i
et on pose X, . .., Xp les p+ 1 réels de [0, 1] définis par x; = P (on a découpé [0,1] en

petits intervalles de taille < ¢).
On sait que pour tout 7, f,(x;) —+> f(x;). On dispose donc de N; tel que pour n = N;,
n——+o0o

|fa(xi) — F(x)[ <.

Posons N = max(No, . .., Np). Alors pour n > N, |f,(xi) — f(x;)| < €. Soit maintenant x
. . o €
quelconque dans [0, 1]. Alors on dispose de / tel que x € [x;, x;11]. Ainsi, |x — x;| < re

On a donc

112 (x) = FOO)] = [Fa(x) = fa(xi) + fa(xi) — F(xi) + F(xi) = F(x)]
£2(X) = (i) + [£a(xi) — FO)[ 4 [F(x5) = F(X)]

N

< Klx = x| + [fa(xi) — F(xi)| + Klx; — x|
< Klx = xi| + [fa(xi) — F(xi)| + K|xi — x|
< 3e,
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Donc on a montré que : Ve >0, AN €N, Vn>= N, Vx € [0,1], |fa(x) — f(x)| < 3¢, ce
qui est exactement la convergence uniforme de (f,)pen vers f.
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2 Seéries de fonctions

Exercice 7. CCINP 24. Soit S(x) = ) |

n>2

In(x)
x"n(n)

In(x)
x"In(n)’

. On note u, : x —

1. Déterminer le domaine D de convergence cette série de fonctions.

Correction

Soit x > 0.

n(x)

e si x < 1, alors

grossiérement.

In(x)

ix>1 0<
®si x T In(n)

Zn =2 In(x)

~ “x7In(n)
In

e si x =1, alors

()

x"In(n)

—
x"In(n) n—+oo

~

In(x)
x"n(n)

—o0, donc la série de terme général diverge

—, a partir d'un certain rang, terme général d'une
5%

série géométrique convergente. Donc par comparaison de séries a termes positifs,

converge.

= 0, terme général d’'une série convergente.

On en déduit que le domaine de convergence de la série de fonctions S est [1, +o0].

2. Y a-t-il convergence normale sur D ?
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4‘ Correction

Commentaire. A vue de nez, on se dit qu'il ne va pas y avoir de convergence normale.
Pourquoi ? Parce que quand x se rapproche de 1, le dénominateur ressemble a In(n) et

Z m diverge. Alors, oui, In(x) — 0 mais on peut se dire qu'il va difficilement y avoir
une bonne compensation.

In(x)
X in(n)” Alors

1 In(1+%) 1
(1+ ) (1+1 ) n(n) oo e.nin(n)’

diverge. Soit n > 2. Alors pour

Notons u,(x) =

Or, on redémontre que la série de terme général
1 1

< d'ou

tin(t) = nin(n)

1
nin(n)

t dans [n, n+1],

donc, pour N > 2

N+1 dt N 1
/ <>
5 tin(t) —~ nin(n)
i.e.
N
In(In(N + 1)) — In(In(2
o !
N
d’ou, par minoration, — Ainsi, comme ||u [Ltoo ———iln’
P Z nin(n) N—+oo oo lunlls™ > e.nin(n) Y

=2
a pas convergence normale de la série. Il n'y a donc pas de convergence normale.

“+o00
1
3. Montrer que : ¥x € D, Vn € N, k;wl uk(x)| < Sn(n+1)
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4‘ Correction

Soit x > 1, n € N*. Alors

+o00 —+o00 |In(x)|
2 ) kzﬂxﬂnw

N
5
&
M
j
5
3

In(x) 1
In(n+ 1) xk
< 1 In( ) 1
In(n+1) xm+11-1
< 1 1 In(x)
In(n+1)x"x—1
<1
Sin(n+1)

Le résultat est ainsi démontré.

4. Montrer que S est continue sur D. Est-elle intégrable ?

Correction

La question précédente assure que la série de fonctions Zuk converge uniformément
sur R, car son reste converge uniformément vers 0. Chaque u, étant continue, S est
continue sur D.

La fonction S est continue sur Ry. Cherchons un équivalent en +o0o. On remarque que

500 = ey + 3 50

2 k
n(2)x =X In(k)

Or, le méme raisonnement que précédemment montre que

400

Z () < In(ni 1)xn
k=n+1
Donc
Z 1 o |n( )
Xk In(k) |n(3)><3 x—rtoo In(2)x2 ) '
In(x) 1 .
donc S(x) ot N2)E xioc o) <x3/2> intégrable en +o0.
. . <X Arctan(nx) - .
Exercice 8. Mines-Telecom 24. Soit f(x) = Z — Montrer que f est définie et de conti-
n=1
nue sur R. Etudier sa dérivabilité sur R.
N N
o _ . , 1 1
Pour la dérivabilité en 0, on pourra essayer de minorer, au voisinage de 0, Z un(x) par 5 Z Pt
n=1 n=1
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_‘ Correction

Notons, pour tout n dans N*, u,

- Arctan(nx)

> . Soit x € R. Alors
n

Arctan(nx) <
~X 2,72 1

n2

donc u, est bornée sur R et ||u,,|| terme général d'une série convergente. Donc la

2 2n2’
série de fonctions Z u, converge normalement, donc f est définie sur R. Comme chaque u,
est continue, f est continue.

Ensuite, pour tout n dans N, u, est €* et pour tout x dans R,

n 1
(14 nmx2)n2  n(1+ n2x2)’

up(x) =

Probléme, on n'a pas de convergence normale! Soit (a, b) tels que 0 < a < b. Soit x € [a, b]

Alors
1 1

<
n(l + n2a2) ~ a2p3’

|up(x)] <

. b 1 - , . :
indépendant de x. Donc ||uf7\|gf3 l < —, terme général d'une série de Riemann convergente,
an

donc E U, converge normalement sur [a, b], ce qui assure le caractére €* de f sur [a, b].

f est donc € sur tout segment de R* , donc sur R* . Par imparité, f est aussi ¢ sur R*.
Reste a voir le probléme en 0. On étudie

f(x) —f(0) _ f Arctan(nx)

x—0 n%x
n=1

) ) N 1
On remarque que Arctan(nx) ~ nx donc on a envie de dire que 'on se raméne a E —, pas
X—> n
n>1

Arctan(nx .
trés convergente... |l faut donc minorer # par quelque chose d'indépendant de x.
. Arctan(t 1
Soit N € N. Comme Arctan(t) P 1> 5 il existe € > 0 tel que pour tout t € [—¢, €],
—
Arctan(t €
f() . Alors, pour tout x dans [ — }

i Arctan(nx) S 1 zN: 1
mx T 24~

n=1 n=1

f 1 1
On va donc démontrer que & — 4o00. Soit M > 0. Soit N tel que 72 — > M. Alors
X x—0 2~k

our tout x dans [—i i}
p N N

Acta
/Z I n ﬂX >M,

f(x)

ce qui signifie que —~ —>0 400, donc que f n'est pas dérivable en 0.
X—

Page 12 sur



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Suites et séries de fonctions nlaillet.math@gmail.com

—+o0
Exercice 9. Mines-Télécom 24. 1. Justifier la convergence de f(x) = Zm pour tout

x > 0.
4‘ Correction
1 )
Notons, pour tout x > 0, u,(x) = ———. Soit x > 0. Alors
n—+ n<x
1 1

n 4+ n2x n—+oo N2x

terme général d'une série de Riemann convergente. Donc la série de terme général u,(x)
converge.

2. Montrer que f est de classe € sur ]0, +ool.

Correction
n2

Déja, pour tout n dans N, u, est de classe € sur ]0, +oof et v/ ,(x) = ——————. On
d p n ] OO[ n( ) (/7+I72X)2

remarque immédiatement que ||u;,||]ooo’+°°[ =1, donc on n'a pas de convergence normale.
Soit [a, b] C]0, +oo[. Alors pour tout x dans [a, b],

“im

) 1 - L
donc uj, est bornée sur [a, b] et [lu,llo” < —. terme général d’'une série convergente.
an

Donc Z:uf7 converge normalement sur [a, b] donc, par théoreme de régularité, Z Un
est €1 sur [a, b].
Donc Z u, est €* sur tout segment de ]0, +oo[ donc Z u, est €* sur ]0, +ool.

OO
1 K ) )
3. Montrer qu’il existe K > 0 tel que : ¥x > 0, |f(x) — — Z — | < —. En déduire un équivalent
n X
“+oo 1 " 7'('2
de f and x tend vers , en admettant — = —.
(x) quand x vers +0o ; e e
Soit x > 0. Alors
+o0 +oo
1 1 1 1
f(x)— = —| = _—
(*) xzn2 Zn+n2x xn2|
n=1 n=1

=Y s

B “— (n+ n>x)xn?
+o0 I

<D s
n=1

+o00

<=y LX)

Y0 B e
n=1
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+o0 1
en notant K = Zﬁ
n=1

On en déduit que

172 1 2
) e wE Y (X2> oo| B

4. (* Question + difficile, rajoutée par mes soins)
dt

A +00

1 .
(a) Calculer, pour A > 1, / ———dt et déterminer la valeur de/ —_—
1 t(1+tX) 1 t(1+tX)

Correction

On remarque que

donc

A A
1 1
/7dt:/ S S
L (14 tx) Lt 1+4tx

= In(A) — [In(1 + tx)]7
=In(A) — In(1 4+ Ax) + In(1 + x)

—In <i\+x) +In(1+ x)

On en déduit que

/+00dt— lim /Aldt—ln(1+x)—ln(x)
1 t(l+tx) At )y t(14tx) '

(b) En justifiant fixé /n+1 a1 / 9t etermi
n Justitian ue, pour X Tixe, ——F——, determiner un
. aue. p a2 T on4nmPx [, t+t2x

équivalent de f(x) quand x tend vers 0.

. . 1 P
Soit x > 0 et n > 2. La fonction t N est décroissante sur R*. donc pour
1

<
t+ t2x  n+ nPx

n+1 dt 1
< :
/,1 t+t2x  n+ n2x

On obtient I'autre inégalité de la méme maniére I'autre inégalité, en travaillant sur

[n—1,n]. Ainsi
mtlo gt Lt
n 2 n+nx o J,op t+t2x

En sommant, pour n allant de 2 a +oo (ce qui est licite car la série du milieu est
convergente et les deux intégrales de gauche et de droite aussi),

too dt 1 oot
— < f(x)— < —— = In(1 .
/2 e <)~ T /1 s =~ () +In(1+ )

tout t dans [n, n+ 1], . Ainsi, en intégrant,
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Etudions chaque membre de I'inégalité :
e déja, —In(x) +In(1 +x) ~ —In(x),
x—0

T x ;}> 1 donc “Tox <o o(—In(x)),

e enfin, en adaptant le calcul de la question précédente,

e ensuite, —

e _dt =—| In(2 In(1+42 |
/2 m——n(x)—n()—i—n( +X)X:O—n(x).

Par théoreme d’'encadrement, on en déduit que f(x) ~ In(x).
X—

+o0 (71)n+1
Exercice 10. Mines-Ponts 24. 1. Montrer que S(x) = Z —

converge simplement pour
n+x

n=1

tout x > 0.

Correction

. _ 1 N .
Soit x > 0. Alors la suite () est positive, décroissante et tend vers 0 donc,

neN
+oo (_1)n+1
d'aprés le critére des séries alternées, E ———— converge. Donc la série de fonction
X

n=1
S converge simplement en tout point de ]0, +ool.

2. Montrer qu'il y a convergence uniforme sur |0, +o0o[. Qu'en déduit-on quand x tend vers
+007?

4‘ Correction

Pour montrer la convergence d'une série alternée, on majore le reste. On sait, le critére
des séries alternées, que

1 1
R < < :
R0l < T S 7
. 1
indépendant de x, donc R, est bornée et HRHHL%'*OO[ < —— — 0, d'ou la conver-

n+1 n=+c
gence uniforme.

3. Montrer qu'il y a en fait convergence uniforme sur tout segment ne contenant pas d'entier
négatif ou nul.

Soit [a, b] un segment ne contenant pas d'entier négatif ou nul. Dé&ja, si [a, b] C R, le
résultat a été démontré.
Ensuite, si [a, b] C]—o00, 0[, alors on note k € Z_, k = —p, vérifiant [a, b] C]k, k+1[. On

. 1 L L
remarque alors que la suite | —— est positive, décroissante et tend vers 0 donc,
n
n=p

+oo (_1)n+1
par le critére des séries alternées, E ———— converge simplement. Donc S converge

n—+x
n=p

simplement.
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Ensuite, a partir du rang p, on a |'estimation du reste

1 1
R < < :
RIS Seeene S D
. 1
indépendant de x € [a, b], donc R, est bornée et ||R,,||L‘Z’b1 < —— — 0, doula

) n+1 no+too
convergence uniforme.

4. Montrer que S est dérivable en tout point de convergence.

4‘ Correction

-1 n+1
On note up(x) = % u, est dérivable en tout point de R\ Z_ et pour x dans
R\Z_,
, _ (_1)n+2
0= e

Ensuite, exactement le méme raisonnement que précédemment montre que E u,

converge uniformément sur ]0, +oo[ et sur tout segment ne contenant pas d'entier négatif
ou nul, donc S est dérivable en tout point de R\ Z_.

eik9

2m
Exercice 11. Un peu de complexes. Pour tout k € Z, calculer Iy = / md@
0

—‘ Correction

On écrit que

o ke
I = ——do
g /0 24 el

1 2m kO
:5/ € do
0 1 + 5

1 in6

2m
_ ikez n€

n=0

ol(n+k)o

L 1)" )d9
_5/0 Z(_) on )

n=0

ei(n+k)9

2n
o terme général d'une série convergente. Donc E u, converge normalement sur [0, 27],
donc uniformément. Ainsi,

On pose, pour tout 8 dans [0, 27], u,(8) = (—1)"

Alors on remarque que ||u,,||£2;2”] <

27 ei(n+k)9

h::%E:(—D”/) 56

n>0 0

Or,
e si ke N* alors n+ k #0 et

2w Li(n+k)6 1 i(n+k)o 7127
o 2 2n Li(n+ k)],

donc I, = 0.
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e si k<O
2 ei(n+k)9
— si n# —k, alors on a aussi / n dé =0,
0
2w Li(n+k)6
. e 2T
— sin= —k, alors / do = =— = 2k+1x,
20 2n
0

1
Ainsi, I = 5(—1)”‘2“1% = (=1)"k2kr.
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Exercice 12. On pose

+o0 1 1
Vx>-1 S(x)=>_ T
n=1

1. Montrer que S est définie, continue sur | =] — 1, +o0[.

Correction

On pose, pour tout n dans N* et x € I, u,(x) =

1 1

n n—+x

. Or, pour x > —1,

1 1 X 1
- — = = O —_ )
n n+x  n(n+x) notoo n?
donc S est bien définie sur I. Soit a€] — 1,0l et b> 0. On a
b 1
[a.b] < — -
vneN ualls™ < n(n+ a) n%+ooo(n2)

Ceci assure la convergence normale, donc uniforme, sur tout segment [a, b] avec —1 <
a < 0 < b, donc sur tout segment de I. Comme u, est continue pour tout n dans N, on
en déduit que S est définie et continue sur 1.

2. Calculer S(x + 1) — S(x) pour x € 1.

Correction

Par linéarité de la somme d’une série,

+oo 1 1
S 1) = S(x) = -
(x+1) () ;[n+x n+x+1
. - 1
Par télescopage, on en déduit que Vx € | S(x+1) —S(x) = PERE

3. Déterminer un équivalent simple de S(x) pour x — —1.

Correction

1
Par continuité de Ssur I, il vient S(x+1) " S(0) =0dot S(x+1) = . @) < )

X—— X—— x+1
. 1
On en déduit donc que S(x) ~ TXET
X—>—

+oo
Exercice 13. Navale 2024. On pose fy(x) = % et f = Z fo.
n=1

1. Déterminer D, ensemble de définition de f.

Soit x € R. La série de terme général —+7 converge si et seulement six+1 > 1, ie.
n
x > 0.
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Ensuite, si x =0, f,(x) = 0 donc Z fa(x) converge.
n>1
L'ensemble D de définition de f est donc [1, +ool.

2. Sur quel intervalle f est-elle continue ?

Correction

) X .
Déja, pour tout n dans N*, x — oy est continue sur [0, +ool.
Ensuite, il faut s'intéresser au type de convergence de la série de fonctions.
On montre déja que f est continue sur 0, +-0o[. Soient (a, b) €]0, +-o0[? tels que

a < b. Soit x € [a, b]. Alors

b

1001 <

qui est indépendant de x et qui est le terme général d'une série convergente. On en déduit
que Z f, converge normalement sur [a, b], donc f est continue sur [a, b]. Comme [a, b]
est un segment quelconque de ]0, +oo[, on en déduit que f est continue sur |0, +o0].
Continuité de f en 0. Soit n € N. f, est dérivable sur ]0, +oo] et

Tt — x |n(n)nx+1

(o) —
fn(X) - n2x+1 !
. o, 1 . , , . 1
fonction qui s'annule en x = —— (si n > 2). donc f, est croissante jusqu’'en ——,
In(n) In(n)
. , ) . 1 N
décroissante ensuite et atteint son maximum en m égal a
n(n
1 B 1
In(n)nHﬁ In(n).n.e’

donc il n'y a pas de convergence normale. Comme on s'intéresse juste a la continuité en
un point, il faut paraftre malin de chercher un équivalent de f en 0. On montre, par
comparaison série-intégrale, que

X . oy g < X
(n+1)x+l = Y tx+1 S X+l

donc, en sommant de 1 a +o0,
“+oco
f(x)—xg/ xt™ 7Lt < f(x),
1

donc
f(x) —x<1<f(x),

d'ou 1 < f(x) < 14 x donc, par encadrement, f(x) = 1 # f(0), donc f n'est pas
X—

continue en 0.

+oo
—1)"
Exercice 14. Centrale PC 2024. Pour x € R**, on pose F(x) = Z =1 :

1. Montrer que F est définie et de classe C* sur R™*.
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4‘ Correction

Montrons que F est définie sur R . Soit x > 0 Alors la suite (

X
décroissante et tend vers 0 donc, d'aprés le critére des séries alternées, la série de terme

(=1)"

général
n+x

) est continue,
neN

converge. Donc F(x) est définie.

(=1)"
+

Caractére ¢°°. Notons u, : x +>
n

. Soit k € N. Alors pour tout n, u, est k fois

dérivable et i1
ulk) (x) = w
N S

terme général d'une série convergeant simplement, toujours par le critére des séries al-
ternées. Montrons maintenant la convergence uniforme de E uﬁ,k). Notons Ry(x) =
E u,(,k)(x), le reste d'ordre N. Par le théoréme des séries alternées,
n>=N+1
k! k!

R < < .
IRV S N T S INE e

quantité indépendante de x et qui tend vers O quand N tend vers +o0o. Donc (Ry)nen
converge uniformément vers 0, d'ou la convergence uniforme de Z ugk) et, par théoréeme
de classe ¥ d'une série de fonctions, le résultat.

2. Etablir une relation entre F(x + 1) et F(x).

Correction

Soit x > 0. Alors

ey S ' B ey S,
P D= T~ rx ~ 2mix T x X mix

m>1 m>1 m=0

donc
F(x)+ F(x+1)=~=

3. Donner un équivalent de F en 0 et en +oo0.

1
En 0. On sait que F est continue en 1 donc F(x + 1) — F(1) =0 (x) donc
X— X—

1 1 1
F(X) xiO ; L (X) X:O ;

1
En +oo, on a envie de dire que F(x) + F(x + 1) ~ 2F(x) et donc F(x) ~ B
X—+00 X—>—+00

C’est trés faux ainsi... En revanche,

n+1
F/(X) Z ( 1)

(n+x

du signe de e négatif. Donc F décroit. Donc

x2'

2F(x+1) < F(x)+ F(x+ 1) < 2F(x),
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donc |
2F(x+1) < X < 2F(x),
ce qui signifie e1<2F()< ! 1F'ale ent, F(x) 1
qui signifie que — < X)S S ileo 5 Tinalement, £(x) ~ .
1 &8 2x
E ice 156. X PC 2023. O X — — ——.
xercice npose g:x— — ; peR—
1. Montrer que g est définie et continue sur R\Z.
Notons, pour tout x dans R\ Z et n € N*, u,(x) = " XX2. Alors
2x 2x

Un(X) = 7{72 2 X*}loo A

terme général d'une série de Riemann convergente. Donc g est définie sur R\ Z.
Ensuite, u, est continue en tout point de R\ Z. Soit désormais [a, b] un segment inclus
dans R\ Z. Alors pour x dans [a, b], si on note m = min(|al, |b|]) et M = max(|al, |b]),

2Xx
B @

- 2M

constante indépendante de x et qui est, par comparaison a une série de Riemann, le terme
général d'une série convergente. Donc Z u, converge normalement et donc uniformé-
ment sur [a, b] donc g est continue sur [a, b] Comme [a, b] est un segment quelconque
de R\ Z, on en déduit que g est continue sur R\ Z.

2. Montrer que g est 1-périodique.

Soit x € R\ Z. Remarquons déja que

n—x2 n—x n+x
n=1 n=1

Deplus, x+1 € R\ Z et
+o0 +o00
1 1 1 1 1 1
]_— = — — — — — _—
glee=- 1) =869 x+1 x n:1”_X_1 n+x+1+zln—x n—+x

n=

“+oo
1 1 1 1 1
__(x+1)x+znfx_ n—x—1 ntx ntxtl

n=1

+o0
1 1 1 1 1
__(x+1)x+zn—x+n+x+1 n—x—-1 n+x

n=1
B 1 +§ 2n+1 2n—1
 xHDx Z(=x)0+x+1) (n=x-1)(n+x)
1
=— — ar télescopage.
x+Dx ()0 +x) " Sk

:O’
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d'ou la périodicité.

- : . X x+1
3. Etablir une relation entre g (5) +g (2> et g(x) dés que les termes font sens.
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4‘ Correction

On utilise encore que

Ainsi,

+o0
X 2 1 1
2 X ;n—g n+3

2 *i 2 2
X 2n—x  2n+x'
n=1

et, de méme,

+o00
x+1 2 1 1
g( 2, >X+1Zn—x+1n+x+1
n=1 2 2

2 *f 2 2
T ox+1 2n—1—x 2n+1+x’

n=1
d'ou
X x+1y 2 2 X 2 2 X2 2
9(2)+g< 2 )_x+x+1_§2n—x_2n+x_n§_:12n—1—x_2n+1+x

Or, si on fixe N € N,

N
2 2 2 2 2 2
x+x+1_z<2n—x_2n+x)_Z(Qn—l—x_2n+1+x>

n=1 n=1

N N N
2 2 2 2 2
S (LT W e B
X 2n—x  2n+x 2n—1—x 2n+1+x

n=1 n=1 n=0
X 2n—x 2n+x o2n—1—x 2n—14x

n=1 n=1 n=1
7g72N: 2 2 72"’: 2 2 Lol
X = \2n—x  2n+x —~\2n—1-x 2n—1+x 2N+ 14+ x

2 iN: 1 1, 1
X ~p-x ptx 2N+ 1+ x

Finalement,

g (%) +g <X42r1> = 29(x).

4. En déduire que mcotan(mx) = g(x) pour tout x € R\Z.
On étudiera la différence f : x — mcotan(mx) — g(x), en montrant qu'elle vérifie la méme
équation fonctionnelle que g et qu'elle est prolongeable par continuité sur [0, 1] puis qu’elle
est nulle sur [0, 1] en considérant son maximum et son minimum sur le segment..
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4‘ Correction

On remarque qu'en posant h(x) = wcotan(mx), on a h et g qui vérifient la méme
équation, donc h — g aussi. L'idée est de démontrer que h — g est nulle.

On remarque qu’en fait, la série de fonctions converge normalement au voisinage de 0
(il n'y a pas de n = 0 dans la somme!), donc par théoréme de double limite, g(x) iy

1
5 + o(1). De méme,

_ cos(mx)  1+4o(1) 1
Lty w0 sin(mx) x—0 T+ o(x) x=0 x +0o(Q1).

d'otl g(x) — h(x) = o(1) = 0. Donc g — h est prolongeable par continuité en 0, et
X—> X—r

donc en 1 par 1-périodicité.

Sur le segment [0, 1], f est continue donc, par le théoréme des bornes atteintes, elle

est bornée et atteint ses bornes. On note M son maximum et xy, le point en lequel elle

I"atteint. Par I'équation fonctionnelle,

2f(xm) = f (ij) +f (XM; 1> < Fxm) + f(xm),

donc il y a égalité dans I'inégalité, c'est-a-dire que
Xm
ini = (%)
(xm) >
donc, en répétant ce processus, pour tout k dans N,
Fom) = F () — £(0)=0 tinuite
xy) =f = = 0 par continuité,
M 2k k—400 P

donc f(xp) = 0. De méme, on montre que le minimum de f est nul. Donc f est nulle
sur [0, 1] donc sur R par 1-périodicité.
Finalement, on en conclut que 7 cotan(mx) = g(x) pour tout x € R\Z.

Page 24 sur



	Suites de fonctions
	Séries de fonctions

