PSI — Programme de colles
Semaine 09 — du 2 au 6 décembre 2024

Programme en bref

— Questions de cours de suites/séries de fonctions et de réduction (le tout début, cf. questions de cours).

— Exercices de suites et séries de fonctions uniqguement.

Exemples de questions de cours ou d’exercices trés classiques

1. Définition de la convergence simple/de la convergence uniforme d’'une suite de fonctions + la convergence uniforme

implique la convergence simple.

2. Définition de la convergence simple/uniforme/normale d’'une série de fonctions + la convergence normale de }_ u;,
implique la convergence absolue de Y u,(x) pour tout x ainsi que la convergence uniforme de Y u,,.

3. Continuité de la limite uniforme d’une suite de fonctions continues.

4. Intégration d’'une limite uniforme.

5. Théoréme de dérivation d’une limite uniforme.

6. Une somme finie de sous-espaces propres est directe.

7. Définitions équivalentes de la diagonalisabilité : étre représenté par une matrice diagonale, décomposer I'espace
comme somme directe de sous-espaces propres, somme des dimensions des sous-espaces propres.

Programme en détail (extraits du programme officiel)

Suites et séries de fonctions

Cette section a pour objectif de définir différents modes de convergence d’une suite, d’une série de fonctions et d’étudier
le transfert a la limite, a la somme des propriétés des fonctions.
Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Modes de convergence d’une suite ou d’une série de fonctions

Convergence simple d’'une suite de fonctions. Conver-
gence uniforme. La convergence uniforme entraine la
convergence simple.

Norme de la convergence uniforme sur I'espace des fonc-
tions bornées a valeurs dans R ou C.

Convergence simple, convergence uniforme, convergence
normale d’une série de fonctions.

La convergence normale entraine la convergence uni-
forme.

Utilisation d’'une majoration uniforme de | f;,(x)| pour établir
la convergence normale de Y f.

La convergence normale entraine la convergence absolue
en tout point.

b) Régularité de la limite d’une suite de fonctions

Continuité de la limite d’'une suite de fonctions :
si une suite (f;;) de fonctions continues sur I converge
uniformément vers f sur I, alors f est continue sur I.

Intégration sur un segment de la limite d’une suite de
fonctions :

si une suite (f;;) de fonctions continues converge unifor-
mément vers f sur [a, b] alors :

b b
/fn(t)dtm/ fdr.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situation.




CONTENUS

Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions :

si une suite (f},) de fonctions de classe € sur un intervalle
I converge simplement sur I vers une fonction f, et si la
suite (f;,) converge uniformément sur I vers une fonction
g, alors f estde classe €' sur I'et f'=g.

Extension aux suites de fonctions de classe €*, sous I'hy-
pothése de convergence uniforme de (f,Ek)) et de conver-
gence simple de (f,ﬁ”) pour 0< j<k.

CAPACITES & COMMENTAIRES

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situation.

c) Régularité de la somme d’une série de fonctions

Continuité de la somme d’une série de fonctions :
si une série Y. f;,, de fonctions continues sur I converge
uniformément sur I, alors sa somme est continue sur I.

Théoréme de la double limite :

si une série ) f;, de fonctions définies sur I converge uni-
formément sur I et si, pour tout n, f,, admet une limite ¢,
en a borne de I (éventuellement infinie), alors la série
)¢, converge, la somme de la série admet une limite
enaet:

+00 +oo
Z fn() — Z lh.
n=0 =4 oo

Intégration de la somme d’une série de fonctions sur un
segment :
si une série an de fonctions continues converge unifor-
mément sur [a, b] alors la série des intégrales est conver-
gente et :

b +oo +oo b
/ Y. fu(nde= Z/ fa(0)dt.
a n=0Ja

n=0

Dérivation de la somme d’'une série de fonctions :
si une série an de classe €' converge simplement sur

un intervalle I et si la série )_ f, converge uniformément
+00

sur I, alors la somme Z fn est de classe ¢ sur I etsa
n=0

+00
dérivée est ) f;.
n=0

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situation.

La démonstration est hors programme.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment ou sur d’'autres intervalles adaptés a la situation.
Extension a la classe €* sous hypothése similaire a celle
décrite dans le cas des suites de fonctions.




Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

La réduction des endomorphismes et des matrices carrées permet d’approfondir les notions étudiées en premiere année.
Il est attendu des étudiants qu’ils maitrisent les deux points de vue suivants :

— l'aspect géomeétrique (sous-espaces stables, éléments propres) ;

— laspect algébrique (utilisation de polynémes annulateurs).

L'étude des classes de similitude est hors programme ainsi que la notion de polynéme minimal.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Eléments propres

Droite stable par un endomorphisme.
Valeur propre, vecteur propre (non nul), sous-espace
propre d’'un endomorphisme.

Spectre d’un endomorphisme en dimension finie.

La somme d’une famille finie de sous-espaces propres
d’'un endomorphisme est directe.

Valeur propre, vecteur propre, sous-espace propre et
spectre d’'une matrice carrée.

Equation aux éléments propres u(x) = Ax.

Si u et v commutent, les sous-espaces propres de u sont
stables par v.

Notation Sp(u).

La notion de valeur spectrale est hors programme.

Toute famille finie de vecteurs propres associés a des
valeurs propres distinctes est libre.

Equation aux éléments propres AX = A1 X.

c) Diagonalisation en dimension finie

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie est dit diagonalisable s'il existe une base dans laquelle
sa matrice est diagonale.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est sem-
blable a une matrice diagonale.

Un endomorphisme d’un espace vectoriel E est diagonali-
sable si et seulement si la somme de ses sous-espaces
propres est égale a E.

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si
la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
est égale a la dimension de I'espace.

Une telle base est constituée de vecteurs propres.

Interprétation en termes d’endomorphisme.

Application au calcul des puissances d’une matrice dia-
gonalisable, a des exemples de systémes différentiels a
coefficients constants.

Dans la pratique des cas numériques, on se limite a n =2
oun=3.

Exemple des projecteurs et des symétries.

Traduction matricielle.
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