Concours e3a PC 2012

Epreuve de Mathématiques B
Corrigé

Exercice 1

1. D’apres le cours, le développement en série entiere de ’exponentielle est

+oo 4

VmGR,ex:Zx

nl
A

Son rayon de convergence étant +o0o, son domaine de validité est R.
2. 2.1 Par continuité sur R de t — e "tg(t) et par théoréme fondamental de I'intégration,

xT
x—> / g(t)etdt est C! sur R et sa dérivée est x — e %g(x).
B

Alors G est C! sur R par produit de fonctions C' et

Vz € R, G'(z) = em/; g(t)e tdt + e“e *g(x) = G(x) + g(x)

Ainsi G est solution sur R de I’équation différentielle proposée.

22 Gp) = eﬁ/ﬁ g(t)e tdt = 0.

2.3 D’une part, ’équation homogene a pour solution : y : x € R —— ce® ou ¢ € R.
D’autre part, on applique la méthode de la variation de la constante pour déterminer une
solution particuliere : on la cherche sous la forme y,(z) = c¢(z)e”. En reportant dans I’équation
différentielle, on obtient :
Vz eR, d(z)e” = g(z)

xT
Choisissons la primitive de ¢ qui s’annule en j, c’est a dire : Va € R, ¢(z) = / g(t)e tdt.
B

Ainsi, une solution particuliere de I’équation différentielle proposée est G et les solutions de
(€) sont :
Ve eR, y(x)=ce"+G(z), ouiceR

2.4 D’apres le cours (on utilise en pariculier la continuité de =z —— 1 et g) et les questions
précédentes, le probleme de Cauchy suivant :

{ Ve e R,y (z) = y(x) + g(x)
y(B) =0

a pour unique solution G
3 Soit A € R*.
On pose z = 3/ et on se rameéne a 1’ équation différentielle du premier ordre : Az’ — (1+ X))z =0
dont les solutions sont :

14+X
VreR,z(z)=ae > *,aeR

Par intégration, on obtient ainsi :

SiA=—1,
VreR, y(x)=az+b, (a,b)€R?
SiA# -1,
A
Vz € R, y(x):al_i_)\e%”u—b:de%x—l—b, (a,b) € R?



4 fo est continue sur le segment I, donc est bornée. Ainsi, il existe M € Ra™ tel que :

Wk €N, Va € I, | fo(z)] < M

Montrons par récurrence sur k : Vk € N, Vo € I, | fr(x)] < Mlg&| .
On a la relation vérifiée pour k£ = 0.

Supposons : Yz € I, |fr(z)| < M| | pour k fixé.

Alors Vx € 1,
fo |fr(@®)|dt siz>0

|frr1(z)] < { f |fe(®)|dt  siz <0

Par la relation de récurrence, on arrive alors a

Mo fytkat stz >0

< &
| frt1(z)] —{ %ﬁ)’“fmotkdt sixz <0

C’est a dire encore

M zh+! .
< NS stz >0
| frr1(2)] < M(—1)k+1 k41
B =

ce qui revient a :
|x|k+1

V€ Io, |fri1(2)] < m

ce qui montre la relation vérifiée au rang k + 1.

Conclusion :Vk € N, Vx € I, |fr(z)| < M| |

5 Soit x € R. Ilexistea>0telquex€]

Lasérie ) = Lz converge (il s’agit d’une série exponentielle), alors par la relation de 4 et le critere
n>0

de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série > f,(z) est absolument
n>0
convergente donc convergente.
En conclusion, la série de fonctions Y f, converge simplement sur R. Sa somme est notée F'.
n>1
6 Il s’agit d’appliquer le théoréme de dérivabilité des séries de fonctions. Nous allons I'appliquer
pour la série de fonctions > f, sur un intervalle du type I, pour a > 0 :
n>1
— fo est continue sur R alors, par théoreme fondamental de U'intégration f; : x — fom fo(t)dt
est C! sur R donc sur I, et f| = fo.
Par récurrence immédiate, du fait de la relation Vx € R, f,+1(x fo fn(t)dt, on obtient que :
Vn > 1, f, est C! sur R donc sur I, et f! = f, 1.
— Y fn converge simplement sur R donc sur I,,.
n>1
— Montrons que Y f! =>" f, converge normalement sur I, : Par la question 4, nous pouvons
n>1 n>0
écrire :
an
Vo € 1o,Vn €N, |fn(2)] < M—
n

. n . 3 ’_ . . .
La série ) % converge (il s’agit d'une série exponentielle), alors on obtient la convergence

n>0
normale de Y f! sur I,.

n>1



+o00o
— Conclusion : Par théoréme, F =Y f, est C! sur I,, pour tout a > 0 donc sur R et de plus

n=1
400 +oo +oo
F'=) fu=) fa1=3_ In
n=1 n=1 n=0
7 Par définition, pour tout n > 1, f, est la primitive d’une fonction continue qui s’annule en 0,
+o0
donc F(0) = Z fn(0) =0.

n=

8 On a vu que F' = Z fn. On a alors F' = fo+ Z fon=fo+F.

Ainsi, F est solutlon du probleme de Cauchy sulvant

{ Ve e R, y'(z) —y(z) = folz)

y(0) =0
9 1l suffit d’appliquer la question 2.4 avec 5 =0 et g = fy.
Ainsi,
Vo € R, F / fo

10 Par la question précédente,
X
Ve e R, F(z) = em/ t2etdt
0

On procede par deux intégrations par partie :

F(z) = e’ (—a?e™® + 2 [ te”dt)
= €% (—xQe_“” +2 (—ﬂ:e_“” + [—e_t]g))
= 2e* — g2 — 22 — 2

Remarque : on vérifie que F'(0) = 0 comme indiquée a la question 7
11 11.1 Etant donné que, pour tout n > 0, f,y1 est C! sur R et fri1 = fn, on établit par
récurrence, que fno1 est C" ! sur R et, on peut ainsi appliquer le formule de Taylor avec reste
intégral, ce qui donne la relation demandée.
. fh(0)
11.2 Par la formule de Taylor avec reste intégral, Vk € {0..n}, a = —

Or, (x) Vp=>1, fy(z fofpl dt:>fp()—oetf;/):fp—1
Montrons par récurrence : VYn > 1,Vp € {1,..,n}, f,(Lp) = fo—p-

Vrai pour n = 1, d’apres (%)

Supposons vrai a un rang n :

OI’ n+1 fn donc Vp € {1 } /(p = (p fn —p = fn+1 (p+1)

Clest-a-dire : Vp € {2,..,n + 1} n+1 fn“,p et comme f} ., = fn = fant1-1, on obtient
finalement

vp € {17 N+ 1}7 fy(;-)gl = fn+1—p
La relation de recurrence est ainsi vérifiée au rang n + 1.
Alors VEk € {0..n}, n+1( ) = fn+1-k(0) =0carn+1—k > 1 et par (%), dou, a = 0 et
n+1
D’ou, la relatlon demandée.



11.3 Par la question précédente,Vn € N* Vx € R,
Ehw = E fal)
= nz_: fo (x t t)dt
= fo Z

On justifie '’échange somme et intégrale par linéarité de I'intégrale puisqu’il s’agit d’une somme
finie.

11.4 Par définition de F, Attention, ici, pour le moment on ne connait
pas ce théoreme : faire de la CVN !

Ve eR, F(z)= hm ka /Z( )fo()

k=0

Posons : Pour z € R, Vt € [0,z], S, (t) = z (=) t)k fo(t).

Appliquons le théoréme de convergence domlnee :
— (Sn)nen+ est une suite de fonctions continues convergente simplement sur [0, 2] vers

S :t—s et

— S est continue sur [0, z]
oo 41k
- VneN', e [0,a],[Sa(t) <z 100 < 32 ERE o) = e folt)
Avec, t — el | fo ()] pomtlve Contlnue donc 1ntegrable sur le segment [0, z]

— Alors, par théoreme de convergence dominée, F'(x / S(t)dt =e / fo(t)e tdt

12 12.1 Par théoreme fondamental de l'intégration, x r—>/ f(t)e tdt est C! sur R (on a uti-
0

lisé 'hypothése f continue sur R), d’ott par produit de fonctions C! sur R, H ’est et donc
appartient a FE.

U est linéaire car : V(\, ) € R?2, V(f,g) € Ex E, VxR,

YOS +pg)(x) = e [y (Af(t) + pg(t))e"dt
= X[y ft)e Tt At + p [y g(t)e 't
= AV (f)(x) + p¥(g)(x)

Finalement, U(Af + ug) = AV (f) + p¥(g) i.e U est linéaire.

12.2 Soit f € Ker(¥). Alors, Vo € R, [ f(t)e"'dt = 0 et par dérivation, Vz € R, f(z)e™™ = 0.
Puisque exp ne s’annule pas, on obtient Vz € R, f(z) = 0i.e f = 0 et le noyau de ¥ est réduit
a {0} donc ¥ est injective.

12.3 On cherche A € Ret f € F non nuls tels que : Vo € R, H(x) = Af(z), c’est-a-dire encore
x
Vz € R, / ft)e tdt = Ne " f(x).
0

Par dérivation de cette relation, on obtient : Vo € R, f(x)e ™ = A(—e *f(z) + e f'(x)).
— 0 n’est pas valeur propre puisque ¥ est injective.
— Si A est valeur propre alors tout vecteur propre est solution de I’équation différentielle

, (4N
y - A y'
(I+X) .
Pour tout A non nul, cette équation admet les solutions de la forme : f : z + ce A
ouc € R.


LAILLET Nicolas
Attention, ici, pour le moment on ne connaît 
pas ce théorème : faire de la CVN !


Mais Va € R, U(f)(x) = ce” [ extdt = e\ <e(14§A)m - ex).
Ainsi U(f) = Af si et seulement si ¢ = 0. Donc finalement A n’est pas valeur propre .
Conclusion : le spectre de ¥ est vide.

Exercice 2

Question préliminaire (1+a)(1+8)=14+a+ B+ af > 1+ a+ [ puisque af > 0.

1 —
1. Ay = 1 =14 un
(75} 1
1 —U1 0 1 v
Ay =|u 1 —vo|=14uw—u u 11 =1+ ugvz —ur(—v1) = 1 4 ugvz + w101
0 u9 1

par développement par rapport a la premiere colonne
2. Développons A,, par rapport a sa derniére ligne :

Puis par développement par rapport a la derniere ligne,
Ay = upvpAp_2 + Ay 1

3. Montrons dans un premier temps par récurrence forte : Vn € N*, A,, > 0.
La relation est vraie pour n = 1 et n = 2 puisque A; et Ag sont des sommes de termes positifs.
Supposons la relation vraie au rang n et n — 1 ou n > 2.
Alors, puisque @11 > 0, Apyr1 = Ay + apr1,-1 > 0, montrant ainsi la relation vérifiée au
rang n + 1.
Conclusion : Vn > 1,A,, > 0 et alors, Vn > 3, A, — A1 = a2 > 0.
On a également Ay — A = ugvy > 0 et on en conclut que (A, ), est croissante.

4. On al’égalité pour n = 1 et Ay = 14+ugve+ujv; < (14a1)(1+ag) par la question préliminaire.
Supposons la relation vérifiée aux rangs n et n — 1.

Alors
n n—1 n—1 n—1 n+1
Apt1 S;El (1+ak)+ant1 k[ll (1+ax) :kl}l (I+ax)(I1+an+ant1) < (I+ak)(1+an)(1+ani1) :kgl (1+ak)

On a utilisé la question préliminaire.
Ceci termine la récurrence.
5. 5.1 Pour tout n € N, P, est clairement strictement positif. On peut donc considérer la suite
(InPy)p.
Or, Vn € N,InP, = S,,.

La suite (Sy,), est la suite des sommes partielles de la série Z In(1 + ay).
n>1

Or cette série est une série convergente car :
— elle est a termes positifs.
- In(1+ay,) et anp.
- Z a, converge

n>1
— On conclut par critéere d’équivalence.
Ainsi, (Sy,),, converge donc (InP,),, converge. Par continuité de exp et caractérisation séquentielle
de la continuité, (P, ), converge. On peut méme préciser vers une limite strictement positive.



5.2 Etant convergente, la suite (P,), est majorée. L’inégalité du 4 nous montre ainsi que (A, ),
est majorée. Etant croissante et majorée, elle converge alors.
6. 6.1 a vérifier par récurrence sur n.

6.2 Considérons la suite des sommes partielles (7},),, de la série Z ty :
n>2
n
Vn >2,T, =5 tr = A, — Ay, par télescopie .
k=2

Par hypothese, (A;,), converge donc il en est de méme pour (7},),, ce qui signifie que la série

Z t, converge.

n>2
6.3 Vn > 3,t, = anAp_o > a, > 0 par 6.1.

Par critere de comparaison des séries a termes positifs, et puisque la série E t, converge, on
n>2
obtient la convergence de la série g a, converge

n>1
7. On a établi I'équivalence entre la convergence de la suite (A,,), et la convergence de la série

>

n>1



Exercice 3

1. Les fonctions x et y sont 27 périodiques, il suffit donc d’un intervalle d’amplitude 27 pour tracer
toute la courbe. On prend l'intervalle [—7, 7]. Ensuite, z est paire et y impaire, ainsi le point
de parametre —t s’obtient a partir de celui de parametre ¢ par une symétrie orthogonale par
rapport a l’axe des abscisses. C’est pourquoi, il suffit d’étudier la courbe pour ¢ € [0, 7].

2. 2.1 sin(2t) = 2sin(t) cos(t) et cos(2t) = cos?(t) — sin?(t) = 2cos?(t) — 1 = 1 — 2sin?(t).

2.2 Les points singuliers sont les points de vecteur dérivée premiere nul.
Par dérivation, simplification, factorisation (en utilisant 2.1), on arrive a :

{ () = 2sin(t)(1 + 2cos(t))
y'(t) = 2(1—cos(t))(1+2cos(t))

On en déduit que le vecteur dérivé est nul sur [0, ] ssi
sint =0 et cos(t) =1 oul+ 2cos(t) =0

c’est a dire 5
T

t=0ett=—

3

3. Par un développement limité en 0 & I'ordre 3 de chacune des applications coordonnées, on peut

corive z(t) = 3t2+o(t?)
{ yt) = t3+ot?)

(33)-+(2) e (1) 0

1
ce qui signifie que le vecteur tangent en M (0) = O ala courbe est <

C’est a dire encore :

0

ﬁ

1, ainsi la tangente en 0 a pour équation y = 0, et le premier vecteur dérivée d’ordre supérieur
non colinéaire au vecteur tangent est le vecteur dérivée d’ordre 3 et dans ce repere local un point
de la courbe a comme coordonnée (3t2,t3), ce qui donne I’allure suivante au voisinage du point

O:

) autrement dit le vecteur

9 9
4. Pour trouver un vecteur directeur de la tangente en Z = M (?ﬂ) = 3\2/3 ), on détermine le
2

premier vecteur dérivé non nul. On sait que celui d’ordre 1 est nul.
Puis 5

(5 -3

1" 2_7T N < -3v3 >
y'(3)

Ce dernier est colinéaire a ug, donc ce dernier est bien un vecteur directeur de la tangente 7 a
D1 en T.

Une équation de T s’obtient en écrivant : M € T <= det(l’KI, QZ)) = 0, c’est ainsi qu’on obtient
I’équation : V3x — Yy — 3v3 =0.
5. 5.1 v/3x3—0—23v3=0 donc Q appartient & 7.
5.2 Le cercle C; a pour équation : (x —3)2 +¢%2 =9
Un point M (t) de la courbe est sur C; ssi : (2cos(t) + cos(2t))? + (2sin(t) — sin(2t))? = 9,
ce qui conduit a ’équation cos(3t) = 1. Il suffit de prendre ¢ € [0, 7] puis de considérer les
symétriques orthogonaux par rapport a (O, ;)
Or cos(3t) = 1 avec t € [0, 7] ssi 3t = 2kw ou k € {0,1}. On retrouve les points O et Z.
Conclusion : DNC; ={0,Z,7")} ou I’ est le symétrique orthogonal de Z par rapport a I’axe
des abscisses.



R |

FIGURE 1 — Allure de la courbe au point stationnaire O



™

; )) = (2V/3,2).

5.3 Un vecteur directeur de la tangente en J est (CE’(E), y'(

ﬁ
Il reste a vérifier qu’il est orthogonal au vecteur .J.

_)
Or QJ= (3 -3, —0) = (-1,%L).

On a bien que le produit scalaire entre ce vecteur et un vecteur directeur de la tangente est
nul, ce qui signifie que D est tangente en J a C,.

0 % %’T T
|0 + + 0 -0
9
2
T a N
6. Le tableau des variations est le suivant : 0 4
y |0 + + 0 - A4
#
Yy a e
0 0

D’ou l’allure de la courbe D dans le repere R, ou on trace aussi les deux cercles et la droite T :

FIGURE 2 — Tracé de la courbe D, des cercles Cy et Csy et de la tangente T en I
7. Passons par la représenta‘gion complexe de la rotation r : L’image de tout point d’affixe z est le
point d’affixe 2/ = zq + '3 (2 — 2q).
zq = 3 et tout point de la courbe D a une affixe du type :

z(t) = (3 — 2cos(t) — cos(2t)) + i(2sin(t) — sin(2t))

Alors, son image par r est :
J(t) =3+¢€3 ((—2cos(t) — cos(2t)) + i(2sin(t) — sin(2t))) = 3 — €' 5 (2e7% + €2) = 2(t — —)

Donc I'image d’un point de la courbe appartient a la courbe, autrement dit (D) C D.
27
Mais on peut écrire aussi, z(t) = r(z(t + ?)) c’est-a-dire D C (D).

Conclusion, D = r(D) et D est invariante par cette rotation.



8. Par symétrie, la longueur de cette courbe est :

L = 3/% Va!(t)? +y(t)2dt
0

27

_ 3 / */@2sin(D) + 25in(20))? + (2cos(t) — Zcos(20))2dt
0

2r
- 3/3 /8 — 8cos(3t)dt
0

2m
= 6\/5/3 \/2sin2(%)dt
0 27

3t
- 12/ * | sin(2)|dt
0 2
27
3

3t
= 12/ sin(—)dt
0 2
2w
2 3t |3
= 12 {—5 COS(E):|O dt
= 16 unités de longueur

10



