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PSI — Mathématiques — DS 04— corrigé

1
V14 nx

croissante, tend vers 0 donc, d'apreés le critére des séries alternées, la série de terme général
(f2(x))nen converge, donc la série de fonctions E f, converge simplement.

Exercice 1. E3A 2019 PSI. 1. Soit x dans J. Alors la suite ( ) est positive, dé-
neN

1
2. Soit n € N. Alors |f,| : x » ————. Cette quantité est maximale lorsque x = 1 donc
1 1
Ifall oo = —

v1+n n;\jroo ﬁ'

qui est le terme général d'une série de Riemann divergente. Donc la série de fonctions E fa
ne converge pas normalement.

3. Déja, Z f, converge simplement. Ensuite, notons R, le reste d'ordre n : pour tout x dans J,

Rn(x) = Z fk(X)-
k>n+1
Par le critére des séries alternées, on sait que pour tout x dans J,

1 1

V1+ (n+1)x S 1+ (n+1)

IRn(C) < [ (X)] =
quantité indépendante de x. Donc

1
Rl < ———— — 0
H nHDO 1+(n+1) N——4-00

d'oli la convergence uniforme de la série de fonctions E fo.
4. Pour tout n dans N, f,(x) — 0 donc, comme il y a convergence uniforme, on en déduit,
X—r+00

par théoréme de la double limite, que @(x) —+> 0.
X—r+00

Exercice 2. E3A 2020 MP. 1. On remarque que
1
D PX=m=3 pa"=pr—_=1
neN neN

donc on définit bien une loi de probabilité.

2. On remarque que X + 1 est une variable aléatoire a valeurs dans N*, et que pour tout k dans
N*,
P(X+1=k)=P(X =k—1) = pg"“?,

1
donc X + 1 suit une loi géométrique de paramétre p. Donc E(X + 1) = E donc

E(X):%—l
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3. Comme (Y = n),en est un systéme complet d’'événements,

P(X:Y):iOIP(X:Y,Y:n)

n=0

+o00
=Y P(X=nY =n)
n=0

—+o00
= Z]P’(X = n)P(Y = n) par indépendance
n=0

+o00
=> ()"
n=0
1 p
= p272 = ——
1—g 14gq

Pour calculer P(X < Y), on peut utiliser encore un systéme complet d'événements ou bien
remarquer que

PX<Y)+P(X=Y)+P(X>Y)=1,
et, par symétrie, P(X < Y) =P(X >Y). Donc

]P’(X<Y):71_P(;<:Y)

:1(1_P)
2 1+g
_11+qg-p
T2 1+g
. q

1+q

4. Déja, S est a valeurs dans N. Ensuite, si n € N,

P(S=n)=P(X+Y =n)
+o0
= Z]P’(X +Y =n,Y =k) car (Y = k)ken est un systéme complet d'événements
k=0

+o0
=Y P(X=n—kY =k)
k=0
+oo
= Z]P’(X =n— k)P(Y = k) par indépendance de X et Y
k=0

n
= Z]P’(X =n— k)P(Y = k) car X est a valeurs dans N
k=0

n
=> pq"*pq*
k=0
n
Y
k=0
=p?(n+1)q".

On a ainsi déterminé la loi de S.
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Probléme — Mines PC/PSI 2021

1. On a les équivalences
X est d'espérance finie < (x,P(X = X;)nen €st sommable
=4 Z |Xn|]P(X = Xn) < +o00
neN
< (|xa|P(X = x4)nen est sommable
< |X] est d'espérance finie.

2. On note Ny = {n € N, |x,] < M}. On sait que P(X € Ny) = 1 et donc, pour tout
n € N\ Ny, P(X =x,)=0.On écrit alors

Z X |P(X = xn) = Z X |P(X = xn) + Z [Xn|P(X = xn)

neN neENy neN\Ny,

Z [Xn|P(X = xp) +0

neNy,

< Z MP(X = x,)

neNy,
MY P(X = x)
neNy,

<M< +oo,

N

donc X est d'espérance finie.

3. Comme X est entiére, |X| est a valeurs dans N. Or, on sait, par le cours, que E(|X]) =

> P(IX| = n). Or,
n=0 o
donc, par comparaison a une série de Riemann divergente, la série de terme général P(|X| > n)
diverge, ce qui signifie que E(X) = +oo.
De méme, N
2

E(X*2n) =E(X|>Vn) ~ 7
donc, par comparaison a une série de Riemann divergente, la série de terme général P(| X| >
v/n) diverge, ce qui signifie que E(X?) = +ooc.

4. Puisque X est symétrique, les variables aléatoires X et —X ont méme loi.

D’aprés le principe de transfert de I'égalité en loi (théoréeme 1 du préambule), f(X) et f(—X)
ont aussi méme loi.
Par imparité de f, f(—=X) = —f(X), donc f(X) et —f(X), c'est-a-dire que f(X) est symé-
trique.
On suppose que (X) est d'espérance finie. Puisque f(X) et —f(X) ont méme loi, leurs
espérances sont égales, donc : E(f(X)) = E(—f(X)). Or I'espérance est linéaire, donc :
E(f(X)) = =E(f(X)). On en déduit : E(f(X)) = 0.

5. Soient k et £ dans X(2) x Y(£2). Alors
P((—X,=Y)=(k,£)=P(-X =k, =Y =¥
=P(X = —k,Y = —£)
=P(X = —k)P(Y = —£) par indépendance
=P(X = k)P(Y = £) par symétrie
=P(X = k,Y =£) par indépendance,
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donc (=X, =Y) suit la méme loi que (X,Y). Maintenant, en posant f : (x,y) — x + y, par
le principe du transfert en loi, comme (X,Y) et (=X, —Y) suivent la méme loi, f(X,Y) et
(=X, =Y) suivent la méme loi, donc X +Y et —X — Y suivent la méme loi, donc X + Y est
symétrique.

(_1)n—1Xn
6. Notons, pour tout ndans N, v, : x — —————.

. e . x" o
Caracteére défini. Soit x € [0, 1]. Alors la suite (n) est positive décroissante et tend vers
neN

0, donc, d'apres le critere des séries alternées, la série de terme général (—l)”_lx—n converge,
i.e. S est définie sur [0, 1]. !
Caractére continu. ‘ Pour tout n dans N*, u, est continue sur [0, 1]. ‘ De plus, par le critére
des séries alternées, on sait que pour tout x dans [0, 1], pour tout n dans N

o xk
Z (—1)* X

k>n+1

Xn+1 1

<
S n+1

k
- ~ _ X ’
indépendant de x. Donc, en nommant R, : x — g (—1)* 1? le reste d'ordre n de la
k>n+1
série, on vient de démontrer que

Rl < — —
IRnlloc™ < -7 57

d'ou la| convergence uniforme de la série de fonctions Z uy sur [0, 1] |et donc|la continuité de S.

7. Soit a €]0, 1[.
e pour tout n dans N*, u, est dérivable, de dérivée 1/, : x + (—1)""1x"!
e |a série de fonctions Z u, converge simplement sur [0, a].

e soit x dans [0, a]. Alors
| (x)] = |x|""* < a" !, indépendant de x

0, - s : PSP .
Donc ||uf,||([xa] < a™ !, terme général d'une série géométrique convergente. Donc la série
de fonctions converge uniformément sur [0, a].

Par théoréme de dérivation d'une somme de séries de fonctions, S est €* sur [0, a], pour tout
a €]0,1[ donc S est €* sur [0, 1[.

8. On en déduit que pour tout x dans [0, 1],

1
x+1'

5/(X) — Z(_l)n—lxn—l _

n>1

donc, pour tout x dans [0, 1[, S(x) = S(0) + In(1 + x) = In(1 + x).
Comme S et In(1 + x) sont toutes deux continue sur [0, 1], on en déduit que

[vx €[0,1], S(x) =In(1+x) |

9. Le résultat est évident vu le travail fait précédemment.

10. On note ¢ : t — |1 — e'®|?. On remarque que

o(t) = (1 — cos(t))? +sin(t)? = 2 — 2 cos(t),
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qui est minimal en 6 (étant donné que cos est minimal en 7, donc 2 — 2 cos est minimal en

).

Donc |t ~ |1 — e'f| admet un minimum en 6, égal a |1 —e”®| > 0.

Ainsi, pour tout t dans [, 6],
|1—e| > |1-e" #0,
it

donc t %e"f est définie et continue sur [, 8], donc I(0) est bien définie.

11. Soit n € N et 6 €]0, 27[. Alors

n it

6 6
An(a)—l(e):/ Ze”‘tdt—/ %e[tdt

k=1
g n it
: e
= E elkt _ _dt
1—et
T k=1
)

- ,_tl_eint elt J
), 1oet T 1t t

0 Ai(n+1)t
[ e
- —e€

) . ; . 1
Intégrons par parties, en intégrant t — e/ ("Dt et en dérivant t — ot Alors
/9 ei(n+1)tdt B ei(n+1)t 1 o /e eli(n+1)t j 0
« l—et " liln+1)1—et]  Joi(n+1)(1—et)2
e/'(n+1)9 1 ei(n+l)7r 1 0 e/'(n+1)t i
= - — — = — - ——dt.
i(n+1)1—¢€® j(n+1)2 /,r i(n+1) (1 —eit)2
Or,
ei(n+1)9 1 1
, = < - —
i(n+1)1—e® (n+ 1)1 — e®| =+
ei(n+1)1r 1 1
| < s — 0
*linr D 2‘ 2(n+ 1) noteo
e enfin,

ei(n+1)t i

mrDa—en|"

0 ei(n+1)t i 0
- —dt| <
/7r i(n+1)(1—et)? ' /7r
o 1
< ———dt
/7r (n+1)(1 —e't)?

< = /9 L dt — 0
Sn+1 ), (1—et)27 notoo

Donc A,(8) — 1(6) " 0.
n——+oo
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12. On écrit que pour tout t dans [, 6],

et (cos(t)+isin(t))(1—e ')

1 —eit |1 — eit|2

(cos(t) + isin(t))(1 — cos(t) + isin(t))
N 2 — 2cos(t)
_cos(t) — cos?(t) + i cos(t) sin(t) + isin(t) — i cos(t) sin(t) — sin*(t)
N 2 —2cos(t)
_cos(t) — 1+ isin(t)
N 2 — 2cos(t)

1 . sin(t)

2 1272cos(t)'

Ainsi,

® 1 sin(t)

T—0 ./9 sin(t)
= 74'-/ - 7
2 x 2—2cos(t)

= WTG +i = In(l — cos(t)]2
= WTG + /l In(1 — cos(8) — = In(2)

B —6+1| 1 — cos(8)
2 2 2

1

2

§ <1<<1zsm2<z>>>

_T=0
2

2

13. Soit n € N. Calculons

An(6) = /1r Ze’ktdt
:2_2/7r elktdt
D [eikt
Z[ #.
( Qiké 1)k)
1)k
( s(k0) +/sm (ko) ( /j) )

_ Z sm(kke) B ’,Z cos/((k@) B ’,Zn: (—/il)k.
k=1 k=1

k=1
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14.

15.

16.

Ainsi, comme Re(A,(0)) fond Re(1(0)),

SO ey = T

k n—-+o0 2
k=1

De méme,

z": cosl(<k9) - - (*;)k — —Im(1(6)) = —In (sin (g))

k=1 k=1

Or, par la question 9,

donc

2 (0 (5) = n ()

d'ou les résultats voulus!

Comme pour tout w dans €, | cos(tX(w))| < 1, cos(tX) est bien d'espérance finie car bornée,
donc ®x est bien définie pour tout t; on a de plus

|E(cos(tX))| < E(]cos(tX)|) < 1.
Enfin, comme pour tout w dans €2, cos(—tX(w)) = cos(tX(w)), il vient immédiatement que
Px(—1) = Px(1).
On écrit que, pour tout t dans R,

Dx(t) =Y cos(tx,)P(X = xp)

n>0
Notons, pour tout n dans N, u, : t — cos(tx,)P(X = x,). Alors
e pour tout n dans N, u, est continue,
e pour tout t dans R, |u,(t)] < P(X = x,), indépendant de t, donc [[u,|% < P(X = x,,).
Ainsi, la série de fonctions Z u, converge normalement, donc uniformément sur R.
Ainsi, par théoréme de continuité des séries de fonctions ®x est bien continue sur R.

Par définition, comme X est a valeurs entiéres, on peut écrire que

bx(t) = E(cos(tX))
= E(cos(t|X])

+o0o
= Z cos(nt)P(|X]| = n)
n=0

~+o00
=|>_cos(nt) (B(IX| > n) = B(IX| > n+ 1)),
n=0

car P(|X| = n) =P(|X| = n) — P(|X| = n+ 1). Ensuite, on sait que

R, cos(nt) = %cos(nt) + vy,

Page 7 sur



PSI Pasteur 2024-2025 DS04

- L a .
o |a série de terme général — cos(nt) converge par la question 13,
n

e |a série de terme général v, converge par comparaison a une série de Riemann conver-
gente,

donc la série de terme général R, cos(nt) converge. On a alors

+o00
Zcos (nt)P(IX| = n) = > cos(nt)P(|X] = n+1)

n=0

+o00
=1+ Zcos(nt)IP’(|X| >n) =Y cos((n—1)0)P(|X| > n)
n=1 n=0

400

=1+ (cos(nt) —cos((n— 1)) P(|X| > n).

n=1

17. On note, pour tout t dans R, f,(t) = (Rn — %) e Soit t € R. On sait que

a .
‘(Rn _ 7) emt <
n

’Rn — %’ , indépendant de x

1
= O (2 )
n—-+oo n
terme général d'une série convergente, donc la série de fonctions E f, converge normalement,
donc uniformeément sur R. Comme pour tout n dans N, f, est continue, on en déduit que

F:t— Z f,(t) est continue sur R. En particulier,
n=0

Donc

a
165 < |Ro— =

F(t) — ZR——GR

t~>0
n=0

. N N L L. L ayN
donc, par comparaison a une série a termes positifs, la série de terme général (Rn — —) et
) n
converge absolument donc converge. D'ou I'existence de C dans R tel que

+o0

> (R-p)em i C

n=1

too int
Or, on sait que

n=1
converge et que

converge (gréce a la question 13). On en déduit que ZRne’"t

nt
E Re’”t—ag €
et —

n>1 n>1

avec f(t) > C, c'est-a-dire que, si f(t) = u(t) +iv(t), u(t) = C+o(l)etv(t) =
—0* t—0+" t—0"

o(1). Or, par la question 13,

N Z Z cos,(7nt) n /az sin(nnt)

n>1 n=1 n=1

—t
=—aln <25|n 2> Jr/oa7r

/nt

2

Page 8 sur



PSI Pasteur 2024-2025 DS04

Or,
—In (2 sin ;) T In (2; + o(t))
t:Eﬁ —In(t),
d'ou
+o0
; Rncos(nt) = —aln(t)+u(t)+o(in(t)) = O(In(t).
et

+oo T
ZR” cos(nt) = a—=+o(1).
pt t—ot 2

—0

18. On en déduit que

dx(t) =1+ f Rp (cos(nt) — cos((n — 1)t))
i~
=1+ Z R, (cos(nt) — cos(nt) cos(t) — sin(nt) sin(t))
"~ +o00 +o00
=14 (1—cos(t)) Z R, cos(nt) — Z Ry sin(nt) sin(t)
, =1 n=1
=14 %O(In(t) —(t+0(1) (5 +o(1))

— 1t (e
-0 2 oLt

ce qui est exactement le résultat demandé! La fonction ®x admet un développement limité
al'ordre 1 en 0, elle est donc dérivable en 0.

19. Soit t € R. Alors

iy () = E(cos((X +Y)1))
= E(cos(Xt) cos(Y't) — sin(Xt)sin(Yt))
= E(cos(Xt)cos(Yt)) — E(sin(Xt)sin(Yt)) par linéarité
= E(cos(Xt))E(cos(Yt)) — E(sin(Xt))E(sin(Y't)) par indépendance.

Mais sin est impaire et X est symétrique, donc E(sin(Xt)) = 0, d'ou

| Pxsv (1) = E(cos(Xt))E(cos(Y't)) = dx(£)dy (1), |

20. Soit n € N*. Alors, comme a la question 5, on montre (par récurrence) que —X;—Xo—+--— X,
suit la méme loi que Xy + --- 4+ X,, donc que M, est symétrique. On en déduit ainsi, par

Page 9 sur



PSI Pasteur 2024-2025 DS04

indépendance et par la question 19 que, si t € R,

oo (£))

X ) . -
=y, (DHE <cos (;t)) par le méme raisonnement qu’a la question précédente

= Pp,, (1)Px, (;)

n
t , .
= HCDX, — ] par une récurrence simple
n
i=1

t n
= (dDX1 <n>) car Xi,..., X, sont i.i.d.

. t
21. Soit t € R, t > 0 Alors - 0", donc

n—-+oo

oYy (f) _ enln(clixl(t/n))

enin(1-1 % +o(2))

n—+oo
_ efﬂ%%“r()(l))
n—-+o00
_ tma
— € 2.
n—+oo

Si t < 0, on montre de méme que ®y,, (t) —+> emTa, d'ou le résultat demandé.
n——+oo

22. La convergence n'est pas uniforme sur R : on remarque que si n € N¥,
Dy, (2mn) = (dx, (27))".

Or, comme X; est entiére, on remarque que cos(2mX;) est constante égale a 1, donc
Talt|

(dx,(2m))" =1 pour tout n. Donc, en notant ¢ : t—e 2 ,

_ ma2mn

— 1,

R
— > —
HCDMn (p”()o ~ ’1 € n—+oo

donc la convergence n'est pas uniforme.
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