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Chapitre 09
Limites et intégrales

1 Suites d’intégrales

[Proposition 1 (Rappel)]

Si (f,)nen est une suite de fonctions continues par morceaux qui converge uniformément vers
f sur le segment [a, b], alors

b b
/fn(t)dt — / f(t)dt.
£ n—+oo J,

Proposition 2 (Théoréme de convergence dominée (de Lebesgue))}

Si une suite (f,)nen est une suite de fonctions continues par morceaux sur I vérifiant :
o (fy)nen converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur I,

e il existe une fonction ¢ intégrable sur I, indépendante de n, vérifiant :

VneN, Vx el |f,(x)] < o(x),

Alors les fonctions f, et f sont intégrables sur I et : /fn(t)dt - /f(t)dt.
I =eo J1

,—‘ Remarque 3 )

e Dans plusieurs situations, lorsque (f;)nen ne tend pas vers la fonction nulle, la fonction
© sera la fonction f.

e Lorsqu'on a une intégrale sur un segment, comme / = / f,, il n'est pas utile
10.1] (0.1]
d'étudier précisément la convergence de la suite de fonctions (f,) aux bornes de 1.
n
e Lorsqu'on a a déterminer une limite d'une suite d'intégrales du type / fr(t)dt, il peut
0
étre tres intéressant d'introduire la suite de fonctions g, = 1o 5 f5-

(. J

2 Seéries et intégrales

[Proposition 4 (Rappel)]

Si (Un)nen est une suite de fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b], telle que

b
la série Z u, converge uniformément sur [a, b], alors Z/ un(t)dt converge et
a

/bz un(t)dt =" /b up(t)dt.

4 n>0 n>0v?
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[Proposition 5 (Théoréme d’intégration terme a terme)}

Soit (u,)nen une suite de fonctions continues par morceaux. Si
e pour tout n, u, est intégrable sur I,

° E u, converge simplement vers une fonction S continue par morceaux sur I,

o la série Z/|u,,(t)| dt converge,
I

+00 +o00 400
alors Z U, est intégrable sur T et : /IZ fo(t)dt = Z/Ifn(t)dt.
n=0 n=0 n=0

Remarque 6

Parfois, lorsque le théoreme d'intégration terme a terme ne fonctionne pas, il peut étre utile
de faire un théoreme de convergence dominée sur les sommes partielles. Ce genre de situation
arrive lorsque le signe de f,(t) dépend de n ou que f, est a valeurs complexes.

3 Intégrales a paramétres

f Définition 7 )

On appelle «intégrale a paramétre » toute fonction de la forme

A=K
X — /f(x, t)dt,
I

ol f est une fonction de deux variables, définie sur A x I, telle que, pour tout x, t — f(x,t)
est continue par morceaux, intégrable sur 1.

[Proposition 8 (Théoréme de continuité des intégrales a paramétre)}

Si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction définie sur A x I, telle que :
e pour tout t € I, x — f(x, t) est continue sur A,
e pour tout x € A, t — f(x, t) est continue par morceaux sur I,
e il existe une fonction ¢ intégrable sur I, indépendante de x, telle que pour tout
(x,t) € Ax T, onait |[f(x, t)] < (1),

alors la fonction x +— /f(x, t)dt est définie et continue sur A.
I

Remarque 9

On peut chercher a faire une domination sur tout segment : on remplace la derniére hypothése
par « il existe une fonction ¢ intégrable sur I, indépendante de x, telle que pour tous a < b
dans A, pour tous (x, t) € [a, b] X I, on ait |f(x, t)| < ©(t) » .
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[Proposition 10 (Théoréme de convergence dominée a paramétre continu)}

Si A et I sont deux intervalles de R, a une borne de A et f une fonction définie sur A x I telle
que :

e pour tout t €I, f(x, t) — £(t),
X—a
e pour tout x € A, t — f(x,t) et t — £(t) sont continues par morceaux sur I,

e il existe une fonction ¢ intégrable sur I, indépendante de x, telle que pour tout
(x,t) € Ax 1, on ait |f(x, t)] < p(t),

alors £ est intégrable sur I et :

/If(x, t)dt — /Iﬂ(t)dt.

[Proposition 11 (Théoréme de dérivation des intégrales a paramétres)}

Si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction définie sur A x I, telle que :
e pour tout t € I, x — f(x, t) est de classe € sur A,

e pour tout x € A, t — f(x, t) est intégrable sur I,

of )
e pourtout x € A, t > a—x(x, t) est continue par morceaux sur I,

e il existe une fonction ¢ intégrable sur I, indépendante de x, telle que pour tout

H t)\ <olt),

(x,t) € Ax 1T, on ait B

alors la fonction g : x — /f(x, t)dt est de classe €' sur A et vérifie :
I

of
() —
Vx €A d(x)= /Iax(x, t)dt.

[Proposition 12 (Théoréme de classe € des intégrales a paramétres)}

Si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction définie sur A x I, telle que :

e pourtout t € I, x — f(x, t) est de classe € sur A,

. f .
e pour tout j dans [0, k — 1], pour tous x € A, t — @(X, t) est continue par morceaux
et intégrable sur I,
okf .
e pour tout x € A, t+— M(X' t) est continue par morceaux sur I,

e il existe une fonction ¢ intégrable sur I, indépendante de x, telle que pour tout

(x,t) e Ax1I it &( t)| < o(t)
X, , on ai ok X, < (i),

alors la fonction g : x — /f(x, t)dt est de classe € sur A et vérifie :
I

: of
Vje[1,k], Vxe A gYV(x) = /—.(x, t)dt.
1 OX
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Remarque 13

e On peut faire une domination sur tout segment plutét que sur I tout entier.

e Pour la classe €, il suffit d’appliquer le théoréme de classe € pour tout k. Si on veut
le reformuler, on peut écrire le théoréme qui suit.

[Proposition 14 (Théoréme de classe ¥° des intégrales a paramétres)]

Si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction définie sur A x I, telle que :

e pour tout t € I, x — f(x, t) est de classe € sur A,
okf .
e pour tout k dans [0, k — 1], pour tous x € A, t — ——-(x, t) est continue par morceaux

sur I, et il existe une fonction @y intégrable sur I, indépendante de x, telle que pour
K

| o¢f
tout (x,t) € Ax I, on ait ’W(X' t)‘ < ok(t),
alors la fonction g : x — /f(x, t)dt est de classe € sur A et vérifie :
I

OKf
VkeN, ¥xe A g®(x) = /—k(x, t)dt.
1 Ox
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