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Interrogation écrite 12
Cadeau de Noél

Préambule. Le but de cette «interro » est de vous faire pratiquer sur plein de petits exercices
d’asymptotique. Je vous garantis que vous n'aurez absolument aucun dl a + de trois termes a faire.
Et la majorité des exercices se font juste par des équivalents bien choisis, et par la réponse a la
question « qui est gros » ?

1 Equivalent et limite...

1
1. ...en +oo de ?
> vn+1
1 1

0.

~ == —
N+ 1 n=+oo /N n—too

2. ...en +oo de Arctan(n)?

Correction

Arctan(n) ~
n—

s
0 27

2 n 212
3. ..en +0 de (n+1)"+e"(n+ mn%) ?

1—e"(n+2)>
Correction
n+1)2 +e"(n+ mn?)? e"mint
(n+1)y°+e"(ntmn’)” O
1-— efn(n —+ 2)5 n—+o0 1 n—-+o0 n—+o0

4, .en+4ocodevn+1—+/n7?

Correction
1 1
VitT-vi=va(y1+io1) ~ Y2 L
n n—+oo 20 24/N n—+oo
5. ..en +oode n(Vn+m—/n)?

4‘ Correction

n(m—%)zn\%<m—l>

s

~ n/n—

n—+o0 3n
nm

~

— +00.
n—4oco 3 n—too
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6. ..en oo de (1 +n)"7?

Correction

On écrit (1+ n)" = "+ Or

nin(1 4+ n) = nin(n) + nin (1—1—;) n_ioonln(n)+l+o(l),

donc

(1 + n)n — enln(n)+1+o(1) ~ ex enIn(n) —en” +o0.
n—-+oo n—+oo n—-+oo

l n
7. ...en +o0 de <1+n> ?

4‘ Correction

1 n
On écrit (1 + n) — e"n(1+3) Or,

1 1
nln <1+> ~ n—- — 1,
n n—+oo N n—+oo
1\" 1\"
donc (1 + ) — el donc (1 + ) ~ e
n n—r+oo n n—+o00

2

1 n
8. ...en +oo de <1+n) ?

4‘ Correction
2

. 1\"
On écrit (1 + n) —e™n(1+3) Or,

n—-+o00 n—-+o0

2 1 o1
ninll+— ~ n°— ~ n — 400,
n n

2)

1\" , , . A . o
donc (1 + — — +o00. Mais on n'a pas assez d'information pour avoir un équi-
n n—+oo

valent. On écrit

ein(1+1) = 2(i-L40(3 = n—l+o(1)
n) n—stoc no 2n2 n2 ) ) n—+oo 2 '

donc

1 n
J— ?
9. ...en +oo de <1 + ﬁ) !
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4‘ Correction

Par le raisonnement précédent, on trouve aussi +oo et

1\" 1
—_— ~Y \/5_7
(1+ ﬁ) n—>+ooe ’

1 In(n)
10. ...en +o0 de <1 + n) ?

4‘ Correction

1 In(n) L
On écrit <1 + n) — en(mn(1+3) O,

In(n) In (1+ r17> e Inn) — 0,

n n—+oo

1 In(n) 1 In(n)
donc <1 + n> — 1 donc <1 + n) ~ 1.

n—-+o00 n—-+o00

11. ...en +oo de <1 i) ?

Correction

1\" 1 1
On trouve (1) —_— - o~ =

n n—-+oo € n—+oo €

I(n! — n"
nl(n' —n )7
en '

Correction

12. ...en +oo de

n!(n! — n™) N n!(=n")

en n—-+o0 en
n'n"
n—+o00 el
n\ 2n
~  —V2Tn (7) — —O00.
n—-+oo e n—-+oo

—at —bt

13. ..en 0 de % (ou a+# b)?

4‘ Correction

FEE — 1—at—1+bt+o(t
ok i o) ~ b—a—b-—a.
t t—0 t t—0 t—0

sin(t?)

14. ..en 0 de ?
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Correction
sin(t?) t?

15. _enOdee =7

4‘ Correction

1 . ', . . 1
e —O> 0 et on ne sait pas trouver d'équivalent plus simple que e~ 2
t—

t

16. ...en 0 de e??

Correction

t

— ~ —,quin’apasdelimiteen0
t t—=0 t

el —1

?
t—1

17. ...en 0 de

Correction

et —1 t
— ~ — ~ —t—0
t—1 t—»0 —1 t—0 t—0

t
-1
18. ...en 0 de € ?

Correction

Correction

1 —sin(t) 1 o
t2 50 2 150 0

20. ...en 0 de ¥7

Vil —t)

1

1

—_——~r —= —
‘/t(l_t) t—0 \/E t—0

“+00

21. ..en 0 de VtIn(t)?

4‘ Correction

[l n'y a pas d'équivalent plus simple et on a une limite nulle

Arcsin(x)
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4‘ Correction

dur de la feuille. J'utilise que si f : x — Arccos(1 — x),

1 1

V1= (0= x)? 0 V2Jx’

o x—

En 0, Arcsin(x) ~o X En 0, Arccos(1) = 0 mais n'est pas dérivable... C'est LE calcul
X—

donc
f(x) = f(0)+vx+o(Vx ~ vx
x—0 x—0
donc Arcsin(x)
rcsin(x X
Arccos(1 — x) x50 /X vES s
In(t)
23. .enlde ——=7
V1-—1t2
Correction
In(t) t—1 1 1
~ ~N —— — =
Vi—t2t=1 (1—-t)(141t) t>1 2 t51 2

24. ..ena

1%

de In(x) —In(a) 7

Correction
In(x) —In(a)

a

X ]_—§X—>a

25. ...en +oo de

In(t) — tet .
sh(t)

Correction
In(t) — tet
sh(t)

~
t—+o00

26. ...en +oo de sh(t)ch(t)?

Correction

sh(t)ch(t)

el et

todoo 2 2 t—+oo 4 t—otoo

th

— +00

1
27. ...en +oo de Arctan(t)Arctan (t) ?

Correction

1
Arctan(t)Arctan (t)

ml

N == =
t—+oco0 2 t t—+oo

28. ...en +oo de

t2 — tin(t) .
sin(t) +t
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Correction

t2 — tin(t) t2
——— ~ — ~ t — +o0.
Slﬂ(f) +t to4oo t t—+oo  t—+4oo

29. ..en oo de X TVXT1 X2

4‘ Correction

e~ e o(e*tV*=1) donc

ex+\/§71 —eX o~ ex+\/§71 +00.
t—+o00 X—>+00

e\/;
30. ...en +oo de 7] ?
X

Correction

[l n'y a pas d'équivalent plus simple et, par croissances comparées,

ev* VX

& T B S T
X /X x—rtoo

2 Etudier le prolongement par continuité éventuel...

1. ...en 0 de e_%?

4‘ Correction

_1 . .
e < —O> 0 donc la fonction est prolongeable par continuité avec la valeur 0 en 0.
t—

1
2. ..enldee 27

4‘ Correction

1 1 . S
———— — —oodonce -7 — 0 donc la fonction est prolongeable par continuité
(1—1t2)2 t=1 t—1
avec la valeur O en 1.

cos(t)
3. ..en0de m

Correction
cos(t)

(1 —ef)? t—o t2° a

par continuité en 0.

ui n'a pas de limite finie en 0, donc la fonction n'est pas prolongeable

sin(t)

4, ..
en 0 de sh(?)
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Correction

sin(t t . -
(t) ~ — =1 donc la fonction est prolongeable par continuité avec la valeur 1 en 0.
sh(t) t—o0 t

1
5. ...en0de —
Vit

Correction

— — 400, donc la fonction n'est pas prolongeable par continuité en 0.

VT t=0
6 en 0 de :
.o N P
Correction
t t

———— ~ — — 0, donc la fonction est prolongeable par continuité avec la
VEF1—+t t=0 1 t=0 P g P

valeur 0 en O.

In(In(t)) .
t—1

4‘ Correction

In(t) — 0% donc In(In(t)) — —oco donc
t—1 t—1

7. ..enlde

In(In(t .
M — —oo donc la fonction n'est pas
t—1 t-1

prolongeable par continuité en 1.

8. .en0det'?

Correction

tt = et Par croissances comparées, tIn(t) P 0 donc t* P 1 donc la fonction est
— —

prolongeable par continuité avec la valeur 1 en 0.

9. ...en 0 de Arctan(In(t))?

Correction

m . :
In(t) — —oo donc Arctan(In(t)) — —— donc la fonction est prolongeable par conti-
t—0 t—0 2

o s
nuité avec la valeur —3 en 0.

10. ...en 1 de l?ﬂ?
et —e

Correction

In(t)  In(1+(t—1)) t—1 1

ef—e  e(etl—1) toie(t—1) e

. o 1
donc la fonction est prolongeable par continuité avec la valeur — en 0.
e
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3 Intégrabilité

En comparant a une série de Riemann et uniquement en comparant a une série de Riemann, étudier

la convergence des séries de termes généraux suivants

e"—1
1. e
Correction
e"—1 4
~ — — 400 donc la série diverge
n2 n—-4o00 n2 n—-+o0
1
2. —M—
n+(=1)"v/n
Correction
L L donc la série diverge
_ ~ - rie diverge.
n—+ (—1)’7ﬁ n—+co N g
1
en —1
3.
n
Correction
e% -1 1 .
~ — donc la série converge.
n n—+oo N
1 n
4. e — <1 + )
n

Correction
On écrit
1 n
1 + —_ =] enln(1+%) = en(%_ﬁ-i_o(n%)) = el*iJrD(%)
n n—-+oo n—-+oo '
donc
n
e— (1 + 1) =e (1 — e*2’1n+0(%)> ~ =
n n—+oo 2N
donc la série diverge.

5. eV

Correction

1 .
eV — (ﬁ)%,\/ﬁ — 0,donce™V" = o <2) donc la série converge.
n——+oo n—+oo n
6. Vn+m—+/n

Correction

\/n+7r—\f:ﬁ( 1+7T—1) ~ L,donc
V n n—+oo 24/

la série diverge.
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1
7. -
nlt:
;
Correction
1 1 1 1
— = ——— et nt/n = exin(m  __, &0 — 1, donc — ~ =, donc la série
i+l nnl/n n——+0o nits n—odoo n
diverge.
e —n2"
T3 —n22n
Correction
e"—n.2" 2" (2\" . , ) > (2" .
3207 i 3T n 3) et, par croissances comparées, n 3 o
d e"—n2" 1 d I séri
onc 37— 257 ne o} P onc la série converge.
9 n+3\""
"\ 2n+1
Correction
C’est un peu plus compliqué.
In(n)
n + 3 =] eln(n)ln(;nt:il)_
2n+1
Or,
n+3 . 1
2n+1 /) n—4o0 2
et méme
n+31\ 1 0 5
2n+1) 2  4n+2
Donc
n+3 1 5 1 5
I =In{ = =In{=])+In|1 = —In(2
" <2n+1) " (2 +4n+2> " <2>+”< * 2n+1) nige Moo
donc
n+3 1
In(n)In <2n n 1) e In(2) In(n) 4+ In(n) x O (n)
ettt In(2) In(n) + o(1)
donc
e|n(n)|n(;;§1 — e~ h@In(n+o(1)  o=I@)In(n) _ ,~In(2)
n—-+o00 n—-+o0
Or, In(2) < 1 donc la série diverge.

1

10. In(n) In(ch(n))
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4‘ Correction

In(ch(n)) = In(e” +e™™) —In(2) = In(e") + In(1 + e72") — In(2) S donc
1

1
In(n) In(ch(n)) =400 nin(n)
de Bertrand! Mea culpa. La série diverge.

11. (cos \%) ' - %

Correction

, et 1a, je vous ai menti, on a besoin de parler de séries

1 n_ nin cosin
(cosﬁ> =e ( f)

enln(l—%-ﬁ-ﬁ-&-o(ﬂ%))

= (Frmmrre(d)

donc

(cos \%) - % = % (ef§+o(%) _ 1>

donc la série diverge.

n 2n
12. (1+2) - <1+1>
n n

Déja
n
14+ % _ enln(1+%)
n
= e(G-F+o())
n—-+o0
= e27%+0(%)
n—-+o00
2 1
o 2e)
n—+o00 n n
Puis

1 2n
(1 + n) _ e2n|n(1+%)

25—z +o(3))
n—-4o00
= 627%4‘0(%)
n—-+o00

(E-5+(3)
= e 1**4’0 _
n—-+o0 n n
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Donc

donc la série diverge.

En comparant aux intégrales de référence, étudier la convergence des intégrales suivantes

+o00 2t
1. / L
o l+t+1t?

4‘ Correction

e |'intégrande est continu sur [0, +o0],
2t t 2t _2 on intégrable en +
« —— ~ — ==, non intégr n +oo,
14+t+1t2 t—+oo 2 t ¢

donc l'intégrale ne converge pas.

400
2. / e Vidt
0

Correction

o t e VT est continue sur [0, +oo|,
1 .
o 2 Vi= (V)% VT — 0,donce vVt = o () intégrable en +oo0,
t—+00 t—+o00 t2

donc I'intégrale converge.

oo sh(t)
3./0 it

t > sh(t) t conti [0, +o0[
est continue sur [0, +o0],
ch(vt)
sh(t) S _ v
~ = e
Ch(\/ﬂ t—+oo 67‘5 € t—+o00 oo,
donc l'intégrale diverge.

L dt
+ /o t(1— 1)
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Correction

Vi —1t)

1 1

* Vil oo) o VE
1 1

* Vil —1t) 51 VIt

donc I'intégrale converge.

5. /%o In(t) ¢

t2

Correction

ot est continue sur ]0, 1],

intégrable en 0,

intégrable en 1,

In(t .
° t— nt(2) est continue sur [1, +o0],
In(t) In(t) In(t) 1 o
o t3/2 5 = v t_>—>+OOO donc 7 e O\ B2 ) intégrable en +oo,

donc I'intégrale converge.

6. /ﬂo e VBt
1

4‘ Correction

o t— e VPt est continue sur [1, +oo],

o eVt = @2IN(O-VE=t Mais In(t) = o(Vt2—1t) (car V2 —t ~ 1)

t—+4oo

1 .
donc t?e V¥t — 0, donce VEt = o <2> intégrable en +o0,
t—+00 t—+00 t

donc I'intégrale converge.
o In(t
L[,

4‘ Correction

In(t _
ot t2( )1 est continue sur |0, 1{U]1, +oof,
In(t t—1 1 . N
i (_)1 S12(t-1) 2 donc I'intégrande est prolongeable par continuité en 1,
In(t) o
2 _1 150 In(t), intégrable en 0,
In(t) In(t) In(t) -
3/2 N ) I |
* TR T i VE ot 0, donc = = o7 |, intégrable en +o0,

donc l'intégrale converge.

(0D
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4‘ Correction
1 t
o tire— (1 + t) est continue sur |1 + oo,
e ensuite,
t
(1 + 1) — oth(1+})
t
= et(%7i+o(%2))
t—+o0
= el_i"'o(%)
t—+o0
ot
= ——+4o0
t—+o0 2t t
donc 5
e 14 L ¢
t) totoo 2t
non intégrable en 400,
donc l'intégrale ne converge pas.

1
0. [ et
1 (14+2)V1-1t2

Correction
1 ) ) -
° est continue sur ] — 1,1 et paire, donc on n'étudie I'intégra-

try ——
(1+t2)V1-1t2
bilité qu'en 1,
1

1
(1+t2)V1-—1t2 14Tt

donc l'intégrale converge.

intégrable en 1,

€ dt
10. /o 1 —1In(t)

1

est continue sur |0, €],

t ————

* 1—In(t)
1 1 o S

° ~ = — 0, donc l'intégrande est prolongeable par continuité en

1—1In(t) t=0 In(t) t=0

0,
e enfin,

1 1 I e

1-n(t)  In(f)t5e I—-1 "t-e

non intégrable en 0,

donc l'intégrale ne converge pas.
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