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Chapitre 10
Séries entiéres — Résumé de cours

1 Définitions, rayon de convergence

Définition 1
Une série entiére est une série de fonctions Z f, ou la fonction f, : C — C est de la forme
f, . z+— a,z" pour tout n € N.

f—‘ Remarque 2 2
1. Par abus de notation, la série entiére de la définition ci-dessus se note simplement
Zanz”.

2. Pour z = 0, tous les termes de la série sont nuls sauf éventuellement celui d'indice n = 0
qui est ag.

[Proposition 3 (Lemme d’AbeI)j‘

Si la suite (a,Zz{) est bornée, alors L anz" converge absolument pour |z| < |z].

Définition 4 (Rayon de convergence)}

Le rayon de convergence de 2 anz" est

R =sup {r € Ry, lasuite (a,r"),cy est bornée }.

Remarque 5

L'ensemble {r € Ry, la suite (a,r"),cy €st bornée } est un intervalle.

Proposition 6
Soit a,z" une série entiére de rayon de convergence R, et z5 € C.

e Si|z| > R, alors E anzy diverge grossiérement.

e Si|z| < R, alors E anz§ converge absolument.

Remarque 7

La propriété précédente est une caractérisation du rayon de convergence. ]
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Proposition 8

Pour a € R, le rayon de convergence de Z n*x" vaut 1.

[Proposition 9 (Théorémes de comparaison)]
: Soient R, et R}, les rayons de convergence respectifs de Z a,z" et Z b,z".

1. Si a, e O (by), alorson a R, = Ry.

2. Sia, ~ by alorsonaR,;=R,.
n—+oo

Remarque 10

Le (i) est aussi valable si a, = o(b,) ou si I'on met des modules sur a, ou bj.
n—-+oo

[Point de méthode 11 (Méthodes pour déterminer le rayon de convergence)]

1. On cherche a déterminer I'ensemble des r > 0 tels que Z ant" converge absolument.

(a) Utiliser la régle de D'Alembert.

(b) Dans le cas ou Vn € N, a, # 0, et dans ce cas SEULEMENT, on a une « super-

a
régle de D'Alembert » : si [3n+1|

— £, alors le rayon de convergence de la série
|an‘ n—-+oo

entiére est égal a 7
2. On fait des équivalents pour se ramener & un terme facile a traiter (avec la regle de
D’Alembert, ou comme terme de série entiére usuelle).

3. On fait des inégalités pour majorer/minorer le rayon de convergence.

Proposition 12 (Somme de deux séries entiéres)}

Soient L a,z" et L b,z" deux séries entiéres de rayon de convergence respectif R, et Rp. Le

rayon de convergence R de la série entiére Z (an + bp) z" vérifie I'inégalité R > min (R,, Rp).
De plus, pour tout z € C vérifiant |z| < min (R, Rp), on a

+o0 +oo +oo
Z (an+ bn) 2" = (Z anz”> + (Z bnz”>
n=0 n=0 n=0

Remarque 13
Si R, # Rp, alors on a I'égalité R = min (R, Rp). ]
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[Proposition 14 (Produit de Cauchy de deux séries entiéres)}

: Soient L a,z" et Lbnz” deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R, et
Rp. Le produit de Cauchy des deux séries entiéres Zanzn et anz” est la série entiére
Z c,z" définie par

n
VneN, c¢,= Z abp_k.
k=0

Son rayon de convergence R vérifie R > min(R,, Rp) et pour tout z € C vérifiant |z]| <
min (R,, Rp), on a

+o0 +o0 +o0
Z c,z" = (Z a,,z”) (Z b,,z”)
n=0 n=0 n=0

2 Régularité de la somme d’une série entiére

Désormais, pour les deux prochaines parties, toutes nos séries entiéres sont avec des variables réelles
(mais des coefficients potentiellement complexes).

Proposition 15

Une série entiére réelle de rayon de convergence R converge normalement sur tout segment
inclus dans | — R, R[.

Remarque 16

On n’a pas, en général, de convergence normale sur l'intervalle/le disque de convergence. ]

[Proposition 17 (Primitivation et intégration d’une série entiére)}

Soit 2 anx" une série entiére, S sa somme, R son rayon de convergence.

1. La primitive de S sur ] — R, R[ qui s’annule en 0 est définie par

X o]
dn
Vx €] — R, R, /Stdt: x"L
] [ ; (t) n§:0”+

b © b
2. En particulier, pour tous a < b dans | — R, R|, / S(t)dt = Z/ ant"dt.
a n—o”a

Proposition 18

La somme d'une série entiére est continue sur son intervalle de convergence.
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[Proposition 19 (Régularité et dérivation d’'une série entiére)]

Soit L anx" une série entiére, S sa somme, R > 0 son rayon de convergence.
1. S est dérivable sur | — R, R et pour tout x dans | — R, R, Z na,x"!
n=1
2. Z nap,x" et Z anx" ont le méme rayon de convergence

3. S est en fait de classe € sur | — R, R et pour tout p dans N, pour tout x dans | — R, R|,

n!
dn

SP) =3 nn=1)... (1= p+Danx"" =3¢

n—p)!
nzp nzp p)

Corollaire 20

A _ o 5(/3)(0)
1. Avec les mémes notations que précédemment, a, = :

p!
2. Il'y a unicité des coefficients d'une série entiére : si Z ax" et Z bpx" sont deux séries
entiéres qui coincident sur un intervalle | — R, R][, alors pour tout n, a, = bp.

3 Deéveloppement en série entiére

( Définition 21 N
Une fonction f est dite développable en série entiére (au voisinage de 0) s'il existe R > 0 et
(an)nen une suite de complexes tels que Z anx" converge sur | — R, R[ et

Vx €l = R Rl F(x) =Y apx".

n=0

Remarque 22

f(n)(o)

On I'a vu, dans ce cas, f est € et a, =
n!

Définition 23
f(”)(O)

On appelle série de Taylor d'une fonction f de classe €*° la série entiére Z

Remarque 24

1. Si f est développable en série entiére, alors elle est égale a sa série de Taylor au voisinage
de 0.

2. L'inégalité de Taylor-Lagrange peut nous aider a montrer qu'une fonction est développable
en série entiere, de méme que la (HP) formule de Taylor avec reste intégral.
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3. Il existe des fonctions €°° qui ne sont pas développables en série entiére, par exemple

0sit<O O0sit=0
t— . out— 1
e tsit>0 e 2sit#0

[Proposition 25 (Développements en série entiére usuels)}

Formule Rayon
+o0o X"
exp(x) = Z -l +00
n=0 "
+o00o X2n
cos(x) = Z(—l)” 2] +00
n=0 )
io x2n+1
sin(x) =) (-1)"—— +o0
prd (2n+1)!
+o00 X2n
Ch(X) = Z m 400
n=0 )
too X2n+1
sh(x) :Zi(2n+1)! +00
n=0
1 +o00
n
= 1
1—x ;X
1 +o0o
= —1)"'x" 1
1+x ngo( )™
+o00 N
In(1 —x)=-— Z — 1
n=1 n
+o0
-1 n+1
In(l—&—x)zzix" 1
n=1 n
+Z°O x2n+1
Arctan(x) = » (—1)" 1
pord 2n+1
+o0
1) (a— 1
(1+x)°‘:1+2a(a ) nl(a N | g
n=1 )

f—1 Remarque 26 D

1. Pour a € N, la somme du dernier DSE est finie.
2. Il faut avoir déja fait une fois, par soi-méme, le DSE de 1+ x, et surtout celui de
1

VIF+x'

ainsi que celui de Arcsin(x).
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4 Le cas de la variable complexe

r—[ Définition 27 (Rappel)} .

Une fonction f : D C C — C est dite continue si pour tout a dans D, pour tout € > 0, il existe
6 > 0 tel que

VxeD, |[x—al<d=|f(x)—f(a)] <e.

On écrit aussi que f(x) = f(a).
X—a

Proposition 28

1. Une série entiére réelle de rayon de convergence R converge normalement sur tout disque
fermé inclus dans le disque ouvert de convergence.

2. La somme d'une série entiére est continue sur le disque ouvert de convergence.

Proposition 29

—+o0
. 1
1. Pour tout z € C vérifiant |z] < 1, —— = E z".
11—~z
n=0
+o0 Zk
Z — P
2. Pour tout z € C, e* = E PR

n=0
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