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Autour des matrices de Toeplitz
I Généralités et quelques exemples
Q 1. Si (𝑡−u�+1, …, 𝑡u�, …, 𝑡u�−1) sont 2𝑛 − 1 nombres complexes, alors

𝑇 (𝑡−u�+1…, 𝑡0, …, 𝑡u�−2, 𝑡u�−1) = 𝑡−u�+1
⎛⎜
⎝

0 … 0
⋮

1 0
⎞⎟
⎠

+ 𝑡−u�+2
⎛⎜
⎝

0 … 0
1 0 ⋮
0 1 ⋯ 0

⎞⎟
⎠

+ … + 𝑡u�−1
⎛⎜
⎝

0 1
⋮
0 ⋯ 0

⎞⎟
⎠

=
u�−1
∑

u�=−u�+1
𝑡u�𝐷u�,

donc Toepu�(𝕂) = Vect(𝐷−u�+1, …, 𝐷0, …, 𝐷u�−1), donc Toepu�(𝕂) est un sous-espace vectoriel de ℳu�(𝕂), engendré
par (𝐷−u�+1, …, 𝐷0, …, 𝐷u�−1), qui est clairement une famille libre, donc en est une base. Donc Toepu�(𝕂) est de
dimension 2𝑛 − 1.
Q 2. Soient 𝐴 et 𝐵 deux matrices qui commutent. Alors on démontre par récurrence que pour tout 𝑘 dans
ℕ, 𝐴𝐵u� = 𝐵u�𝐴. L’initialisation est évidente car 𝐴 commute avec 𝐼u�. Ensuite, si 𝐴𝐵u� = 𝐵u�𝐴 pour un certain
𝑘, alors 𝐴𝐵u�+1 = 𝐴𝐵u�𝐵 = 𝐵u�𝐴𝐵 par hypothèse de récurrence, donc 𝐴𝐵u�+1 = 𝐴𝐵u�+1 car 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. D’où
l’hérédité et le résultat par récurrence.
Ensuite, on montre de même que pour tout 𝑗 et pour tout 𝑘 entiers, 𝐴u�𝐵u� = 𝐵u�𝐴u�.
Enfin, si 𝑃 et 𝑄 sont deux polynômes, on écrit 𝑃(𝑋) = ∑u�

u�=0 𝑎u�𝑋 u� et 𝑄(𝑋) = ∑u�
u�=0 𝑏u�𝑋u�, donc

𝑃(𝐴)𝑄(𝐵) = (
u�

∑
u�=0

𝑎u�𝐴u�) (
u�

∑
u�=0

𝑏u�𝐵u�)

=
u�

∑
u�=0

u�
∑
u�=0

𝑎u�𝑏u�𝐴u�𝐵u�

=
u�

∑
u�=0

u�
∑
u�=0

𝑎u�𝑏u�𝐵u�𝐴u� par ce que l’on vient de démontrer

= (
u�

∑
u�=0

𝑏u�𝐵u�) (
u�

∑
u�=0

𝑎u�𝐴u�) = 𝑄(𝐵)𝑃(𝐴)

Donc 𝑃(𝐴) et 𝑄(𝐵) commutent.

I.A – Cas de la dimension 2

Soit 𝐴 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑎 ) une matrice de Toeplitz de taille 2 × 2, où (𝑎, 𝑏, 𝑐) sont des complexes.

Q 3. Si 𝑥 ∈ ℂ, on calcule det(𝑥𝐼2 − 𝐴) = ∣ 𝑥 − 𝑎 −𝑏
−𝑐 𝑥 − 𝑎 ∣ = (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑎) − 𝑏𝑐 = 𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2 − 𝑏𝑐.

Q 4. Le discriminant de ce polynôme caractéristique est 4𝑎2 − 4(𝑎2 − 𝑏𝑐) = 4𝑏𝑐. Ainsi, si 𝑏 et 𝑐 sont non nuls,
le polynôme caractéristique a deux racines distinctes, donc est scindé à racines simples, et 𝐴 est diagonalisable.
En revanche, si 𝑐 = 0, 𝐴 est triangulaire supérieure avec que des 𝑎 sur la diagonale : si elle était diagonalisable,
elle serait semblable à 𝑎𝐼2, donc égale à 𝑎𝐼2. Donc si 𝑏 ou 𝑐 est nul, 𝐴 est diagonalisable si et seulement si 𝑏 et
𝑐 sont nuls.
Réduction d’une matrice sous forme de Toeplitz
Q 5. La matrice 𝑀 est dans ℳ2(ℂ), donc est trigonalisable. Si elle admet deux valeurs propres distinctes,
elle est diagonalisable donc semblable à une matrice du premier type. Sinon, elle est semblable à une matrice
du second type.
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Q 6. Soit 𝑀 dans ℳ2(ℂ). Si 𝑀 n’admet qu’une valeur propre, alors 𝑀 est semblable à une matrice du

type ( 𝛼 𝛾
0 𝛼 ), qui est de Toeplitz. Sinon, 𝑀 est semblable à une matrice de la forme ( 𝛼 0

0 𝛽 ). Posons

𝑃 = ( 1 1
−1 1 ). Alors 𝑃 est inversible et 𝑃 −1 = 1

2 ( 1 −1
1 1 ). Alors

𝑃𝐴𝑃 −1 = 1
2 ( 1 1

−1 1 ) ( 𝛼 0
0 𝛽 ) ( 1 −1

1 1 )

= 1
2 ( 𝛼 𝛽

−𝛼 𝛽 ) ( 1 −1
1 1 )

= 1
2 ( 𝛼 + 𝛽 −𝛼 + 𝛽

−𝛼 + 𝛽 𝛼 + 𝛽 ) ,

qui est une matrice de Toeplitz. D’où le résultat désiré.

I.B – Un autre cas particulier : les matrices tridiagonales
Q 7. On écrit l’équation aux valeurs propres 𝐴u�(𝑎, 𝑏, 𝑐)𝑋 = 𝜆𝑋 . Elle se réécrit sous la forme du système
suivant

⎧{{
⎨{{⎩

𝑎𝑥1 +𝑏𝑥2 = 𝜆𝑥1
𝑐𝑥1+ 𝑎𝑥2 +𝑏𝑥3 = 𝜆𝑥2

⋮
𝑐𝑥u�−2+ 𝑎𝑥u�−1 +𝑏𝑥u� = 𝜆𝑥u�−1
𝑐𝑥u�−1+ 𝑎𝑥u� = 𝜆𝑥u�,

soit, en faisant passer les termes de droite à gauche, et en introduisant 𝑥0 et 𝑥u�+1 qui sont nuls, on obtient

⎧{{
⎨{{⎩

𝑏𝑥2 (𝑎 − 𝜆)𝑥1 +𝑐𝑥0 = 0
𝑏𝑥3+ (𝑎 − 𝜆)𝑥2 +𝑐𝑥1 = 0

⋮
𝑏𝑥u�+ (𝑎 − 𝜆)𝑥u�−1 +𝑐𝑥u�−2 = 0

𝑏𝑥u�+1+ (𝑎 − 𝜆)𝑥u� +𝑐𝑥u�−1 = 0 ,

d’où le résultat souhaité.
Q 8. Par le cours, on sait que deux cas sont possibles :
1. si (e) admet deux solutions distinctes 𝑟1 et 𝑟2, on a pour tout 𝑘, 𝑥u� = 𝛼𝑟u�

1 +𝛽𝑟u�
2 avec 𝛼 et 𝛽 deux complexes.

2. si (e) n’admet qu’une solution (racine double du polynôme), 𝑟0, alors pour tout 𝑘, 𝑥u� = (𝛼 + 𝛽𝑘)𝑟u�
0 .

Q 9. Mais, en utilisant les deux conditions 𝑥0 = 0 et 𝑥u�+1 = 0 dans le deuxième cas, on obtient que 𝛼 = 𝛽 = 0,
i.e. que 𝑥0 = 𝑥1 = … = 𝑥u� = 𝑥u�+1 = 0, absurde car 𝑋 est un vecteur propre, donc n’est pas nul. Donc le second
cas est à exclure et l’équation admet nécessairement deux solutions.
Q 10. Si 𝑟1 ou 𝑟2 était nul, alors par le même raisonnement que précédemment, on aurait 𝑋 qui serait nul,
absurde. Ensuite, 𝑥0 = 0 donc 𝛼 = −𝛽 , et 𝑥u�+1 = 0, donc 𝛼𝑟u�+1

1 − 𝛼𝑟u�+1
2 = 0. Or, 𝛼 n’est pas nul car sinon 𝑋

serait le vecteur nul, donc 𝑟u�+1
1 = 𝑟u�+1

2 , donc, en divisant par 𝑟2, ( u�1
u�2

)
u�+1

= 1, i.e. u�1
u�2

appartient à 𝕌u�+1.
Q 11. Par les formules du produit et de la somme de racines d’un polynôme, ou bien en écrivant que 𝑏𝑥2 +(𝑎−
𝜆)𝑥 + 𝑐 = 𝑏(𝑥 − 𝑟1)(𝑥 − 𝑟2), on en déduit que 𝑟1𝑟2 = u�

u� et 𝑟1 + 𝑟2 = u�−u�
u� . Mais u�1

u�2
∈ 𝕌u�+1, donc on dispose de

ℓ ∈ ⟦1, 𝑛⟧ tel que 𝑟1 = 𝑟2𝑒
2u�ℓu�
u�+1 (on a éliminé le cas ℓ = 0 car nécessairement, 𝑟1 ≠ 𝑟2). Donc l’équation 𝑟1𝑟2 = u�

u�
donne

𝑟2
2 𝑒

2u�ℓu�
u�+1 = 𝑐

𝑏 = 𝑏𝑐
𝑏2 ,

donc 𝑟2 = u�
u� 𝑒− u�ℓu�

u�+1 , où 𝑟ℎ𝑜 est une racine de 𝑏𝑐. On en déduit par la dernière équation que 𝜆 = 𝑎 + 𝑏(𝑟1 + 𝑟2),
donc

𝜆 = 𝑎 + 𝜌 (𝑒
u�ℓu�
u�+1 + 𝑒− u�ℓu�

u�+1 ) = 𝑎 + 2𝜌 cos ( ℓ𝜋
𝑛 + 1) ,

d’où le résultat.
Q 12. On en déduit maintenant l’expression de 𝑥u� : on sait que 𝑥u� = 𝛼(𝑟u�

1 −𝑟u�
2 ), donc 𝑥u� = 𝛼 u�u�

u�u� (𝑒
u�ℓu�
u�+1 − 𝑒− u�ℓu�

u�+1 ) =

𝛼 u�u�

u�u� 2𝑖 sin ( ℓu�u�
u�+1 ). Le résultat est ainsi démontré !
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Q 13. L’analyse effectuée précédemment nous a montré que si ℓ ∈ ⟦1, 𝑛⟧, alors le vecteur 𝑋 =u� (𝑥1, …, 𝑥u�) défini
par, pour tout 𝑘, 𝑥u� = u�u�

u�u� 2𝑖 sin ( ℓu�u�
u�+1 ) est vecteur propre de 𝐴u�(𝑎, 𝑏, 𝑐) associé à la valeur propre 𝑎+2𝜌 cos ( ℓu�

u�+1 ).
Ensuite, pour tous entiers ℓ et ℓ′ dans ⟦1, 𝑛⟧, cos ( ℓu�

u�+1 ) ≠ cos ( ℓ′u�
u�+1 ), donc on a bien trouvé 𝑛 valeurs propres

distinctes pour 𝐴u�(𝑎, 𝑏, 𝑐), donc cette matrice est diagonalisable.

II Matrices circulantes
Q 14. Écrivons les matrices par bloc pour y voir plus clair. On peut écrire 𝑀u� = ( 0u�−1,1 𝐼u�−1

1 01,u�−1
). De même,

𝑀 2
u� = ( 0u�−2,2 𝐼u�−2

𝐼2 02,u�−2
) et, pour tout 𝑘 ⩽ 𝑛 − 1, 𝑀 u�

u� = ( 0u�−u�,u� 𝐼u�−u�
𝐼u� 0u�,u�−u�

). Enfin, 𝑀 u�
u� = 𝐼u�. Donc 𝑀u� est

inversible d’inverse 𝑀 u�−1
u� =u� 𝑀u�.

Q 15. On sait que 𝑀 u�
u� = 𝐼u� donc 𝑋u� − 1 est un polynôme annulateur de 𝑀u�. Or 𝑋u� − 1 = ∏u�−1

u�=0 (𝑋 −

𝑒
2u�u�u�

u� ) = ∏u�−1
u�=0 (𝑋 − 𝜔u�

u�), donc 𝑋u� − 1 est un polynôme scindé à racines simples. Donc 𝑀u� est diagonalisable
et ses racines sont toutes parmi les racines 𝑛-ièmes de l’unité. Ensuite, si 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧, alors l’équation

𝑀u�
⎛⎜
⎝

𝑥1
⋮

𝑥u�

⎞⎟
⎠

= 𝜔u�
u�

⎛⎜
⎝

𝑥1
⋮

𝑥u�

⎞⎟
⎠

s’écrit

⎧{
⎨{⎩

𝑥2 = 𝜔u�𝑥1
𝑥3 = 𝜔u�𝑥2

⋮
𝑥1 = 𝜔u�𝑥u�

Soit, pour tout 𝑖, 𝑥u� = 𝜔u�(u�−1)
u� 𝑥1. Donc pour tout 𝑘 dans ⟦0, 𝑛 − 1⟧, 𝜔u�

u� est valeur propre, avec comme espace

propre associé la droite propre dirigée par
⎛⎜⎜⎜
⎝

1
𝜔u�

u�
⋮

𝜔u�−1
u�

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

Q 16. La matrice Φu� est la matrice des vecteurs propres de 𝑀u�, calculée dans la question précédente. Il s’agit
donc d’une matrice de passage d’une base dans une autre. Donc Φu� est inversible, et Φ−1

u� 𝑀u�Φu� est la matrice
dont les termes diagonaux sont 1, 𝜔u�, …, 𝜔u�−1

u� .
Q 17. Si 𝐴 est une matrice circulante, alors on dispose de 𝑡0, 𝑡1, …, 𝑡u�−1 tels que 𝐴 = 𝑇 (𝑡1, 𝑡2…, 𝑡0, 𝑡1, …, 𝑡u�−2, 𝑡u�−1),
i.e.

𝐴 = 𝑡0𝑀 0
u� + 𝑡1𝑀u� + … + 𝑡u�−1𝑀 u�−1

u� = 𝑃(𝑀u�),

où 𝑃(𝑋) = ∑u�−1
u�=0 𝑡u�𝑀 u�

u� . Réciproquement, si 𝑃(𝑋) = ∑u�−1
u�=0 𝑡u�𝑋u�, 𝑃(𝑀u�) = 𝑇 (𝑡1, 𝑡2…, 𝑡0, 𝑡1, …, 𝑡u�−2, 𝑡u�−1).

D’où l’égalité souhaitée.
Q 18. On remarque que 𝑋u� − 1 est un polynôme annulateur de 𝑀u�. Écrivons donc 𝑃 = (𝑋u� − 1)𝑄 + 𝑅 avec
𝑄 et 𝑅 dans ℂ[𝑋] et 𝑅 de degré strictement inférieur à 𝑛. Alors 𝑃(𝑀u�) = (𝑀 u�

u� −𝐼u�)𝑄(𝑀u�)+𝑅(𝑀u�) = 𝑅(𝑀u�).
Écrivons maintenant 𝑅(𝑋) = ∑u�−1

u�=0 𝑡u�𝑋u�. Alors

𝑅(𝑀u�) =
u�−1
∑
u�=0

𝑡u�𝑀 u�
u� = 𝑇 (𝑡1, 𝑡2, …, 𝑡0, 𝑡1, …, 𝑡u�−2, 𝑡u�−1),

donc 𝑃(𝑀u�) est une matrice circulante.
Q 19. On sait que l’ensemble des matrices circulantes est l’ensemble {𝑃(𝑀u�) | 𝑃 ∈ ℂ[𝑋]}. Cet ensemble est
non vide et bien inclus dans l’ensemble des matrices de Toeplitz.
Soient 𝐴 et 𝐵 sont deux matrices circulantes, 𝜆 et 𝜇 deux réels. Soient 𝑃 et 𝑄 deux polynômes tels que
𝐴 = 𝑃(𝑀u�) et 𝐵 = 𝑄(𝑀u�). Alors 𝜆𝐴 + 𝜇𝐵 = 𝜆𝑃(𝑀u�) + 𝜇𝑄(𝑀u�) = 𝑅(𝑀u�) où 𝑅 = 𝜆𝑃 + 𝜇𝑄 est un polynôme
à coefficients complexes. Donc 𝜆𝐴 + 𝜇𝐵 est une matrice circulante, donc l’ensemble des matrices circulantes est
un sous-espace vectoriel de l’ensemble des matrices de Toeplitz.
De même, 𝐴𝐵 = 𝑃(𝑀u�)𝑄(𝑀u�) = (𝑃𝑄)(𝑀u�), qui est est une matrice circulante par la question précédente,
d’où la stabilité par produit.
Enfin, remarquons que u�𝑀u� = 𝑀 u�−1

u� , donc si 𝐴 est une matrice circulante et si 𝑃 est un polynôme tel que
𝐴 = 𝑃(𝑀u�), u�𝐴 =u� 𝑃(𝑀u�) = 𝑃(u�𝑀u�) = 𝑃(𝑀 u�−1

u� ) = 𝑄(𝑀u�) où 𝑄(𝑋) = 𝑃(𝑋u�−1), donc, comme nous venons
de voir que tout polynôme en 𝑀u� était une matrice circulante, 𝑄(𝑀u�) est circulante.
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Q 20. Soit 𝐴 une matrice circulante. Alors on dispose de 𝑃 dans ℂ[𝑋] tel que 𝐴 = 𝑃(𝑀u�). Alors Φ−1𝑀u�Φ =

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 (0)
𝜔u�

⋱
(0) 𝜔u�−1

u�

⎞⎟⎟⎟
⎠

= 𝐷. Donc Φ−1𝑀 2
u�Φ = 𝐷2 et par une récurrence immédiate, pour tout 𝑘 dans ℕ,

Φ−1𝑀 u�
u� Φ = 𝐷u�, donc par linéarité Φ−1𝐴Φ = Φ−1𝑃(𝑀u�)Φ = 𝑃(𝐷) =

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑃(1) (0)
𝑃 (𝜔u�)

⋱
(0) 𝑃 (𝜔u�−1

u� )

⎞⎟⎟⎟
⎠

, donc 𝐴

est diagonalisable, de valeurs propres 𝑃(1), 𝑃 (𝜔u�), …, 𝑃 (𝜔u�−1
u� ) et de vecteurs propres identiques à ceux de 𝑀u�.

III Étude des matrices cycliques
III.A – Endomorphismes et matrices cycliques
Q 21. Supposons qu’il existe 𝑥0 dans ℂu� tel que (𝑥0, 𝑓u�(𝑥0), …, 𝑓 u�−1

u� (𝑥0)) forme une base de ℂu�. Alors
déterminons la matrice de 𝑓u� dans cette base : 𝑓u�(𝑥0) = 𝑓u�(𝑥0), 𝑓u�(𝑓u�(𝑥0)) = 𝑓 2

u�(𝑥0), …, 𝑓u�(𝑓 u�−2
u� (𝑥0)) =

𝑓 u�−1
u� (𝑥0) et 𝑓u�(𝑓u�(𝑥0)) = 𝑓 u�

u�(𝑥0). Mais (𝑥0, 𝑓u�(𝑥0), …, 𝑓 u�−1
u� (𝑥0)) forme une base de ℂu� : on peut donc écrire

𝑓 u�
u�(𝑥0) = ∑u�−1

u�=0 𝑎u�𝑓 u�
u�(𝑥0). Ainsi 𝑀 est semblable à la matrice souhaitée. La réciproque est immédiate, en

prenant comme 𝑈 le premier vecteur de la matrice de passage dans la relation de similitude.
III.A.1) Q 22. Pour tout 𝑘 dans ⟦0, 𝑛 − 1⟧, on remarque que

𝑓 u�
u�(𝑢) =

u�
∑
u�=1

𝑢1𝑓 u�(𝑒u�) =
u�

∑
u�=1

𝜆u�
u� 𝑢u�𝑒u�,

donc la famille (𝑢, 𝑓u�(𝑢), …, 𝑓 u�−1
u� (𝑢)) est une base de ℂu� si, et seulement si la matrice de terme général

(𝑢u�𝜆u�−1
u� )1⩽u�,u�⩽u� est inversible, i.e. ssi la matrice (𝑈 Λ) est inversible, où 𝑈 est la matrice diagonale de diago-

nale (𝑢1, …, 𝑢u�) et Λ est la matrice de Vandermonde (𝜆u�−1
u� )1⩽u�,u�⩽u�.

Q 23. D’après la question précédente, si 𝑓u� est un endomorphisme diagonalisable de valeurs propres (𝜆1, …, 𝜆u�),
il est cyclique ssi il existe une matrice diagonale 𝑈 telle que 𝑈 Λ est inversible où Λ est la matrice de Vandermonde
(𝜆u�−1

u� )1⩽u�,u�⩽u�, i.e. ssi Λ est inversible, i.e. ssi les valeurs propres de 𝑓u� sont deux à deux distinctes. Les vecteurs
cycliques sont alors tous les (𝑢1, …, 𝑢u�) avec les 𝑢u� non nuls.
III.A.2) Q 24. On résout comme indiqué le système linéaire. Le système linéaire 𝐶(𝑎0, …, 𝑎u�−1)𝑋 = 𝜆𝑋 s’écrit

⎧{{
⎨{{⎩

𝑎0𝑥u� = 𝜆𝑥1
𝑥1 + 𝑎1𝑥u� = 𝜆𝑥2

⋮
𝑥u�−2 + 𝑎u�−2𝑥u� = 𝜆𝑥u�−1
𝑥u�−1 + 𝑎u�−1𝑥u� = 𝜆𝑥u� ,

En effectuant la combinaison linéaire 𝐿1 ← 𝐿1 + 𝜆𝐿2 + 𝜆2𝐿3 + … + 𝜆u�−1𝐿u�, on obtient

𝑎0𝑥u� + 𝜆𝑥1 + 𝜆𝑎1𝑥u� + … + 𝜆u�−1𝑥u�−1 + 𝜆u�−1𝑎u�−1𝑥u� = 𝜆𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + … + 𝜆u�−1𝑥u�−1 + 𝜆u�𝑥u�,

soit, après simplifications,
u�−1
∑
u�=0

𝑎u�𝜆u�𝑥u� = 𝜆u�𝑥u�,

i.e. 𝑃(𝜆)𝑥u� = 0, avec 𝑃(𝑋) = 𝑋u� − ∑u�−1
u�=0 𝑎u�𝑋u�, donc si 𝑃(𝜆) ≠ 0, 𝑥u� = 0 et on en déduit que 𝑥1 = … =

𝑥u�−1 = 0 donc 𝑋 = 0 i.e. 𝜆 n’est pas valeur propre de 𝐶(𝑎0, …, 𝑎u�−1). En revanche, si 𝑃(𝜆) = 0, il existe une
solution 𝑋 non triviale au système linéaire (le reste du système est échelonné), donc 𝜆 est valeur propre de
𝐶(𝑎0, …, 𝑎u�−1).
Q 25. Le reste du système étant échelonné avec 𝑛 − 1 pivots, la dimension du sous-espace propre associé à 𝜆
est égale à 1. On a alors

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑥u�−1 = (𝜆 − 𝑎u�−1)𝑥u�
𝑥u�−2 = (𝜆2 − 𝜆𝑎u�−1 − 𝑎u�−2)𝑥u�

⋮
𝑥u� = (𝜆u�−u� − ∑u�−u�

u�=1 𝜆u�−1𝑎u�−u�) 𝑥u�
⋮

𝑥1 = (𝜆u�−1 − ∑u�−1
u�=1 𝜆u�−1𝑎u�−u�) 𝑥u� ,
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Q 26. Soit 𝑀 une matrice cyclique, 𝑀 = 𝐶(𝑎0, …, 𝑎u�−1). On sait que les valeurs propres de 𝑀 sont les racines
de 𝑃(𝑋) = 𝑋u� − ∑u�−1

u�=0 𝑎u�𝑋u�, et qu’elles sont toutes de multiplicité 1. Pour que 𝑀 soit diagonalisable, il faut
donc qu’elle ait 𝑛 valeurs propres distinctes, donc que 𝑃 soit scindé à racines simples. x_0)
III.A.3) Commutant d’un endomorphisme cyclique
Q 27. Si 𝑃 ∈ ℂ[𝑋], écrivons 𝑃(𝑋) = ∑u�

u�=0 𝑝u�𝑋u�. Alors

𝑓u� ∘ 𝑃 (𝑓u�) = 𝑓u� ∘ (
u�

∑
u�=0

𝑝u�𝑓 u�
u�) =

u�
∑
u�=0

𝑝u�𝑓 u�+1
u� = (

u�
∑
u�=0

𝑝u�𝑓 u�
u�) ∘ 𝑓u� = 𝑃(𝑓u�) ∘ 𝑓u� ,

donc 𝑃(𝑓u�) et 𝑓u� commutent. Donc 𝑃(𝑓u�) ∈ 𝒞(𝑓u�).
Q 28. Écrivons 𝑔(𝑥0) = 𝛼0𝑥+𝛼1𝑓u�(𝑥0)+…+𝛼u�−1𝑓 u�−1

u� (𝑥0). Posons ℎ = 𝑎0Id+𝑎1𝑓u� +𝑎2𝑓 2
u� +…+𝑎u�−1𝑓 u�−1

u� .
Alors pour tout 𝑘 dans ⟦0, 𝑛 − 1⟧,

𝑔(𝑓 u�
u�(𝑥0)) = 𝑓 u�

u�(𝑔(𝑥0))

= 𝑓 u�
u� (𝛼0𝑥 + 𝛼1𝑓u�(𝑥0) + … + 𝛼u�−1𝑓 u�−1

u� (𝑥0)) = 𝛼0𝑓u�(𝑥0) + 𝛼1𝑓 2
u�(𝑥0) + … + 𝛼u�−1𝑓 u�

u�(𝑥0) = 𝑔(𝑓 u�
u�(𝑥0)),

Donc pour tout 𝑘, 𝑔(𝑓 u�
u�(𝑥0)) = 𝑔(𝑓 u�

u�(𝑥0)), donc 𝑔 et ℎ coïncident sur une base de ℂu�𝑛, donc sont égales, donc
𝑔 = 𝛼0𝐼𝑑ℂu� + 𝛼1𝑓u� + … + 𝛼u�−1𝑓 u�−1

u� , i.e. 𝑔 est un polynôme en 𝑓u� .
Q 29. On conclut donc que 𝒞(𝑓u�) = ℂ[𝑓u� ] = {𝑃(𝑓u�), 𝑃 ∈ ℂ[𝑓u� ]}.
III.A.4) Q 30. 𝑁 est triangulaire avec une diagonale nulle donc, si elle était diagonalisable, elle serait semblable
à la matrice nulle, donc nulle, absurde. Elle possède une unique valeur propre, 0, donc l’espace propre associé
est Vect(𝑒u�) où 𝑒u� est le dernier vecteur de la base canonique de ℂu� (on a clairement 𝑒u� vecteur propre de
𝑁 pour la valeur propre nulle et le rang de 𝑁 se lit sur la matrice et est égal à 𝑛 − 1 donc son noyau est de
dimension 1).
Q 31. Oui, 𝑁 est cyclique, de vecteur cyclique 𝑒1 : 𝑁𝑒1 = 𝑒2, etc. (où (𝑒1, …, 𝑒u�) est la base canonique de ℂu�).
Q 32. On remarque que la matrice 𝑁 est une matrice cyclique. Son commutant est donc l’ensemble des
polynômes en 𝑁 . Or, 𝑁 u� = 0, donc son commutant est l’ensemble des polynômes en 𝑁 de degré inférieur ou
égal à 𝑛 − 1. Donc le commutant de 𝑁 est l’ensemble des matrices s’écrivant sous la forme

𝑎0𝐼u� + 𝑎1𝑁 + 𝑎2𝑁 2 + … + 𝑎u�−1𝑁 u�−1 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎0 0 ⋯ ⋯ 0
𝑎1 𝑎0 ⋮
𝑎2 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

𝑎u�−1 ⋯ 𝑎2 𝑎1 𝑎0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

c’est-à-dire les matrices triangulaires inférieure avec les mêmes termes sur chaque diagonale, c’est-à-dire les
matrices triangulaires inférieures de Toeplitz.
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III.B – Quelques résultats de calcul matriciel dans ℳu�(ℝ)
Q 33. Posons 𝐴 = (𝑎u�u�)1⩽u�,u�⩽u� et 𝐵 = (𝑏u�u�)1⩽u�,u�⩽u�. Alors si l’on pose 𝐴𝐵 = (𝑐u�u�)1⩽u�,u�⩽u�, alors pour tous 𝑝 et
𝑞 dans ⟦1, 𝑛⟧,

𝑐u�u� =
u�

∑
u�=1

𝑎u�u�𝑏u�u�.

Or, pour que 𝑎u�u�𝑏u�u� puisse être non nul, il faut (ce n’est pas suffisant) que 𝑘 − 𝑝 = 𝑖 et 𝑞 − 𝑘 = 𝑗, c’est-à-dire
que 𝑞 − 𝑝 = 𝑗 + 𝑖. Autrement dit si 𝑞 − 𝑝 ≠ 𝑖 + 𝑗, alors 𝑐u�u� = 0. Cela signifique exactement que 𝐴𝐵 ∈ Δu�u�.
Q 34. Si 𝐴 ∈ 𝐻u� et 𝐵 ∈ 𝐻u�, on écrit 𝐴 = ∑u�

u�=u� 𝐴u� avec pour tout 𝑘 dans ⟦𝑖, 𝑛⟧, 𝐴u� ∈ Δu�, et 𝐵 = ∑u�
u�=u� 𝐵u�,

avec pour tout 𝑘 dans ⟦𝑗, 𝑛⟧, 𝐵u� ∈ Δu�, donc

𝐴𝐵 =
u�

∑
u�=u�

u�
∑
ℓ=u�

𝐴u�𝐵ℓ.

Or, pour tout 𝑘 dans ⟦𝑖, 𝑛⟧ et ℓ dans ⟦𝑗, 𝑛⟧, 𝐴u�𝐵ℓ ∈ Δu�+ℓ ⊂u�+u�, car 𝑘 + ℓ ⩾ 𝑖 + 𝑗.
III.B.1)
Q 35. Posons 𝐴 = 𝐼u� − 𝐶 + 𝐶 2 − … + (−1)u�−1𝐶 u�−1. Alors

𝐴(𝐼u� + 𝐶) = 𝐼u� − 𝐶 + 𝐶 2 − … + (−1)u�−1𝐶 u�−1 + 𝐶 − 𝐶 2 + 𝐶 3 − … + (−1)u�−1𝐶 u� = 𝐼u�,

donc 𝐼u� + 𝐶 est inversible d’inverse 𝐴 : il s’agit bien d’un polynôme en 𝐶 .
Q 36. On déduit le résultat de la proposition précédente. Si 𝐶 ∈ Δu�, alors l’inverse de 𝐼u�+𝐶 est 𝐼u�−𝐶+𝐶 2−…,
et, par la question B.1), 𝐶 2 est dans Δ2u�, 𝐶 3 dans Δ3u�, etc., donc l’inverse de 𝐼u� + 𝐶 appartient à ⨁u�−1

u�=0 Δu�u�.

Q 37. Écrivons que 𝑃 = 𝐼u� + 𝐶 et 𝑃 −1 = ∑u�−1
u�=0 (−1)u�𝐶 u�. Alors

𝑃 −1𝑀𝑃 = (
u�−1
∑
u�=0

(−1)u�𝐶 u�) (𝑀 + 𝑀𝐶) = 𝑀 +
u�−1
∑
u�=1

(−1)u�𝐶 u�𝑀 +
u�−1
∑
u�=0

(−1)u�𝐶 u�𝑀𝐶.

Si 𝑗 ⩾ 1, 𝐶 u� ∈ Δu�(u�+1), donc 𝐶 u�𝑀 ∈ Δu�(u�+1)+u� ⊂ 𝐻u�+1. De même, si 𝑗 ⩾ 0, 𝐶 u�𝑀𝐶 ∈ Δu�+1+u�+u�(u�+1) ⊂ 𝐻u�+1,
donc 𝑃 −1𝑀𝑃 = 𝑀 + 𝑀 ′ où 𝑀 ′ ∈ 𝐻u�+1.
Q 38. De même, on écrit

𝑃 −1𝑁𝑃 = (
u�−1
∑
u�=0

(−1)u�𝐶 u�) (𝑁 + 𝑁𝐶)

= 𝑁 +
u�−1
∑
u�=1

(−1)u�𝐶 u�𝑁 +
u�−1
∑
u�=0

(−1)u�𝐶 u�𝑁𝐶 = 𝑁 + 𝑁𝐶 − 𝐶𝑁 +
u�−1
∑
u�=2

(−1)u�𝐶 u�𝑁 +
u�−1
∑
u�=0

(−1)u�𝐶 u�𝑁𝐶,

et de la même manière, ∑u�−1
u�=2 (−1)u�𝐶 u�𝑁 + ∑u�−1

u�=0 (−1)u�𝐶 u�𝑁𝐶 ⊂ 𝐻u�+1.

Q 39. Écrivons 𝐴 = 𝑁 + ∑u�−1
u�=0 𝐴(u�). Alors par linéarité de 𝜑,

𝜑(𝐴) = 𝜑(𝑁) + 𝜑 (
u�−1
∑
u�=0

𝐴(u�)) = 𝑁 + 𝑁𝐶 − 𝐶𝑁 +
u�−1
∑
u�=0

𝐴(u�) + 𝑀,

où 𝑀 est dans 𝐻u�+1. De plus, 𝑁𝐶 − 𝐶𝑁 ∈ Δu�, donc on obtient le résultat demandé.

III.C – L’opérateur de Sylvester
Q 40. On remarque que ker(𝒮) = {𝑋 ∈ ℳu�(ℝ) | 𝑁𝑋 − 𝑋𝑁 = 0} = {𝑋 ∈u� (ℝ) | 𝑁𝑋 = 𝑋𝑁} = 𝒞(𝑁), donc,
d’après la question III.A.4, ker(𝒮) est l’ensemble des matrices de Toeplitz triangulaires inférieures.
Q 41. Comme 𝑁 ∈ Δ−1, si 𝐴 ∈ Δu�+1, 𝑁𝐴 ∈ Δu� et 𝐴𝑁 ∈ Δu�, donc 𝑁𝐴 − 𝐴𝑁 ∈ Δu�, donc 𝒮(Δu�+1) ⊂ Δu�. De
même, u�𝑁 ∈ Δ1, donc si 𝐴 ∈ Δu�, u�𝑁𝐴 et 𝐴u�𝑁 sont dans Δu�+1, donc 𝒮∗(Δu�) ⊂ Δu�+1.
Q 42. Déjà, effectuons la vérification désirée. Soit 𝑋 dans Δu�+1 et 𝑌 dans Δu�. Alors

⟨𝒮u�+1𝑋, 𝑌 ⟩ = ⟨𝑁𝑋 − 𝑋𝑁, 𝑌 ⟩
= tr(u�(𝑁𝑋 − 𝑋𝑁)𝑌 )
= tr(u�𝑋 u�𝑁 −u� 𝑁 u�𝑋)𝑌 )
= tr(u�𝑋 u�𝑁𝑌 ) − tr(u�𝑁 u�𝑋𝑌 )
= tr(u�𝑋 u�𝑁𝑌 ) − tr(u�𝑋𝑌 u�𝑁)
= tr(u�𝑋(u�𝑁𝑌 − 𝑌 u�𝑁)) = ⟨𝑋,u� 𝑁𝑌 − 𝑌 u�𝑁⟩ = ⟨𝑋, 𝒮∗(𝑌 )⟩,
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d’où le résultat désiré.
Ensuite, ker(𝒮∗

u�) et Im(𝒮u�+1) sont clairement dans Δu�. Montrons qu’ils sont orthogonaux. Soit 𝑋 ∈ ker(𝒮∗
u�) et

𝑌 ∈ Im(𝒮u�+1). Soit 𝑍 ∈ Δu�+1 tel que 𝑌 = 𝒮(𝑍). Alors

⟨𝑋, 𝑌 ⟩ = ⟨𝑋, 𝒮(𝑍)⟩ = ⟨𝒮(𝑍), 𝑋⟩ = ⟨𝑍, 𝑆 ∗(𝑋)⟩ = ⟨𝑍, 𝑆 ∗
u�(𝑋)⟩ = ⟨𝑍, 0⟩ = 0,

car 𝑋 ∈ ker(𝒮∗
u�). D’où l’orthogonalité des deux espaces. Enfin, ker(𝑆 ∗) est l’ensemble des matrices de Toeplitz

triangulaires supérieures, donc ker(𝑆 ∗
u�) est l’ensemble des matrices de Toeplitz triangulaires supérieures dans

Δu�, c’est-à-dire la droite ℝ𝐷u�, de dimension 1. Ensuite, ker(𝒮u�+1) est l’ensemble des matrices de Toeplitz trian-
gulaires inférieures dans Δu�+1, c’est-à-dire l’espace vectoriel nul. Donc 𝒮u�+1 est surjective, donc la dimension de
Im(𝒮u�+1) est celle de Δu�+1 = 𝑛−𝑘−1 (la 𝑘-ième diagonale a 𝑛−𝑘 termes). Donc dim(ker(𝒮∗

k))+dim(Im(𝒮k+1)) =
1 + n − k − 1 = n − k = dim(Δk), donc, par égalité des dimensions, on a bien la somme désirée.
Q 43. On sait que 𝐴(u�) ∈ Δu�, donc on dispose de deux matrices 𝑈 et 𝑉 telles que 𝐴 = 𝑈 + 𝑉 , 𝑈 ∈ ker(𝒮∗

u�) et
𝑉 ∈ Im(𝒮u�+1), i.e. 𝑈 est dans Δu� avec tous ses coefficients identiques et on dispose de 𝐶 telle que 𝑉 = 𝑁𝐶−𝐶𝑁 .
Posons alors 𝑃 = 𝐼u� −𝐶 . Alors, par la question 39, si 𝐵 = 𝑃 −1𝐴𝑃 , alors pour tout 𝑖 dans ⟦−1, 𝑘−1⟧, 𝐵(u�) = 𝐴(u�)

et

𝐵(u�) = 𝐴(u�) − 𝑁𝐶 + 𝐶𝑁 = 𝑈,

i.e. 𝐵(u�) a tous ses coefficients identiques !
Q 44. Soit 𝐴 une matrice cyclique. Alors 𝐴 = 𝑁 + 𝑇 où 𝑇 est triangulaire supérieure. Alors, par le procédé
précédent, 𝐴 est semblable à une matrice 𝐵0 telle que 𝐵(−1)

0 = 𝐴(−1) et telle que la diagonale 0 de 𝐵0 ait tous
ses coefficients identiques. Ensuite, 𝐵0 est semblable à une matrice 𝐵1 telle que 𝐵(−1)

0 = 𝐵(−1)
1 , que 𝐵(0)

0 = 𝐵(0)
1

et que 𝐵(1)
1 ait tous ses coefficients identiques. 𝐴 est aussi semblable à 𝐵1 par transitivité. En réitérant ce

processus jusqu’à 𝑛 − 1, on obtient une matrice de Toeplitz semblable à 𝐴.

• • • FIN • • •


