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TD 10
Séries entiéres

Exercice 1. Banque CCINP MP.

1. Donner la définition du rayon de convergence d'une série entiére de la variable complexe.

Correction

Corrigé officiel de CCINP Soit Zanz” une série entiére. Le rayon de convergence

R de la série entiére Zanz” est I'unique élément de RY U {+oco} défini par : R =
sup{r =0/ (a,r") est bornée }. On peut aussi définir le rayon de convergence de la
maniére suivante : 3R € RT U {400} tel que :

e VzelC |zl < R= Z anz" converge absolument.
e vVzelC, |z| > R= Z anz" diverge (grossiérement).

R est le rayon de convergence de la série entiére E anz". Remarque : pour une série
entiere de la variable réelle, la définition est identique.

2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

2
(a) Z Eg;))!zznﬂ'

Correction

1)2
Notons R le rayon de convergence de Z (n!) 2?1 et posons : Vn € N,Vz €
2n)!
_ (n1)? 2n+1
C.unl2) = oy
Pour z =0, Z un(0) converge.
Uny1(2) n+1, 5 . Un+1(2) |z[?
P - .Donc lim |22l _ 12l
our z #0, ‘ un(2) 4n + 2|Z‘ e L un(2) 4

D’aprés la régle de d'Alembert,
Pour |z| < 2, la série numérique Z un(z) converge absolument.

Pour |z| > 2, la série numérique diverge grossiérement.
On en déduit que R = 2.

(b) Z n(=1)"z".
Correction

Notons R le rayon de convergence de Z n=1"z" et posons : Vn € N, a, = nt-1".

Ona, VneNVzeC |a,z"| <

[nz"| et le rayon de convergence de la série entiére
an” vaut 1. Donc R > 1. (*)

. 1 .
De méme, Vn € N*,Vz € C, ‘Z” < |anz"| et le rayon de convergence de la série
n

1 n

E —Zz"vaut 1.
n

n>1

Donc R < 1. (**)
D'aprés (*) et (**), R =1.
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(o) Z cos(n)z".

—‘ Correction

Notons R le rayon de convergence de E cosnz" et posons : Vn € N, a,, = cos n.

On a, Vn e N,Vz € C, |a,z"| < |2"] et le rayon de convergence de la série entiére
Zz” vaut 1 . Donc R > 1. (*)

Pour z =1, la série E cosnz” = E cos n diverge grossiérement car cosn - 0.

n—-+o00
Donc R < 1. (**)
D'apres (*) et (**), R=1.
Exercice 2. Banque CCINP MP.
400 n

X
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z ) On pose S(x) = Z W

4‘ Correction

Notons R le rayon de convergence de la série entiére E

f7
n )' Pour x # 0, posons
Xn

U= o

x|

Un+1 — lim _
n—+o0 (2n + 2)(2/7 + ]_)

Un

lim

n—-+oo

. . . x"
On en déduit que la série entiére Z w converge pour tout x € R et donc R = +o0.

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x — ch(x)
et préciser le rayon de convergence.

4‘ Correction
2n

+o00
Corrigé officiel de CCINP Vx € R,ch(x) = Zﬁ et le rayon de convergence du
n=0 '

développement en série entiére de la fonction ch est égal a +o0.

3. (a) Déterminer S(x).

—‘ Correction

400
Pour x > 0, on peut écrire x = t? et S(x) = Z

n too 2n

X
— (2m)! = (2n)!
ch v/x.
+oo X" ( 1)nt2n
Pour x < 0, on peut écrire x = —t% et S(x) = Z Z =
n=0

cos(t) = cos

(b) On consideére la fonction f définie sur R par :
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f(0)=1, f(x)=chyxsix>0, f(x)=cosv—xsix<0

Démontrer que f est de classe C* sur R.

Correction

D’aprés la question précédente, la fonction f n'est autre que la fonction S. S est
de classe C* sur R car développable en série entieére a I'origine avec un rayon de
convergence égal a +oo. Cela prouve que f est de classe C* sur R.

Exercice 3. Nombres de Catalan, d’apres écrit Centrale PC et MP 2021. Soit (C,),ey la suite
n
définiepar Co =1letVneN, Cpp1= ZCkC,,,k.
k=0
On note R le rayon de convergence de la série entiére ZCan et on désigne sa somme par f. On

n=0
suppose déja que R > 0.

1. Montrer que xf(x)? — f(x) 4+ 1 = 0 pour tout x € |-R, R].

Correction

Soit x €] — R, R[. Alors, par produit de Cauchy de deux séries entiéres,

xf(x)? = x Z upx",

n=0

n
ol u, = E CkCn—k = Cpy1. Donc
k=0

xf(x)? = x Z Cpp1x"

n=0

= ZCan

n=1

= f(x) — Co = f(x) — L.

D'ou I'équation attendue.

1
2. On note r = min (R, 4). Démontrer que pour tout x dans | — r, r][, il existe e(x) € {—1, 1}

tel que
F(x) = 1+ E(X;X\/l —4x

1

1
Soit x fixé dans | —r, r[=] — R, R[ﬂ} i { Alors

x(F(x))? = f(x) +1=0,

donc f(x) est solution d'une équation de second degré, de discriminant 1 — 4x > 0 car
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11
X6:|—4,4|: Donc

1—+1—4x 1++1—4x

f(x)= 5 ou f(x) = >

donc on dispose bien de g(x) € {—1, 1} tel que

14+ e(x)v1—4x
Flx) = 1HER) .
2
3. Démontrer que € est continue sur | — r, r[, que f est continue en 0 et en déduire que pour
1—+1—4x
tout x €] —r, r[, f(x) = ————.
2x
Correction
On remarque qu'alors pour x €] —r, 1],
2f —1
ey = -1
V1 —4x
qui est une fonction continue. Mais €(0) = 2f(0) — 1 = —1 donc € est constante égale

a —1 (sinon, € prendrait les valeurs 1 et —1 donc, étant continue, par le théoréme des
valeurs intermédiaires, elle s’annulerait, ce qui est absurde). On en déduit que pour tout

x dans | —r, ],
1—+v1—4x

f(x)= o

4. En déduire une expression de C, pour tout n dans N, et déterminer le rayon de convergence
de f.

On effectue alors le développement en série entiére de f : on effectue déja celui de
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V1—4x.

11 -1 -3 —(2n—-3)
VIZAX=14) — =X — X — X x ————(—4x)"
= |2 2 2

n—1

Z i& —1)nt H(zk — 1)(—4x)"

=1+> |2n( 1”1H2k71) —1)"47%"

n>1
1 l
=1-) 5.4 H(2k—l)x
n>1
11 (2n—2)|
=1- ——4”7
nt2n - 2n=1(p—1)! x
n>1
1 (2n—2)!
=1-2 — X"
Z n! (n—1)! X
n=1
1/2n—-2
=1-2 — .
Zn(n—1>x
n>1
Donc
2n—2
f(X) — ( 22n>1 n(nn )X )
2X
:21(2”5)X“
n>1n n—

_Z 1 (Qn)xn
n20n+1 n

1 2
Donc, si R > 0, Cn:<nn>.

n+1
Mais on a fait cette hypothése de R > 0, on a fait une analyse.
. . 1—-+1—-4x 3
Pour la synthése, si on pose g(x) = — o alors g a un rayon de convergence égal
1 4 S
a 2 (on le voit avec la régle de D'Alembert) et xg(x)? — g(x) + 1 = 0, ce qui implique
. 1 2n .
que, si I'on pose a, = ariln ) alors apy1 = Zakan_k, donc (a,) suit exactement

k=0
la méme relation de récurrence que C,, donc, comme ag = Cop, a, = C, pour tout n.

Finalement, f et g sont les mémes séries entiéres donc le rayon de convergence de f est

1
de -.
)
+oo 1 4n
Exercice 4. ENSEA 24. Soit f(x) = z::anxn avec a, = /o e dt.

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiére.

Page 5 sur



PSI Pasteur 2024-2025

N. Laillet
Séries entiéres

nlaillet.math@gmail.com

4‘ Correction

On remarque que pour tout t dans [0, 1],

donc

<<
3n+1) S ot

Mais comme le rayon de convergence de E

lx” est de 1, on en déduit que le rayon
de convergence de Z a,x" est aussi de 1.

2. Pour x €] — R, R[ trouver une expression simple de f(x).

Soit x €] — 1, 1[. On veut calculer

1 (tX)n
Z/O s it

n=>0

| Tn . — u u
n 2 2

[x|”

5

terme indépendant de t et terme général d'une série convergente. Donc la série de fonc-
tions Z f, converge normalement donc

1 1
Z/O fn(t)dt:/o > h(t)dt

n=0 n=0

1 n
t
0 >0 +t

|fa(t)] <

1
/O CETO

1
X 1 1
7/0 (2+®?)a- ox

X 1
:X/O R I R

On cherche ensuite a, b et ¢ tels que

1 _au+b i c
2x24+u2)(1—u) 2x24+u2  1—-u’

En multipliant par 1 — u et en évaluant en 1, on obtient ¢ = 1
X
En multipliant par v et en faisant tendre u vers +o0o, on obtient a — ¢ = 0 donc a =

————. En évaluant en 0, on obtient
2x2+1

1

%222 C
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donc
2x2

1

b=1-2x’c=1-
xe 22 + 1

Donc

u+1

T2t 1

1
du

/X 1 X /X
X du=
o 22+ ) (1—u) 2x2+1 J, 2x2+u2

% 5]
:2x2+1/0 22x2+u2

2x2—|—1

E
2x2 1 ( In(3/2) +

D'oll I'expression « simple » de f(x)...

In(2x? + u?) + —Arctan

1—u
1 1 1

§1+ (IX)Q 1—u
e () -ra-),
o ———Arctan (\2) —In(1 —x))
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2

x2 X t
Exercice 5. Mines-Télécom 24. Soit f : x — e7/ e 2 dt.
0

1. Montrer que f est de classe € sur R.

Correction

2 b8 2
Comme g: x> ez est ¥ et que h: x — / e™ 7 dt est dérivable (par le théoréme
0

X2 . .
fondamental du calcul intégral), de dérivée x — e~ 2, on en déduit que h est aussi de
classe € et que, donc, f = gh est de classe €.

Correction

2. Trouver une équation différentielle d'ordre 1 satisfaite par f.

Pour tout x dans R,

f(x) = xf(x) + eTe % = xf(x)+ 1.

3. En déduire le développement de f en série entiére.

On suppose que f admet un développement en série entiere. Soient (a,)neny € RN et
r > 0 tels que pour tout x dans | —r, r|,

f(x) = Z anx".
n=0
Alors f est dérivable sur ] — r, r[ et pour x dans ] —r, r|,
f'(x) = Z namx""l = Z(n + 1)ans1x”,
n>1 n=0

donc

f'(x) — xf(x) = Z(n + 1)ap1x" — Z a,x"t

n=0 n>=0
= Z(” + Dant1x" — Z ap-1x"
nz0 n>1
=a + Z ((n+ 1Dape1 — an—1) x".
n>1

Donc, par unicité du développement en série entiére, on en déduit que ag = 0 (valeur de

an—1 .
fen0), a,=1etpourtout n>1, a1 = n-1 i.e. pour tout n > 0,

n+1'
dn
n—+2

any2 =

Ainsi, pour tout n pair, a, = 0 et pour n impair, disons n =2p + 1,

ap-1 _ 1 _2pxX(2p—2) X -+ x2 2Ap!

P 1T T pr @2 —1) - x3x1 (2p+1)! (2p

Donc

f(X):Z( 2P a1

|
= 2p+1)!

For
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On vérifie maintenant que cette série entiére a un rayon de convergence non nul et qu'elle
est bien égale a f. Soit x # 0. On applique la régle de D’Alembert au terme entier :

2P (p+ 1), 12p+3
W'X‘ P+ _ 2(p+1) X —
Xt T (20 +2)(2p+3) 7 et

donc la série converge quelle que soit la valeur de x, ce qui signifie que la série entiére

2Pp! L .
Z(2p7+p1)|X2p+1 a un rayon de convergence infini. En remontant les étapes faites
. 2Pp!

précédemment, on remarque que si g(x) = Z (e T
= 2p+1)!

et que g(0) = f(0) donc, par le théoréme de Cauchy, g = f et f est bien développable

x?P*1 alors ¢'(x) — xg(x) = 1

en série entiére sur tout R.

+o00
. 1
Exercice 6. CCINP 24. Soit f(x) = E apx" avec a, = ﬁ
n=0 n

1. Vérifier que pour tout n dans N, (4n+2)apr1 = (n+1)a,.

Correction

Soit n dans N. Alors

1
(4/7 + 2)3n+1 = (4” + 2)@
n+1
(n+ 1)1
(2n+2)!

(n+1)? (n!)?

=(4n+2)

=+ ) B e 1) (2n)

= (n + 1)an:

d’ou le résultat demandé.

2. Donner le rayon de convergence de f, que I'on notera R.

Correction

dn+1 n+1 1
= — =,
an An+ 2 no+oo 4

donc R = 4.

Comme a,, # 0 pour tout n, on peut appliquer la régle de D'Alembert :

3. Montrer que : Vx €] — R, R[, x(4 — x)f'(x) — (x + 2)f(x) +2=0.
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Soit x €] — R, R[. Alors
x(4 — x)f'(x) = (4x — x*)f'(x)
= (4x — x?) Z napx"1

n>1
= 42 na,x" — Z napx"t1
n>1 n>1
= 42 napx" — Z(n —1Dap_1x"
n>1 n>2
=4a;x + Z (4nap, — (n—1a,_1)x". =2x+ Z (4nap, — (n—1)ap—1) x".
n>=2 n>2
De plus,
(x+2)f(x) = Z a,x"t 42 Z anx"
n=0 n=0
= 2ag + Z(an_l + 23,,)Xn
n>1
= 2a0 + (a0 + 2a1)x + »_(an-1 + 2a7)x"
n>=2
=2+ 2x+ Z(a,,_l + 2a,)x".
n>=2
Ainsi,

x(4 —x)f'(x) — (x + 2)f(x) = 2x + Z (4na, — (n—1)ap_1)x" —2 —2x — Z(a”—l +2a,)x"

n>=2 n>2
= -2+ Z (4na, — (n—1)ap—1 — an—1 — 2a,) X"
n>2
=2+ Z ((4n—2)a, — nap—1) x"
n>2

= —2Y

par la relation de récurrence trouvée a la question précédente. Le résultat est ainsi prouvé.

4 —x - V4 —x
4. En posant u = y/ ——, trouver une primitive de sur |0, 4.
X Xy/X

On imagine que ceci nous aidera a déterminer f par méthode de variation de la constante.

VA —t [4 —t
On cherche a calculer/ ti\/fdt On pose u = T et on a alors

du 1 4—t  t+4-t 2

dt VA= tJt  2tvE | 20Vt tVA—t/t

On exprime enfin t en fonction de v : u°t = 4 — t donc t = . On a dong, en

4
uz+1
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particulier,

P+ 1tVE -/t
2
_, U du
uz+1dt

On en déduit donc, par changement de variables, que

AL / 2
tVv't w+1
4—x

= -2 T]. L
B w41

du

4— 4—
= =2 X + 2Arctan ( X) :
X X
, . 5 X+2 a o .
5. Déterminer (a, b) € R® tel que ——— = — + ——. Trouver enfin I'expression de f(x).
x(4—-x) x 4-—x
On remarque que
3 4—x+3x  x+2

% 2% @ —x)  x(@E—x)
On sait ensuite que, sur ]0, 4], f est solution de I'équation différentielle
X+ 2 —7

e x(4 — x) 69 x(4 — x)
Or, une primitive de
x+2 1 3
XA—x) 2x " 2@4—x)
est . 3
X = §|n(x)—§|n(4—x) =In ((4\/5)3/2) :

donc I'ensemble des solutions de |'équation homogéne est

N
{X — Am, ANERG.
Ensuite, on fait une méthode de variation de la constante pour déterminer exactement
f. On pose
. f(x
g:Xx> N
(4—x)3/2
+2 -2 )
Alors, comme f'(x) — h (x) = @)’ on en déduit que
VX -2
g'(x) =5 = ,
(4 — x)3/ x(4 = x)
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donc que
o —2(4—x)%2 zm
I = a—x ~ P xix
Va4 —x
xv/x

[4 — 4 —
X = —2 X + 2Arctan ( X) .
X X

on en déduit que I'on dispose de A € R tel que

Comme une primitive de x +— est

4 —x 4 —x
=A+4y/ —— —4Arct
g(x) + X rcan( = )

donc

% 4 NE 4 —x
f(x)>\(4_X)3/2+4X4(4_X)3/2Arctan< ~ )

Pour déterminer X, on rappelle que f et ' sont continues en 0, que f(0) =1 et f'(0) =

1 1
= —. L'information f(0) = 1 ne nous apporte rien. En revanche,

? 2
v X+2 4 xX+2 [4—x VX 1
f(X)_A\/}(ALx)5/2+(4—x)2_4\/>7(4x)5/2ArCtan< = )+4(4X)3/22\/ﬁ\/>?

X+ 2 [4 —Xx 6
= m <>\—4Arctan< X)) +m

Pour que cette quantité tende vers une limite finie en 0, il faut que

4 —
A — 4Arctan < X) — 0,

X x—0

donc que A = 4% = 27.
Finalement,

— VX 4 VX 4 —x
f(x)—27r(4_x)3/2+4_x 4(4_X)3/2Arctan = .

Exercice 7. CCINP 24. Soit n € N, (u,) est la suite définie par

n
n
up=3etVneN, upg = z (k> UgUn—k.
k=0
1. Enoncer le théoréme du produit de Cauchy pour des séries absolument convergentes.

Si (an)nen et (bn)nen sont les termes généraux de séries convergentes, alors la série de
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n
terme général ¢, = Z axb,_k est convergente et
k=0
- (Ta) (o).
n=0 n=>0 n=0
2. Montrer queVne N 0 < —" < 4L

4‘ Correction

On démontre le résultat par récurrence forte sur n.
0O AT . . Up
L'initialisation est vraie car 0 < — = 3 < 4071,

ol
Pour I'hérédité, soit n dans N tel que pour tout k dans [0, nb], 0 < k < 41 Alors,
comme .
n
Unt+1 = ;) (k) Uk Up—k,

on a clairement u,41 = 0 par hypothése de récurrence et, de méme,

Un+1 1 4 n Up—k
(n:nfzm+1ﬁg%Q>W%k (44y§:<) U T
< n - 1 | Z < )k|4k+1 _ k)!4nfk+1

4MQ§:k|n— N (n+ 1) Ki(n = k)t

<4n+227:
k:On—&—I

d'ou I'hérédité et le résultat !

+oo
11
3. On considére f : x — Z —x . Montrer que f est définie au moins sur } aiw [ et est une
n=0
solution de I'équation différentielle y' = y2.

. 1
Soit x € ] v [ Alors

unn

07| < 441"

. e . 11 :
terme général d'une série convergente. Donc f est définie au moins sur ] 17 [ Ensuite,

f est de classe ¥ sur le disque ouvert de convergence donc, en particulier, f est dérivable
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11
et pour tout x dans |——, — |,
pour tout x n}44{

f'(x) =

+o0

>

n=0

f'(x) = <

+o0 0
§ M axn—1
n!
n=1
+o00
> e
n—1)!
n=1 ( )
+oo u
1
>
n!
n=0
+ n
> 23 (vt
— _ kX
l k Uk lUn—k
n=0 k=0
+oo n
Uk Upn—k n
2D i
KL (n—k)!
n=0 k=0

On reconnait le produit de Cauchy de deux séries entiéres et on obtient alors

Un n = Un n 2
X ;mx = f(x)°.

4. (a) Montrer que f ne s'annule pas su

ol

Correction

pas.

Par (stricte) positivité des u,, on a pour x > 0, f(x) > ug = 3, donc f ne s'annule

(b) En déduire u, pour n € N.

Pa
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—‘ Correction

Comme f ne s’annule pas, on en déduit que

el 291

donc, en intégrant, on dispose de A € R tel que
1 1
VX€|:O,4|:,f(X)>\X.

1
Mais comme f(0) =3, A = 3 donc

E — 1 _ 3 _ n+1l_n
VXG[O’A,{' f(X)_%—X_1—3X_Z3 x".

n=>0

Donc, par unicité du développement en série entiére, on en déduit que pour tout n

dans N,
Un
= 31 donc u, = 3" 1n!

(c) Déterminer le rayon de convergence de E upx".

Correction
Up+1

On fait une régle de D'Alembert, qui nous montre que —— — 400 donc le
Un n—-4o00

rayon de convergence de E upx" est nul...

—+o0 —+o0
1
E ice 8. CCINP 24. O f(x) = | " et = In{1——=]x".
xercice n pose f(x) ; n(n)x" et g(x) ; n < n) X
1. Déterminer les rayons de convergence de f et g.

Correction
In(n+1)  In(n)+In(1+1)

> =
Pour n > 2, In(n) # 0 et () In(n) s 1, donc le rayon de

convergence de f est 1.
1
Pour n > 2, In<1—n> #0et

In(1 - 75) ;

In(1-13)

donc le rayon de convergence de g est 1.

~
n—+oo —— n—+oo
n+1

2. Montrer que g est définie et continue sur [—1, 1[.

Déja, g est définie et continue sur | — 1, 1] comme somme d'une série entiére.

. . . 1
Ensuite, pour étudier la fonction en —1, on note @,(x) = In (1 - n) x". Pour x €
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[-1,0], on note méme

on(x) = (1) [x|".

1
In{1-—-—
n
On a alors g(x) = Z (x). Lasuite [ |In{1 L
g = 2 ©n . n
(comme produit de fonctions décroissantes positives) tendant vers 0 donc, d'aprés le
critére des séries alternées, la série de fonctions Z ©, converge simplement sur [—1, 0]

et on sait que
1 1
I 1— — n+l<7
S o] < in (1= 37 ) [ <

k>=n
quantité indépendante de x et tendant vers 0 quand n tend vers 4+o00. Donc la série de
fonctions Z ©, converge uniformément sur [—1, 0]. Comme chaque ¢, est continue sur
[—=1,0], on en déduit que g est continue sur [—1,0]. g étant continue sur | — 1, 1] elle
est, au final, continue sur [—1, 1.

x|”) est positive, décroissante
neN

<

3. Trouver une relation entre (1 — x)f(x) et g(x) pour x €] — 1, 1[.

Correction

Soit x €] — 1, 1[. Alors

+o0
(1= x)f(x) =(1=x)_In(n)x"

n=2

+00 +o00
= Z In(n)x" — Z In(n)x"+1
n=2 n=2

+o0 +o0

= Z In(n)x™ — Z In(n—1)x"
. i

= Zln(n)x” — Z In(n—1)x"carIn(2—-1) =0
i

400
= (In(n) = In(n — 1)) x"
i
1 n
=S (1-2)

= —9(x).

4. Montrer que f est continue sur | — 1, 1] et prolongeable par continuité en -1 .

Correction

En faisant tendre x vers —1, on remarque que 1 — x tend vers 2 donc (1 — x)f(x) ~
X

——1
—9(-1)
2

2f(x). De plus, —g(x) e —g(—1) donc f(x) e , donc f est prolongeable

par continuité en —1.
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5. Trouver un équivalent de g, puis de f, en 17.

o . 1 _ .
On pourra s'intéresser a E ——=x"en 17 dans un premier temps.
n

nz=0
Correction

. . _ . 1 1
Question un peu délicate en PSI... On a envie de dire, pour g, que In (1 — ) ~ ==
nj) n—+oo n

et donc que g se comporte « comme » E —=x"en 17, i.e. comme In(1— x). On étudie
n
nz=0
alors

g(x)—ln(l—x)zZ(ln (1—/17>+}7>x”+x.

n>=2

On note ¥,(x) = (In (1 = i’) + 1) x". Pour x € [0, 1],

n

et

donc la série de terme général a, converge, donc la série de fonctions E psi, converge

normalement, donc uniformément, sur [0, 1], donc Zz/;n est continue en 1, donc g(x) —
In(1 — x) est prolongeable par continuité en 1 :

g(x)—In(l —x) — LR
x—1

Ainsi,
g(x) = In(1—=x)+£+0(1) ~ In(1—x).
x—1 x—1
Finalement, ( )
In(1—x
f(X)le_ 1—x '

Exercice 9. Mines-Ponts 24. Soit (E) I'équation différentielle : x2y/(x) + y(x) = x>

1. Montrer que (E) n'admet pas de solution développable en série entiére.

+o00
Supposons que (E) admette une solution développable en série entiére, f(x) = Z anx".
n=0
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Alors pour x dans I'intervalle de convergence,

X2f(x) + f(x) = x2 Z a,nx"t + Z apx"

n>1 n=0

= E a,nx"t E anx"

n>1 n=>0
= Z ap—1(n—1)x" + E anx"

n=2 n>=0

ag + aix + Z ((n—=1)ap—1 + ap) x".
n>=2

Comme x*f’(x)+f(x) = x°, on en déduit, par unicité du développement en série entiére,
que ag = a1 = O et pour tout n > 2, a, = (n—1)a,—1. Mais comme a; = 0, par récurrence
immédiate, pour tout n dans N, a, = 0... donc f est nulle, ce qui est absurde!!

2. Résoudre I'équation différentielle sur ]0, +ool.

Correction

On résout d'abord I'équation homogéne. Sur ]0, +oo], elle s'écrit

1
Y+ =y=0
X
et I'ensemble des solutions de cette équation est
{XHAe%, AeR}.

On résout ensuite I’équatilon avec second membre. ?oit f une fonction dérivable sur
]0, +oo[ et g : x — f(x)e"x. Alors on a f(x) = g(x)ex et on a les équivalences

f est solution de (E) < Vx €]0, +oo[, x*f'(x) + f(x) = x*
< Vx €]0, +o0], XQQI(X)ei = x?

& Vx €]0, +o0of, ¢'(x) =e

X
< 3IX >0, Vx €]0, +oof, g(x) =X +/ e tdt
1

X
& 3IX>0, Vx €]0, +oo], F(x) = Aex + ex / et dt.
1
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Exercice 10. Mines-Ponts 24. Pour a € R, on considere la suite de fonctions définie par, pour tout
n dans N et x dans R, f,(x) = e~ e"™ pour n € N*.

1. Pour quelles valeurs de a la série de fonctions Z f, converge-t-elle simplement sur R? On
+o0
suppose cette condition remplie dans la suite et I'on pose : S(x) = Z fa(x).

n=0
4‘ Correction
Distinguons les cas :
8 —n? __inx —n? il g N 2
e sia>0, alors [e”"e™| =e = o = ], donc, par comparaison a une série
n—+oo n

de Riemann, la série numérique E e~ e converge absolument donc converge,
ce quelle que soit la valeur de x,

n

e si a <0, alors, pour x =0, f,(0) = e™™, qui ne tend pas vers 0 en +oco, donc la

série diverge grossierement.

Donc la série de fonctions E f, converge simplement sur R si, et seulement si a > 0.
Dans ce cas, elle converge méme normalement.

2. Montrer que S est de classe €™ sur R et calculer S¢(0).

Correction

Il s'agit d'appliquer un théoréme de classe €°° de la somme d'une série de fonctions. On
remarque que :

e pour tout k dans N, pour tout n dans N, f, est de classe € et
£ (x) = e~ (in)ke'™,
e pour k et n entiers naturels,

O <e™nk = o(1/m),
n—+oo

donc

fn(k) H est le terme général d'une série convergente, donc la série de fonctions
oo
E f,,(k) converge normalement sur R.

Ainsi, S est de classe € sur R, et

s®(0) = Z e " (in)k

n=0

3. En utilisant le théoréme de Fubini, montrer que pour a > 1, S est développable en série entiére
en 0.

C’est une mauvaise question, car le théoréme de Fubini n'est utilisé que dans le cadre de
la théorie des probabilités...
On veut savoir si la série de terme général

S®W(0) ,
DI
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converge pour x suffisamment proche de 0. Pour ce faire, on va démontrer que la famille

e~ "(in)k
( k(l ) xk> est sommable. On calcule
: (k,n)eN2
e " (in)k . e "nk
ZZ o T ZZ K Ixi
130 k>0

(IxIm)*
!

n>0 k>0
Y
= e
) >

n>0 k>0
—
— E e " +|x|n
n=0

. —nd T
Or, quel que soit x, comme a > 1, e"™+XI"  — 5(1/n?) donc E eI 4o,
n—-+oo S5
nz

—n? (4K
n
(i

Donc la famille ( ' > est sommable et
k! (k,n)EN2

S (0)
k!

Xk

k=0

converge pour tout x réel, donc la série de Taylor de S converge quel que soit x, donc S

est développable en série entiére au voisinage de 0.
3z
3+2z

Exercice 11. Centrale 24. Pour z € C\{—3} on pose f(z) =
1. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

Correction
z

On écrit que
f =
(@) =17

WIN

est développable en série entiére sur le disque unité ouvert. Donc f est

Or, z— 7
—Z
développable en série entiére au voisinage de 0 et, si |z| < 3, alors
-1
(71)n n
n—1

f(z) = zZ<—1>"§: =D 7(;?”2”“ =2 z

n=>0

n=0

(6 .
5 +SI3?£01(6)' Calculer Im (f (e')) puis montrer que I'on peut

2. Pour 6 € R, on pose g(8) =

+o0
écrire : g(0) = Z bk sin(kB), ol les by sont des réels a préciser.

k=1
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On calcule déja

o 3e?

3+

- 3ei0

~ 3 +cos(9) + isin(9)

~ 3e"(3 4 cos(8) —isin(6))
~ (34 cos(0))? +sin(h)2

f (e?)

_ 3(cos(8) + isin(6))(3 + cos(8) — isin(H))

(3 + cos(6))? +sin(6)?
Donc

sin(0)(3 + cos(8)) — sin(8) cos(6)
94 6 cos(8) + cos(8)? + sin(6)?
B sin(6))

~ 710+ 6cos(h)

= 24(6)

Jm(f(e%)) =3

On en déduit que

(~Dk!

d'ou le résultat avec by = 2 3%

2m/3
3. Calculer / g(60)df. En déduire une somme remarquable.
0

Si on note @, : 6 — b,sin(nf), étant donné que Z |by| converge, on en déduit que la
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série de fonctions E ©, converge normalement, donc

2m/3 2 (_1)n—1 27/3 .
/O g(@)d9—§Z o /O sin(ng)do

n=0
B gz (=1)" 1 [ cos(ng)]*™/?
3 3n no |,
n=0

2 (=1)""1 1 — cos (24%)
3 Z 3n n

n>=0

3 (—1)""1 1 — cos (35")

3n n

2

3
n=0

3 ne divise pas n

> 503
3" 2n
n=0
3 ne divise pas n

(_l)n—l
Z n3n
n=0
3 ne divise pas n

Wil N

Mais, d'autre part,

2m

T sin(6) 1 B
/0 75—}—3(:05(9)(:/9_ {—3In(5+3cos(9)) )

_ 7% In(5 — 3/2) + % In(5 + 3)
_ —In(7) +1In(2) +1In(8)

a 3

_ 4In(2) —In(7)
-3

On en déduit donc que

(=1)"'  4In(2) —In(7)
Z n3" 3 '

n=0
3 ne divise pas n

n
o 2k
Exercice 12. Mines-Ponts 2023. A I'aide d'une série entiere bien choisie, calculer w, = E (—1)“( B ) (

k=0

—‘ Correction
2k

2k .
On note a, = (—1)k( B ) et by = ( B ) Alors on remarque que, si I'on suppose que Z akx”
et Z bkxk sont de rayons de convergence non nuls,
(Z akxk> (Z bkxk> = Z w,x".
k=0 k>0 n>0

Brouillon. On reconnait ici des choses qui ressemblent au développement en série entiére de

Page 22 sur

2n — 2k
n_

k

)



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Séries entiéres nlaillet.math@gmail.com

V1 + x. Recalculons-le. Par le cours, pour |x| < 1,

\/1-|—7X=1+Z%(%_1)(%_2)”'(%_(n_1))x”.

n>1

nl n! 2
k=1
11, i Tr2k—1
ma 11 2
k=1
1 n—1
= 7 ( D [k -1)
k=1
1 n—2
:ﬁg( 1)"*1H(2k+1)
k=0
11
:ﬁﬁ(—l)"*l><1><3><~-~><(2n—3)
fli( 1yt (2n—=2)!
~ plon 2X4x---x(2n=2)
11 ., (2n=2)!
= (N e
n! 2 2n=1(n —1)!

: . . - . ) 2n—2 )
Au brouillon, on voit que ce n'est pas fou. Il va y avoir un coefficient binomial ( ho1 ) mais

. T o . . - .
il va rester un — qui traine... Cela voudrait dire que v/1 + x est, a plein de coefficients pres,
comme une primitive de la série entiére qui nous intéresse ! Développons alors en série entiére

V14 x V1—x

Fin du brouillon.

voire, méme, pour éviter des puissances négatives,
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On écrit

Ainsi,

Ces deux séries entiéres ont un rayon de convergence supérieur ou égal a R On en déduit alors
que

n a) 1 1
() (5) -

n=>0
1

V1—(4x)?2

Or,

1 _y <2n> <(4x)2>”
V1=(4x)?  g\n 4
_ Z (2/7) 4nX2n
N :
n=0
On en déduit, par unicité du développement en série entiére, que

0 si n est impair

Wy, = 2
! (pp) 4P sj n est pair, n = 2p.
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Exercice 13. Centrale 23. Soit f : x — Z cos (n°x) e™".
n=0
1. Montrer que f est de classe €>° sur R. Exprimer, pour p € N, f(‘”’)(O) sous forme de
somme.

4‘ Correction

On note, pour n dans N, f,(x) = cos(n’x)e™". Alors f, est de classe € sur R et, pour
n fixé et k € N,

£ x — n? cos (n2x + kg) e .
En particulier, fn(k) est bornée sur R et
ol - e

terme général d'une série convergente. Donc pour tout k dans N, la série de fonctions
Z fn(k) converge normalement, donc f est de classe €°° sur R.
En particulier,

F4P)(0) = Z n® cos (n°x + 2pm) e™"

n=0

= E ntPe™".

n=0

8p 8p +00 +00
2. Montrer que : Vp € N*,/ t8Pet dt < Z nBPe" et / t8Pe~t dt < Z nBPe".
0 8p

n=0
Correction

Soit p dans N*. On étudie la fonction ¢ : t — tPe~t. Alors ¢ est dérivable et

n=8p

@t 3P leTH(8p — 1),
donc o est croissante sur [0, 8p] et décroissante sur [8p, +o0].
e Par croissance de ¢ sur [0, 8p], pour n dans [1,8p],
vt e [n—1,n], o(t) < p(n),
donc

n
/ t8Pe~tdt < @(n) = nBPe™",
n—1

donc, en sommant pour n allant de 1 a 8p,

8p 8p 8p
/ t8Pe~tdt < E ntPe™" = E ntPe™".
0 n=1 n=0

D’'ou la premiere inégalité.
e Par décroissance de ¢ sur [8p, +oo|, pour n > 8p, on a
vt € [n.n+1], o(t) < o(n),
donc

n+1
/ t%e~tdt < @(n) = n®Pe™",
n
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donc, en sommant pour n allant de 8p a 400,

+o00

+o0
/ t8Peldt < Z ntPe="
8p

n=8p

£(4p)(0)
(4p)!

3. Montrer que, pour tout r > 0, la série de terme général

que f n'est pas développable en série entiére.

r* est divergente. En déduire

4‘ Correction

Soit r > 0. Alors

4p)(0 4
f(4p)(|)r4p _ 2 P' anpe—n
( p)' ( P)- n=0
r4p 8p =3
] (z e Y e - <8p>8pe‘8">
" \n=0 n==8p
rp +oo
>y ([ = o)
" \Jo
rp 8pn—8p
> oy (TP + 1) = (30)7e ™)
rp
> Gy ((89)! = (80)%e™®) par le chapitre 9 d'intégrales a parametre
o )
p=too (4p)!
Or,
(8p)! _ (4p)! x (4p+1) x - x (8p) (4p)*P
(4p)! (4p)! '
donc
FaRO)
P ap S 4p 4p _ Ap(In(4r)+in(p)))
@p)t 7 SN e T
£(4p)(0)

donc la série de terme général r*f diverge grossiérement donc diverge.

(4p)!
Or, si f était développable en série entiére, elle posséderait un rayon de convergence non

nul R > 0. A I'intérieur de I'intervalle de convergence, elle serait égale a sa série de Taylor

F(0 o : :
k'( )xk. Donc, a l'intérieur de I'intervalle de convergence, la série de Taylor de f

convergerait absolument.

. . £(4p)(0) ) ‘
Or, si I'on prend x €] — R, R], si I'on pose by = @) x* si k = 4p et by = 0 sinon,
on a “ '
FUO0)
’k!X > by,

terme général d'une série divergente. Donc la série de Taylor de f ne converge pas
absolument, ce qui est absurde, donc f n'est pas développable en série entiére.
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(_1)’7 2n
(2nn1)?

+oo
Exercice 14. Mines-Ponts 24. Soit f : x Z
n=0

1. Trouver I'ensemble de définition de f.

4‘ Correction

f est une série entiere, on détermine son rayon de convergence. Soit x # 0. Alors

(_1)n+1 2n+42
(2”+1(n+1)!)2x " X2
OO | = A1) nree D
(2nn1)?

donc f est définie sur tout R.

2. Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

4‘ Correction

Déja, f est dérivable sur R et pour tout x dans R,

+o0
/ -1)" 2n—1
f'(x) = Z ((2”n!))2 2nx=""0,

n=1
Ensuite, on remarque que si x # 0,

+o00 n
i)=Y ((2;17!))22,7(2,7 —1)x*"2

n=1

X (=1)" ~ (D" s

— Z ) (2n)2x2"=2 — Z (2nn!>22nx

n=1 n=1

+o0
_ (=1)" -1 _ Lo
*2(2,,,1(”_1)!)2 X"

n=1

=—f(x) — %f’(x).

Donc
xf"(x) + f'(x) + xf(x) = 0.

+o00
3. Calculer / f(t)e ™ dt pour x €]1, +o0].
0

Remarque : j'étais parti pour faire cette question en utilisant la question précédente, je
n'y suis pas parvenu! Soit x > 1. On cherche a calculer

400 (_1)n - _ +o00
/O > 2nn!)2t2e c/t_/O PRAGLEL

n=0 ( n=>0

(=1
(2nn!)?

t2"e=*t Faisons déja un calcul préparatoire, celui de

+oo
Ik:/ the™>tdt.
0

ouf, t+—
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. . . 1 .
On fait une IPP en dérivant t* et en intégrant t — e en t —;e_“. On obtient,
par IPP,

1 +o0 k +00
I = [—tke”] +f/ th-le=>tqt
X 0 X Jo
k
= —Ik
X
kI +o0
= 7/ eiXtdt
X" Jo
k!
= k+L

On peut désormais appliquer un théoréme d'intégration terme a terme. On calcule

+oo +oo
/O |fn<r>|dr:/0 Ih,(0)]dt

1 +|infty
= TP |)2/ t2"e ¥ dt
n! 0

1 (@)t

= 4(2,7”!)2 x2n+1
1 (2n)! 1

T an pi2 yentl-

Pour savoir si ce terme est le terme général d'une série convergente, utilisons une régle
de D'Alembert. On calcule

e (2n+2)(2n+ 1) 1
% (%12)! x2%+1 (n+1)24x%  notoo X2 '

+o0
car on a supposé x > 1. On en déduit donc que la série de terme général / |fa
0

converge. Comme la série de fonctions continues E f, converge simplement vers une
fonction continue, on en déduit, par le théoréme d'intégration terme a terme, que

/Jroto(t)dt Z/+Oof(t)dt
0 " 0 !

n=0 n=0
(_1)n +oo
2
>0 (2”!7!) 0

_y (1 o)

(2””!)2 X2n+1

t2ne_Xtdf

n=0

om\ 1 1
= XZ(_U"( n)22nx2n
n=0

X2

1
=X = .
\/1_1_712 \/1+X2

Pour trouver la derniére formule, il faut se dire que cela ressemble a des DSE qu’on a vu
avec de la racine, repenser au cours que l'on a fait pour arcsin et adapter.
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Exercice 15. Centrale 24. Pour n € N* et a > 0, on note v, = —aIn(n) + Z In (1 + g) et a, = ,,nil
k=1 k Hi:l(a + /)

1. Déterminer le rayon de convergence R de g anz".

Correction

Comme a, est non nul pour tout n, on va utiliser une régle de D'Alembert.

any1 _ (n+ 1) XH7=1(O‘+/)_ n+1 .
an T (a+ i) n! a4+ n+1 st

1.

Donc le rayon de convergence de E a,z" est égal a 1.

2. Montrer que Z (Vns1 — Va) converge.

Correction

Soit n € N. Alors

Vat1 — Vo = —a(In(n+ 1) —In(n)) +In (1 + njx—l)

an(1+3) 4m(14+-2
n n+1

_ a, a .  a a
notoe n o 212 n+1  2(n+1)2 n2

B a o a a G 1
nstoo n(n+1)  2n2  2(n+1)2 n?

1
1 teo O (nz> ’

donc, par comparaison a une série de Riemann, la série de terme général v,11 — v, est
convergente.

A
3. En déduire qu'il existe A > 0 tel que a, ~ —

n—4oco N’
Correction

On en déduit, par le lien suite-série, que la suite (v,)nen converge vers un réel £. On peut
alors dire que

n—+oo

—aln(n) + ; n(1+2) — ¢
$n(1-)

_aln(”)-l‘kznlln (1-1—%) =In (nla)_Hn (f[k—;a>

k=1

() oo (g2
8
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que

< 1 >
n — 4,
n*a, ) n—+oo

donc que n%a, — e 4=\, d'ou le résultat désiré.
n—-+o0o

4. Etudier la convergence de Z anz" pour |z| = R
N

N

Indication. Pour o« < 1, on pourra noter By = Zz et exprimer Z anz" a l'aide de B,, et

n=0
de a, — ant1-

n=0

Déja, si a > 1, alors, pour |z| =1,

|
gente.
Ensuite, si a < 1,

e ou bien z # 1. On note alors B, ZZ

on peut écrire, pour N € N¥,

N—-1

n=1
N—1

n=1

A .
~ —, terme général d'une série conver-
n—+oo N%

) . A . )
e ou bien z =1 et alors, par I'équivalent a,, ~ Tar on en déduit que E an diverge.
n—-+o0
1— Zn+1

1-z

N N
Z anz" = ap + Z an(Bn — Bn_
n=0
N N
=ao+ Z anBn — Z anBn-1
n=1 n=1
N N—1
=ap + Z anBn — Z arH-an
n=1 n=0
=aop + Z(an — apt1)Bn + anBy — a1Bo

=ap—a + Z(an — ans1)Bn + anBy.

Remarque : on vient de faire une transformation d'Abel.

.Or, 2" =B, - B,_1, donc

1)

~ O
n—+oo notl
Donc E an — apy1 converge (absolument). En

bornée par

1 —2Z|'

Or,
oy Apey = n! ~_(n+1)!
A | (R R | (G R )
_n(a+n+1)—(n+1)!
- Hn+l(a+l)
B nla
- Hn+1(a+l)
a
T+l
Ax

conclusion, comme (B,)yen est

T T
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— déja, |(an— an+1) Bl e O <n°‘+1) terme général d'une série convergente,

N-1
donc Z(an — ant1) B, tend vers une limite finie quand N tend vers +oo0,

n=1

— comme ay *> 0 et que By est bornée, aynBy — O,

N— N—+o00
donc, finalement, Ia série de terme général a,z" converge.

n—1
. X
Exercice 16. Centrale python 22. On pose g(x) = m,Po =1P, = H(X — k) et
1t

1. Montrer que x —

Correction

. -1 n—1
On sait que pour tout x dans | — 1, 1[, In(1 + x) = Z %x”. Donc, pour x non

In(1+ x
% admet un prolongement de classe €*° sur ] — 1, 1.

n>1
nul, )
|I’1(1+X) (71)n7 n—1 (71)n n
X N Z n Z n+1
n>1 n=>0

qui est une série entiére, de rayon de convergence 1, donc prolongeable par continuité en
0 et de classe € sur | — 1, 1].

2. En déduire que g admet un développement limité en 0 a tout ordre.

Correction

. In(1+ x , .

La fonction x g est de classe €°° et ne s'annule pas au voisinage de 0,
X . )

donc x m est de classe ¥*° au voisinage de 0. Ceci assure, par la formule de

Taylor-Young, que g admet un développement limité en 0 a tout ordre.

3. [Py] En effectuant des calculs sur les polynémes avec Python, calculer les 10 premiers coeffi-
cients du développement limité de g(x) en 0.

On sait que

X 1 1
n(1+x) oo T Xk + o(x9) 1—22:1 GO 5k 4 o(x9)

=t )
Donc si I'on pose P(x Z(k—al xX, on sait que

9
X
n(1+x) t kzzjl POY" +0()

On calcule alors
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O ~NO ks WN =

=
w N~ O

14
15
16

from numpy. polynomial import Polynomial

X Polynomial ([0,1])

P=0

for k in range(1,10):
P+=(-1)*%(k—-1)/(k+1)*Xs%xk

dl = Polynomial ([1])
for k in range(1,10):
dl += Pxxk

DL = dl.coef[0:10]

On trouve alors

>>> DL
array([1.,0.5,-0.08333333,0.04166667,-0.02638889,
0.01875,-0.01426918,0.01136739,-0.00935654,0.00789255])

4. [Py] Comparer avec les 10 premieres valeurs de I,,. Que peut-on conjecturer ?

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

35
36
37
38

Correction

On propose

import scipy.integrate as integr

def Q(k):
res = Polynomial ([1])
for i in range(k):
resx=(X—i)

return res

def facto(n):
res =1
for k in range(1,n+1):
resx=k
return res

def I(n):
return integr.quad(Q(n),0,1)[0]/facto(n)

L = [I(n) for n in range(10)]

et on trouve

>>> L
[1.0, 0.5, -0.08333333333333334, 0.041666666666666664,
-0.02638888888888889, 0.01875, -0.01426917989417989,

0.011367394179894179, -0.009356536596119932, 0.00789255401234568

[l s’agit de la liste des coefficients du DL !

5. Trouver un encadrement judicieux de I, afin de déterminer le rayon de convergence de la série
entiére de terme général I,x".
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4‘ Correction

On sait déja que, pour t dans [0, 1], |t — k| <

de Z t", c’est-a-dire 1.

n=0

Pour k

n—1
In]

, Cc'est-a-dire 1.

1 n
de Z 6(n— 1)nX

k + 1 donc |I,,] <

de convergence de la série entiére E I,t" est supérieur ou égal au rayon de convergence

Ensuite, on remarque que I, est du signe de (—1

1
I, = = /O tH(k—t)dx

> 2, on peut dire que, sur [0,1], k—t >

> %/O t(l—t)H(k—l)dt

>1/1t t2dx—#
“(n—1)nJ, ~6(n—1)n’

Donc le rayon de convergence de E I,x" est supérieur ou égal au rayon de convergence

1
nl =1, donc le rayon

)" donc

k — 1, donc

6. Comparer ZI,,X et / (1 + x)* dt; en déduire une preuve de la conjecture formulée en

n=0

28

1
On calcule de deux manieres / (14 x)tdt :
0

e méthode directe :

e méthode par séries entiéres : on

(14 x)* —1+Z
n>1
n=0

Ainsi, si x €] — 1,1],

@)

1 1
/ (1—|—X)tdt:/ et g
0 0

_ ﬁ[etln(lth)]é
_ ﬁa e 1) = gl

sait que pour x €] — 1, 1],

Hf—

Z 'D (t) x"dt.

n=0
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Pa(t)
n!

On note f,(t) = x". Alors par une majoration faite précédemment,

1
1

/ [T (t)|dt = x"=|1,| < X,
0 n!

terme général d'une série convergente (car x €] — 1, 1[). Comme les f, sont toutes

continues et que la série de fonctions E f, converge simplement, le théoréeme
d'intégration terme a terme permet de conclure que

1 1
g(X)=/0 (1+x)tdt:Z/O Pr;f!t)x”dtzzhxn,

n=0 n=0

d'ol I'égalité et, par conséquent, I'égalité des développements limités !

Exercice 17. Centrale 2024. 1. Soit Z anz" une série entiére qui converge sur | — a, af, avec
o > 0. Montrer que sa somme est de classe € sur | — &, af.

Correction

C’est du cours.

2. Est-ce que toute fonction de classe € sur un ouvert contenant O est développable en série
entiére au voisinage de 07

4‘ Correction

- ) L1
Non! On a vu un exemple du cours, avec la fonction nulle sur R_ et égale a e™x sur R,
dont toutes les dérivées sont nulles en 0.

3. Soit f une fonction de classe €°° sur un ouvert contenant 0 . Montrer qu'elle est développable
en série entiére au voisinage de 0 si et seulement si :

3o M, A) € (R*)? ¥p € N, Vx € [—a, al, ‘f(p)(x)’ < MAPD!
Remarque : c'est une question posée a I'écrit de I'X, en MP, en 2021... Je donne donc les
indications suivantes :
e pour le sens réciproque (le plus simple), utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange.

e pour le sens direct montrer que si f est DSE sur | — R, R[, alors pour tout r €]0, R|,
( £(M(0)

n!

r”) est bornée. Utiliser cette borne et penser a reconnaitre une dérivée
neN

. 1
p-ieme de x — ——

1—x’

Procédons par double implication.
Sens direct. Si f est développable en série entiére au voisinage de 0, alors on dispose de
R > 0 tel que pour sur | — R, R|, f est égale a sa série de Taylor :

Vx €= R.R[ f(x)=)_ mxk.

k!
k>0

Page 34 sur



PSI Pasteur 2024-2025

N. Laillet

Séries entiéres nlaillet.math@gmail.com

£(m(0
|( )r”) tend vers 0 donc est bornée,
n: neN

par, disons, M > 0 (¢a ne sera peut-étre pas le méme M que celui qui est demandé). On
écrit alors que, si p € N, et x € [—r, 1],

Mais alors, si 0 < r < R, on sait que la suite <

(k)

I
= (k= (k—p)!

f(k)(o)
<2 W

<MY

k>=p

rk(k p)'

. . . . 1
On reconnait alors le développement en série entiére de la dérivée p-ieme de x — 1 x

x|

, B} L N , p!
évaluée en —. Or, la dérivée p-iéme de cette fonction est x —» ——. Donc
r

(1T —=x)P

M p!
(p)
P < = -
r

<Mplr—————
P =P

Donc si on prend a €]0, r[, alors pour tout x dans [—a, a], pour tout p dans N,

1FPI(x)] < (Mr) x p! x <r1a>P+1’

1
d'ol le résultat avec M/ = Mret A= ——.
r—o

Sens réciproque. Supposons que |'on dispose de (a, M, A) € (IR*"‘)3 tels que :
Vp € N,Vx € [-a, a], ’f(p)(x)‘ < MAPp!

Soit x € [—a, a]. Soit p € N. Alors par I'inégalité de Taylor-Lagrange,

p
f(k)(o) x|+t
£x) — x| < Flp+1) (¢ E—
(=3 | < g IOl oy
p+1 A P
< marpt P g AXD
(p+1)! p+1 potoo

. 1 .
deés lors que x €] —r, r[ ot r = min (a, A)' Ainsi, pour tout x dans | —r, r[, f est égale

a la somme de sa série de Taylor donc est développable en série entiére.
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