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Semaine 14 —du 20 au 24 janvier 2025

Programme en bref.

— Cours sur les séries entiéres

— Exercices sur les limites d’intégrales (convergence dominée, intégrales a parameétre) et le début des séries entiéres :
détermination de rayon de convergence, petits calculs de somme. Attention! Les DSE usuels n’ont pas étés

encore vus.

Exemples de questions de cours

1. Lemme d’Abel + si R est le rayon de convergence, alors pour tout |z| < R, Y a,z" CVA et pour tout |z| > R, on a

divergence grossiére.
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. Y auyz" et a,z" ont méme rayon de convergence.

La proposition précédente caractérise le rayon de convergence.

Convergence normale de la somme d’'une série entiere sur tout segment de l'intervalle ouvert de convergence.
Si a,, = O(by,) alors le rayon de convergence de Y a,z" est supérieur ou égal au rayon de convergence de Y b, z"
. Continuité de la somme d’une série entiére sur ] — R, R[.

. Caractére ¢! de la somme d’une série entiére sur | — R, R[.

. Expression des coefficients a,, en fonction des dérivées en 0 de S(x) =Y. ,,>0 @, x" et unicité du DSE.

Programme en détail (extraits du programme officiel)

Limites et intégrales

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

e) Suites et séries de fonctions intégrables

Pour I'application pratique des énoncés de ce paragraphe,
on vérifie les hypothéses de convergence simple et de
domination (resp. convergence de la série des intégrales),
sans expliciter celles relatives a la continuité par morceaux.
Théoréme de convergence dominée :

si une suite (f;;) de fonctions continues par morceaux
sur I converge simplement vers une fonction f continue
par morceaux sur I et s’il existe une fonction ¢ intégrable
sur I vérifiant | f;] < ¢ pour tout n, alors les fonctions f;,
et f sont intégrables sur I et :

/Ifn(t)dt — /If(t)dt.

Théoréme d’intégration terme a terme :
si une série Y f,, de fonctions intégrables sur I converge
simplement, si sa somme est continue par morceaux sur I,

+00

et si la série Z/Ifn(t)ldt converge, alors ) f;, estinté-
I

n=0
grable sur I et :

+oo +00
Y Hwde=Y [ fuode
I'n=0 n=0J1

La démonstration est hors programme.

La démonstration est hors programme.

On présente des exemples sur lesquels cet énoncé ne
s’applique pas, mais dans lesquels l'intégration terme a
terme peut étre justifiée par le théoréme de convergence
dominée pour les sommes partielles.




CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

f) Régularité d’une fonction définie par une intégrale a parameétre

Pour I'application pratique des énoncés de ce paragraphe,
on vérifie les hypothéses de régularité par rapport a x et de
domination, sans expliciter celles relatives a la continuité
par morceaux par rapport a t.

Théoréeme de continuité :

si A et I sontdeux intervalles de R et f une fonction définie
sur Ax I, telle que :

— pour tout te I, x— f(x,1) est continue sur A;

— pour tout x € A, t — f(x,t) est continue par mor-
ceaux sur I;

— il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que
pour tout (x,t) € Ax I, on ait | f(x, £)| < (1) ;
alors la fonction x — /f(x, 1) dr est définie et continue
I

sur A.

Théoréme de convergence dominée a parameétre continu:
si A et I sont deux intervalles de R, a une borne de A et
f une fonction définie sur A x I telle que :

— pourtout tel, f(x,1) — 0(t);
— pour tout x € A, t— f(x,1) et t — ¢(¢) sont conti-
nues par morceaux sur I ;

— il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que
pour tout (x,t) € Ax I, on ait | f(x, £)| < (1) ;

alors ¢ est intégrable sur I et :

/f(xJ)dt—»/[(t)dt.
I x=a Jp

Théoréme de dérivation :
si A et I sontdeux intervalles de R et f une fonction définie
sur Ax I, telle que :

— pourtout t€ I, x— f(x, 1) estde classe €' sur A;
— pour tout x€ A, t— f(x,t) est intégrable sur I;

0
— pourtout xe A, t— é(x, 1) est continue par mor-
ceaux sur I;

— il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que

pour tout (x, ) € Ax I, on ait <@(D);

of
a(x) t)

alors la fonction g : x — /f(x, t)dt estde classe €' sur A
I

et vérifie :

of
vy —
VxeA, g(x)—/lax(x, rdt.

Extension & la classe €¢* d’une intégrale & parametre,
k

0
sous hypothése de domination de t — a—{(x, 1) et d’inté-
X

ol f

rabilité des t— —
9 oxJ

(x, 1) pour0< j<k.

En pratique, on vérifie I'hypothése de domination sur tout
segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés a la
situation.

On remarque qu'’il s’agit d’'une simple extension du théo-
réme relatif aux suites de fonctions.

La démonstration n’est pas exigible.

En pratique, on vérifie I'hypothése de domination sur tout
segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés a la
situation.




Exemples d’études de fonctions définies comme intégrales
a parametre : régularité, étude asymptotique, exploitation
d’une équation différentielle élémentaire.

Séries entiéres

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Rayon de convergence

Série entiere de la variable réelle, de la variable complexe.
Lemme d’Abel :
si la suite (a,z]) est bornée alors, pour tout nombre com-
plexe z tel que |z| < |z, la série Zanz” est absolument
convergente.
Rayon de convergence R défini comme borne supérieure
dans [0, +oo] de I'ensemble des réels positifs r tels que la
suite (a,r") est bornée.
Intervalle ouvert de convergence.
Disque ouvert de convergence.
Avec R, (resp. Ryp) le rayon de convergence de Zanz”,
(resp. Y_buz"):

— si a, =0(by), alors Ry = Ry, ;

— si ay ~ by, alors R; = Ry,

Application de la régle de d’Alembert pour les séries nu-
mériques au calcul du rayon.

Rayon de convergence de la somme et du produit de
Cauchy de deux séries entiéres.

La série Zanz" converge absolument si |z| < R, et elle
diverge grossiérement si |z| > R.

Poura R, R()_n®x")=1.

Le résultat s’applique en particulier lorsque a,, = o(by,).

|Gl

La limite du rapport peut étre directement utilisée.




CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

b) Régularité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

Convergence normale d’'une série entiére d’'une variable
réelle sur tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de
convergence.

Continuité de la somme sur l'intervalle ouvert de conver-
gence.

Primitivation d’'une série entiere d’'une variable réelle sur
l'intervalle ouvert de convergence.

Caractere €*° de la somme d’une série entiere d’'une
variable réelle sur l'intervalle ouvert de convergence et
obtention des dérivées par dérivation terme a terme.
Expression des coefficients d’'une série entiére de rayon
de convergence strictement positif au moyen des dérivées
successives en 0 de sa somme.

L'étude des propriétés de la somme au bord de l'inter-
valle ouvert de convergence n’est pas un objectif du pro-
gramme.

Relation R () anx") =R (}_nanx").
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