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TD 12
Séries entiéres et variables aléatoires

Exercice 1. Centrale PC 24. On dispose d'une piéce donnant pile avec un probabilité p €]0, 1[. On
lance cette piéce jusqu'a obtenir pile. On note N le nombre de lancers nécessaires pour obtenir ce
premier pile. On lance ensuite N fois cette piéce et on note X le nombre de pile obtenus au cours
de ces N lancers.

1. Quelle est la loi de N7 Donner la loi du couple (N, X).

Correction

Par définition, N est le temps du premier succés pour une suite de variables de Bernoulli,
donc N suit une loi de géométrique de paramétre p.

Ensuite, par définition, la variable X est a valeurs dans N. Soit (n, k) € N?. Alors P(N =
n, X = k) =0si k> n (on ne peut pas avoir k pile au cours de n lancers si n < k).
Enfin, si k < n,

P(N =nX= k) _ P(N _ H)P/\/:,,(X _ k) _ pq"fl <Z> pkqnfk _ <Z) pk+1q2nfk71_

En effet, la loi de X conditionnée & N = n est une loi binomiale de paramétres (n, p).

2. En déduire la loi de X.

On en déduit, par la formule des probabilités totales, en distinguant les cas k = 0 et
k #0. Pour k #0

P(X =k) = P(N=nX=k)

n>1
n .
= Z (k) p“T1g?" %=1 ca ne marche passi k =0
n>k

k+1 2n—k—1

Z n!
= TP d
2 K1(n— K)!

R I n! 2yn—k

Or, si on note

! .
f(x)= ;(nik)lx %

1
alors on remarque que f = g®(x) ot g(x) = Zx” = —— Ainsi, g¥W(x) =
1—-x
n=0
k! .
T = et dou
oy L kb1 kel K!
P(X = K) = 1P ¢ e
1
— (1 — g)ktlgk-1
(1—-a)q (1— q)L(1 + q)<1
gkl
= (1+ q)kT1
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Si k=0,

) 1 q
(X=0)=> pg T # 11q

n>1

On peut vérifier qu'on a bien défini ainsi une probabilité.

3. Soit A €]0, 1[. Soient U,V deux variables aléatoires indépendantes telles que U ~ B(\) et
V ~ G(\). Trouver A tel que UV ~ X.

4‘ Correction

Déja, U est a valeurs dans {0, 1} et V est a valeurs dans N*, donc UV est a valeurs dans

N. Ensuite,

P(UV =0)=P(U=0)=1-A.

Puis, pour k dans N*,
P(UV = k) =P(U =1,V = k)
=P(U = 1)P(V = k) par indépendance.
=M1 -X)F1x
=21 - )T

q . 1
En posant X tel que 1 — A = Jle. A=
R d 1+q 1+q

, alors on remarque que

k=1 k—1
)\2(1_>\)k*1:; _q __9
(T+a? \1+4q (1+ gy

ce qui est exactement ce que I'on recherche!

4. Calculer E(X) et V(X).
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4‘ Correction

On en déduit que

E(X) = E(UV) = E(U)E(V) = )\% _
et que
E(X?) = E(U*V?) = E(UV?) = E(U)E(V?) = AE(V?)
Or,
1—X 1 i

E(V?) =V +E(V) = 5+ 35 = 3z
On en déduit que
2—X
X — =1
V(x) ==
1-X
=2—=
A
_q_
=257 =2q
T+q
+oo o
1
Exercice 2. Mines-Télécom 24. Soit S(t) = AZ nn + t”.

1. Donner le rayon de convergence puis calculer la somme de cette série entiére.

4‘ Correction

2
1
On note, pour ndans N, a, = % Alors pour n > 2,
a7n(n—l)—&-2n—i-17 1 n 2 +l
" n! S (n=2)t  (n—1)!

de rayon de convergence infini. Ainsi,

S(t):zn(n t”+2—t” Z;—nl

n>0 n>0 n>0
=(t?+2t+ 1)t
= (t+1)%".

ce qui, par propriété sur les sommes d'une série entiére, assure que la série entiére S est

2. Trouver X tel que S(t) soit la série génératrice d'une variable aléatoire X.

4‘ Correction

1
Il faut que S(1) =1 (pour que Zan =1, donc que \ = e
n=0

3. Donner la loi de X puis, si elles existent, son espérance et sa variance.

Page 3 sur



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Séries entiéres et variables aléatoires nlaillet.math@gmail.com

4‘ Correction

On a alors pour tout n dans N,

puis, comme S est dérivable sur tout R,
S'(t) =2(t + 1)et + (t + 1)%e,

et donc g
e

p— l = — =

E(X)=X5'(1) = 1

De méme, on remarque que

+o00 +oo 400
E(X?) =AY na, =AY n(n—1)a,+ XD na, = AS"(1) + AS'(1).

n=0 n=0 n=0
Ainsi, comme
S"(1) = 2e' + 4(t + 1)e’ + (t +1)%*

on en déduit que

V(X) = E(X?) — E(X)?
=XS"(1)+S' (1)) -4
14e + 8e
- de -

3
5

Exercice 3. CCINP 24.

1. Donner le développement en série entiére de pour n = 1 puis pour n € N*.

1

Pourn=1etxe€]—1,1[, —— =
1—x
n>0
Pour n € N*, on utilise le développement série entiére de (1 + x)*

1
(1=x)"

1

T 47

=14 Z H (_n)(_n — 1) nl (_n —m+ 1)(—1)me

m=1 k=0
= gnﬁwfﬁn}ﬂ)lx"’
- ()

2. Soit n € N*,p €]0,1[,g = 1 — p et, pourkeN,pk<

\VM

n+ k-1

B )p”qk. Montrer que I'on
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définit ainsi une probabilité sur N.

Correction

On calcule

donc (pk)ken définit bien une probabilité sur N.

3. Soit X une variable aléatoire vérifiant : Vk € N, P(X = k) = p,. Déterminer la fonction
génératrice de X, puis calculer I'espérance et la variance de X.

Correction

Soit t € [-1, 1]. Alors

Gx(t) = Z (n—i-:— 1)pnqktk

k=0

=D”Z(n+il>(tq)k

k=0

:pry.

La fonction Gx est bien dérivable en 1 et

qn

1 —
Gx(t) = p" x W

d'ou "
nq
E(X) = Gi(1) = ngp" ————— = 4.
( ) X( ) nqgp (1_q)n+1 p

De méme, en refaisant le calcul fait en cours (a savoir refaire!),
V(X) = Gx(1) + Gx(1) — Gx (1)

1 ngq nq 2
o+ 0 g+ 5 (5)

2 2
n(n+1) (q) + nd (q)
P p p
ng (q + 1) .
p\p
Exercice 4. Mines 17 et exo ultra-classique. On effectue des expériences aléatoires et indépen-

dantes : (X/),eN, avec chaque X; suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. On note (quand elle
existe...) T, I'étape a laquelle on a eu le n-iéme succés.

1. Donner la loi de T;.

Page 5 sur



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Séries entiéres et variables aléatoires nlaillet.math@gmail.com

4‘ Correction

Ty suit une loi géométrique de paramétre p : c'est du cours!

2. Déterminer la loi de T, puis de T, pour tout entier n € N*,

Correction

Soit m € N. L'éveénement (T,, = m) est la réunion correspond a |'événement Xy + --- +
Xm=net X, =1soit encore X1 +---+ X1 =n—1c¢et X,, =1. Par indépendance

Bl =m) =R X X = i S RO =)
Puisque X1 + -+ + X1 ~ B(m—1, p) et X, ~ B(p), on obtient

m-—1

P(Th=m)= (nl>p”(1p)’””~

3. Donner le développement en série entiére de

(1=t
Correction
Par le cours, en prenant o« = —n, on obtient

+o00
1 -1
:E (n+m )t”pourte]—l,l[

(1—=1t)m ~\ m-1

4. Calculer la fonction génératrice de T, et en déduire I'espérance de T,.

Par définition
+oo il
or=3 (7)o@ -
m=0
=3 (" N eora - por =
— n—1 (1—-(1—=p)t)n
D'ou
E(X) = G- (1) = Z.
" p
Exercice 5. Mines-Télécom 23. Soit (X1, ..., X,) des variables aléatoires indépendants suivant la

loi de Bernoulli Z(p). On note X =card{i < n, X; =1} et Z=card{i < n, X; = X1}.

1. Préciser la loi de X, son espérance et sa variance.
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4‘ Correction

La variable aléatoire X compte le nombre de succés dans une succession d’expériences
de Bernoulli : elle suit donc une loi binomiale de paramétres (n, p). Donc E(X) = np et

V(X) = np(1 - p).

2. Les variables X et Z sont-elles indépendantes ?

4‘ Correction

Les variables X et Z ne sont pas indépendantes :

P(X =0,Z =0)=0,

car si toutes les variables aléatoires valent —1, alors toutes sont égales a Xj.

3. Calculer la fonction génératrice de Z puis son espérance.
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4‘ Correction

n
On écrit que Z =1+ ZA, ol Aj = 1x,—x,. Donc
i=2

E(Z) = tE(ﬁ tA4)

Reste a savoir si Ay, .. ., A, sont mutuellement indépendantes. Or, on remarque que
1
PA=1)=PX1=1,X;=1)+P(X;=-1,X;,=-1) = 5
et, si €, ..., €, sont dans {0, 1}, disons, pour simplifier les écritures, e = --- =g, =1
etegp1=--=¢€,=0,

:P(X1:X2:...:Xk:]_,Xk-I—l:--.:Xn:—1)+]P(X1:X2:-..:Xk:_1,Xk+1:...:Xn: 1):
et
1
P(AQ = 62) X ]P(An = En) = F’
donc (Az, ..., An) sont mutuellement indépendantes. Ainsi,

E(Z) = tﬁE(tA’)
=2

On en déduit que

E(Z):1+(n—1)E(A2):l+n;1 - ”;1.

(c'est beaucoup plus simple qu'avec la fonction génératrice!)

Exercice 6. CCINP 17, 18, 24.... Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans
N, de méme loi, admettant une variance, telles que Z = X + Y + 1 suive la loi géométrique Z(p).

1. Déterminer I'espérance et la variance de X en fonction de p.

Par linéarité de I'espérance, E(Z) = E(X) + E(Y) + 1, donc, comme X ~ Y, 2E(X) =
1
E(Z)-1= s 1, donc

E(X) = E(Y) = 12;13”.

Comme X et Y sont indépendantes,
V(Z) =V(X)+V(Y) =2V(X),
car X ~Y. Donc
9
5

V(X) = %V(Z) = %p

Page 8 sur




PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Séries entiéres et variables aléatoires nlaillet.math@gmail.com

2. Déterminer la fonction génératrice de X. En déduire la loi de X.

Correction

Déja, on remarque que pour tout t dans [—1, 1],

Gz(t) = Gxyy41(t) = tGxyy (1) = tGx(t)?,
car, pour W une variable aléatoire,
Gw1(t) = E(t" ) = E(t"t) = tE(t") = tGw (t).

p

Ainsi, pour tout t dans [~1, 1], Gx(t)? = T at

Mais Z ~ ¢(t) donc Gz(t) =

qui est bien positive.

Donc pour tout t dans [—1,1], Gx(t) = 5(7.‘),/1 pqt' avec g(t) = +1. Mais Gx est
continue sur [—1,1] et Gx(1) = 1, donc, comme 1/1 fqt ne s'annule pas sur [—1,1],

Gx garde un signe constant (sinon, étant continue, en vertu du TVI elle s'annulerait).
On conclut que

1—qgt’

D

vt e l-11], Gx(t) = \[y= o

On en déduit que pour tout t dans [—1, 1],
2n\ 1
Gx(t)=vpY ( . ) 77
n=0
d’'ou, pour tout n > 0,

P(X = n) = fp<2”) ;L

n
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Exercice 7. Centrale 2016, 2023. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

1. Rappeler la définition de la fonction génératrice d'une telle variable aléatoire.

Correction

Par définition, pour tout t dans [—1,1], Gx(t) = ZIP’(X =nt".

n>=0

Dans la suite, on suppose : X < P(X). Donner la valeur de Gx(t).

4‘ Correction

C'est du cours, Gx(t) = eM1-1t)

2. Montrer :

Gx(t)
ta

Vt>1VaeR, P(X>a)<

Correction

Déja, il convient de dire que, pour une loi de Poisson, Gx est définie sur tout R et pas
seulement sur [—1, 1]. Ensuite, si t > 1, alors In(t) > 0, donc

aln(t))

e?"()) par croissance de I'exponentielle

P(X > a) =P(XIn(t)
— ]P;(eXIn(t)
=P(t* > t7)

E(tX) S . . y
< = par I'inégalité de Markov, car la variable t* est positive

. Gx(t).

~ ta

>
2

A
3. En deduire : P(X >2)) < (5 )

4
4‘ Correction

On en déduit que

QA (t-1)

P(X > 2)) < ~55—

et ce quel que soit t € R. En prenant t = 2, on obtient le résultat.

4. Comparer avec une majoration obtenue via l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Déja, par I'inégalité de Markov,

E(X) 1
> < —=—
P(X > 2)) < =3~ = 5.
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ce qui n'est clairement pas idéal. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff,

P(X >2\) =P(X — A > \)
<P(IX Al > \)

V(X)
<3
> A 1
S =X
e\ 1 . ) . .
Or (7) = o| — ], donc I'estimation que nous avons faite est meilleure que celle
4 A—+00 A

obtenue par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff.

Exercice 8. Navale 24. Soit X une variable aléatoire telle que : Vk > 1,P(X = k) = ——

1. Vérifier que I'on définit bien ainsi une distribution de probabilités sur N*.

4‘ Correction

On calcule

k 1 . . .
Z]P’(X =k)= Z oK Z oK la séparation étant licite par convergence des deux séries

k=1 k>1 k>1
1 1 1 1
==f(z)-z—.
2 2 21l =5
X . 1
ol f(x) = Zx = e de rayon de convergence 1, donc, pour tout x €] — 1, 1],
k>0 —X
f(x) = S Ainsi,
1 1
D PX =k =5 —15-1
k>1 (1 o E)
11
—Zr-1=2-1=1
23

Donc on définit bien ainsi une distribution de probabilités sur N*.

2. Déterminer la fonction génératrice de X.

Page 11 sur



N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

PSI Pasteur 2024-2025
Séries entiéres et variables aléatoires
Soit t € [-1, 1]. Alors
Gx(t) =Y P(X = k)tk
k>1
i i
= Z k27 TR la séparation étant licite par convergence des deux séries
k>1 k>1
_ta <f> _t 1
t
2 2 21-3
ot 1 t
2 (1-1£)> 2-t
2t t
C(2-1)2 2-t
t2
T @-1p

3. Calculer E(X) et V(X).

Déja, X admet clairement une espérance finie et une variance finie car
k—1 1
= Z )

Q — i t k2 _
2k k—>_+oo © k2 € 2k k—+—+00 ©

donc E(X) et E(X?) sont finis. Donc Gx est dérivable en 1 et E(X) = G5(1). Or
4t

2t(2—t)2+2t2(2—t)  2t(2—-t)(2—t+1t) 4t(2—t)
a (2-1)* - (23

Gx(t) = 21

Ainsi,

E(X) = G&(1) = 4.
De méme, les calculs déja faits en cours nous permettent de dire que
V(X) = Gx(1) + Gx(1) — Gx(1)>.

4(2 — t)3 + 12t(2 — t)?

" _
GX(t) - (2 — f)6
_4Q2-1)?(2-t+3) 4(5-1)
(2-1t)° S (2-t)
Donc
V(X)=16+4—-16 =4.
Exercice 9. X PC 23.
2

1. Montrer que Vx € R, ch(x) < ez
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4‘ Correction

C'est une question vraiment trés difficile si on ne pense pas aux séries entiéres! Mais
avec les séries entieres, cela se fait parfaitement. On écrit que

2n

ch(x) = Z(2p)| etes :Z2X”n!'

p=0 n=0

Ensuite on remarque que

@p)l=02p)x---x(p+1)xpl>2x2xpl=2Pp!

Donc
ch(x) = Z < Z = e%.
| |
= (2 p) 2°p!
2. Soient Xi, ..., X, des variables i.i.d. suivant la loi uniforme sur {—1,1}. On pose, pour n €

2
N* S, = X1 + -+ X,. Soit A € R™. Montrer que P (S, > ) < e 3

4‘ Correction

On écrit que, pour t > 0,

P(S, = A) = P(ef* > ™)
E(etsr)
= etX
Hk 1E(etx")
< et
ch(t)"
< )

par indépendance.

nt?
< e——t>\

A
d'ou le résultat en prenant t = oS

Exercice 10. Centrale 24. On dispose de deux urnes U; et U, dans lesquelles sont répartis 2n jetons
numérotés de 1 a 2n. L'urne U; contient initialement r jetons (0 < r < n ). On tire au hasard
un numéro de jeton : s'il est dans U; on le place dans U; et inversement. On note X, la variable
aléatoire donnant le nombre de jetons contenu dans U; aprés p tirages.

1. Réaliser une fonction jeu(n,r,p) qui renvoie Xp.

On propose la fonction suivante

1| import numpy as np

2 || import numpy.random as rd

3

4|/ def jeu(n,r,p):

5 Ul = list(range(1,r+1))

6 U2 = list(range(r+1,2xn+1))
7 for i in range(p):
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8 x = rd.randint (1,2%xn+1)
9 if x in Ul:
10 Ul.remove (x)
11 U2.append(x)
12 else:
13 U2.remove (x)
14 Ul.append(x)
15 return len (U1)

2. Pour n =9 et r = 4, donner une estimation de |'espérance de X, pour p € [100, 200].

Correction

On propose la fonction suivante

16 || def estim(n,r,p,N):

17 res = 0

18 for _ in range(N):

19 res += jeu(n,r,p)
20 return res/N

On remarque que

21 || >>> estim(9,4,100,1000)

22 || 9.208
23

24 ||>>> estim (9,4,200,1000)
25 || 8.902

On a I'impression d'une convergence de E(X,) vers n quand p tend vers +oo.

3. Tracer, pour différentes valeurs de n et r, I'espérance de X, en fonction de p pour p € [0, 4n].
Que peut-on conjecturer ?

Correction

On teste
26 ||n=9
27 || r=3
28 |[[N = 1000
29 || X = list (range(1,4%n))

30||Y = [estim(n,r,p,N) for p in X]
31 || plt.plot(X,Y)
32 || plt .show ()

Quelles que soient les valeurs testées, on a un joli graphe qui semble dire qu'il va y avoir
convergence vers n, quelle que soit la valeur de r.

4. Déterminer |'espérance de Xj.

Les valeurs possibles prises par X; sont r+ 1 (si on a tiré une boule dans U,) et r — 1 (si
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on a tiré une boule dans Uy). Ainsi,

r 2n—r rP—r4+2nr+2n—r2—r r
]E(Xl):ﬂ(r—lﬂ— (r+1)= T =(1+r)—5.
2n—k+1 k+1

5. Pour k € [1,2n—1], montrer que : P (Xp11 = k) =
Que peut-on dire pour k =0 et k =2n7

4‘ Correction

Soit k € [1,2n — 1]. Alors

5P (Xp = k= 1)t P (X, =k +1).

2n
P(Xp41 = k) = Z]P(XP+1 =k, Xp=1)
i=0
=P(Xpp1 =k, Xp=k—1)+P(Xpp1 =k, Xp=k+1)

car pour que Xpy1 = k, il faut qu'il y ait k —1 ou k + 1 boules dans I'urne 1. Mais alors,

2n—(k—-1)

Px,=k—1(Xp41 = k) = o

car pour que Xpy1 = k en sachant que X, = k — 1, il faut avoir tiré une boule de I'autre

urne. De méme,
k+1

Px,=k+1(Xps1 = k) = T

d’ou, par la définition d'une probabilité conditionnelle,

2n—k+1 k+1
T P(Xp = k= 1) + o —P(X, = k+ 1).

IP)(Xp-v—l = k) =
En revanche,
1
P(Xp41=0) = Pszl(XpH =0)P(X,=1) = EP(X,) =1)

et

1
P(Xp+1 = 2/7) = Pxp=2n_1(Xp+1 = QH)P(XP =2n— 1) = %P(Xp =2n— 1)

1— 2
6. Montrer que : Gx,,,(s) = sGx,(s) + T;G&p(s).
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Soit t € [—-1, 1]. Alors

2n—1
GXpﬂ(t) = IP)()<P+1 = O) + Z IP)()<F1+1 = k)tk + IP)()<P-‘r1 = 2n)t2n
k=1
Lpx, =1 +2i1 Mk s k= 1)+ e, = k1)) £+ (X, = 20— 1)
~on pt 2n P 2n 2n P
2n— 1 2n—1
k+1 k+1 1
—IP(X,, =1)+ kzl 7P(Xp =k —1)th+ Z —P(Xp =k + Dtk + 5 B(Xp =20~ 1)t
2n— 22,7 2n k 1
—IP’(X,, =1)+ Z IP(X = k)t 4 Z 5 (X, = K)th—t 4 + 5 P(Xp =20~ 1)t
2n—1
2n—k k
= P(X, = k)tkt1 —P(X, = k)tk~1
; oy P(Xp = k) +22n(p )
2n 2n—k
_ — k+1 k—1
= 5 P(Xp = k)t +22n X, = k)t
k=0
2n
_ P(Xp tk+l Z kP tk+l t_k*l)
k=0
2n
= tGx,(t) + —(t2 —1) ) kP(X, = k)t<?
k=1
= tGx,(t) T Gx,,( e

7. Calculer I'espérance de X, et prouver la conjecture établie en 3).
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4‘ Correction

On admet que X, admet une espérance et une variance, c'est-a-dire que Gy, est deux
fois dérivable sur [—1, 1]. On a alors, pour t dans [—1,1],

t 1—1t2
Gk, (1) = Gx, (t) + tGx (t) — EG;p(t) + Gy, (1),
donc, en évaluant en 1,
1 n—1
E(Xpt1) =1+ E(Xp) — EE(X”) =14 - E(Xp).

On a donc, si on note u, = E(X,), u, qui est une suite arithmético-géométrique, de

relation de récurrence .
n —

Up+]_ S 1 + UP’

L 1 .
de point fixe w =1+ <1 — n) w, i.e. w = n. On a alors, pour tout p dans N,

Up — W = <n_1)p(uo—w) — 0,

p—r—+oo

donc u, — n.
p——+o00
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