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D 13
Endomorphismes des espaces euclidiens

1 Isométries et matrices orthogonales

Exercice 1. Mines-Telecom 24. Soit u € Z(E) tel que 1 = —idg et Vx € E, (u(x),x) =0

1. Montrer que la dimension n de E est paire. On note n = 2p.

Correction

On sait que u? = —Idg, donc det(u)? = det(=Idg) = (—1)%™(E) Or, det(u) € R donc
det(u)? > 0, donc dim(E) est paire.

2. Montrer que (u(x), x) est libre pour tout x # 0.

4‘ Correction

Soit x # 0. Alors si u(x) = Ax, ou A € R, en appliquant v, on obtient —x = Au(x) = A%x,
donc, comme x # O, A2 =—1, ce qui est absurde car A € R.

3. Montrer qu'il existe des vecteurs eq, ..., ep tels que la famille (er, u(er), ..., ep, U(ep)) soit
orthonormale.
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4‘ Correction
Déja, on montre rapidement que pour tous x et y, (u(x),y) = — (x, u(y)). Pour ce faire,

on développe
(ux+y). x+y) =0=(u(x), x) + (u(x), ¥) + (u(y), x) + (uy). y) = (u(x), y) + {uly), x) .

Le résultat est donc démontré.

Ensuite, on procéde par récurrence sur dim(E) = 2p.

Pour l'initialisation, i.e. p = 1, si dim(E) = 2, alors on prend x # 0, de norme 1. On a
alors (u(x), x) qui est orthogonale et est donc une base de E. Mais

UGN = (u(x), u(x)) = = {x u(u(x))) = = (x, =x) = x| = 1.

Donc (x, u(x)) est bien une BON de E.

Pour I'hérédité, si la propriété est vraie au rang p, on prend un espace E de dimen-
sion 2(p + 1). Par le méme raisonnement que précédemment, on trouve e,y; tel que
(ept1, u(ep+1)) est une famille orthonormée de E.

Alors si on note F = Vect(ept1, u(€ep+1)), F est un sous-espace vectoriel stable par u.
On montre que F* est aussi stable par v : soit x € F*. Alors pour tout y dans F*,

(u(x).y) = —(x,u(y)) =0.

Donc F* est stable par u.
Ainsi, sur F, ug vérifie :

Vx € F, {up(x),x) =0 et u2 = —Idr.

On applique alors I'hypothése de récurrence et on trouve (e, ..., ep) tels que
(er, u(en). . .., ep, u(ep))
soit une BON de F.
Ainsi, (e, u(er), ..., ep, U(ep), ep+1, U(ept1)) est une bon de E et la récurrence est ter-
minée !

4. En déduire que u est une isométrie.

4‘ Correction

On en déduit que

(u(er), uu(en)). .. u(ep), u(u(e,)) = (u(er), —e,. .., u(e,), )

est aussi une BON, donc u transforme une BON en une BON, donc u est une isométrie.

Exercice 2. CCINP 24. Soit M € My(R) telle que MM"T = M™M et M? + 21, = 0.
1. Montrer que M M est diagonalisable.

4‘ Correction

MT M est symétrique réelle donc, par le théoréme spectral, elle est diagonalisable.

2. Montrer que Sp (M"M) C {-2,2}.

On note N = MTM. Alors N?> = M?>(M")2. Mais M? = —2I, et, en transposant cette
relation, (/\/IT)2 = —2I,, donc

N? = 41,,
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donc X2 — 4 est annulateur de N, donc Sp(N) C {-2, 2}.

3. Montrer que VA € Sp (M M), X > 0. En déduire Sp (M ' M).

Correction

Soit A € Sp(MTM), X un vecteur propre associé. Alors

MTMX = AX donc XTMTMX = 2XTX,

donc
IMX|? = X[IX]1?,

donc A >0, car X # 0,1. On en déduit que Sp(M) C {2}.

1
4. Montrer que — M est orthogonale.

V2

Correction

La matrice MT M est diagonalisable, a spectre réduit a {2}, donc M"M = 2I,. Ainsi, si

1 1
A= ﬁM' ATA = EI\/IT/\/I =15, donc A est orthogonale.

1 ) . :
5. Montrer que —=M est la matrice d'une rotation d'angle 8 a déterminer.

V2
Correction
. 1 _ . )
On sait que A = ﬁM € O(R). Donc A est une symétrie ou une rotation. Mais
A% = —1I,, donc A ne peut pas étre une symétrie. Ainsi, A est une rotation, A = R,.
Mais A2 = —I, = Ry, donc = j:g.

6. Déterminer toutes les matrices M possibles.

Correction
0

o (0 -1 _ 1 _
OnendedwtqueA-(1 0>ouA—(_1 O),doncqueM—i(\@ 0

Exercice 3. Mines-Ponts 24.
1. Que peut-on dire du spectre d'une matrice orthogonale ?

4‘ Correction

On I'a fait en cours, le spectre réel est réduit a {—1, 1}.

Et c'est + difficile/HP de parler du spectre complexe, mais on a pu voir des examinateurs

en parler. Je vais quand méme en dire quelque chose. Soit A une valeur propre complexe

de A € O0,(R). Soit X un vecteur propre complexe associé & A. Alors AX = AX. On

définit alors un « produit scalaire complexe » (X,Y) = X*Y ol X* est la transposée des
n

conjugués des coefficients. Ainsi, || X]|? = Z |x;|?. Bref, avec tout ca, on montre que
i=1
|AX||? = ||X]]? et donc que |A| = 1, donc X € U.
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1
2. Que peut-on dire de la matrice A = 7 6 3 2 ? Que décrit-elle ?

Correction

Déja, on remarque que les colonnes de A forment une BON de .#31(R), donc A est
orthogonale.

De plus, A est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable. Comme A est aussi une
isométrie, on a A% =I5, A est une symétrie orthogonale.

X
On cherche déja le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 : Soit X = [ y | € R3.
z

On a les équivalences

—2x+6y —3z=7x
AX =X & 6x+3y+2z=7Ty
—3x+2y+6z=7z
—9x+4+6y—3z=0
& 6x —4y +2z=0
—3x+2y—z=0

& {-3x+2y—-z=0

Ainsi, A est la symétrie orthogonale par rapport a Vect 2
-1

Exercice 4. Mines-Telecom 24. Soit M € M»(R). On suppose que det(M) =0 et que MT = M=
1. Montrer que M* = M.

Correction

En transposant la relation MT = M?, on obtient (MT)? = M. Ainsi,

M4 _ (M2)2 — (MT)2 = M.

o O

. a
2. Montrer que M est semblable a une matrice de la forme < b

{0,1}.

>,oua€Retb€
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4‘ Correction

Comme M* = M, les valeurs propres complexes de M sont parmi les racines de X* — X =
X(X —1)(X —j)(X —J?). Mais si j était valeur propre, j2 serait aussi valeur propre, ce
qui est absurde car alors M serait diagonalisable, de déterminant j x j2 = j3 = 1.

Donc Sp(M) c {0, 1}.

Si Sp(M) = {0}, M est nilpotente et donc ou bien nulle, ou bien semblable a (8 g)

Sinon, M est diagonalisable, donc semblable a (8 (1))

3. On suppose que b = 0. Que peut-on dire de M ?

4‘ Correction

Dans ce cas, comme M = M? = 0, M est la matrice nulle.

4. Montrer que M? = M.

Correction

On en déduit que M est ou bien nulle, ou bien semblable a (8 2) Dans les deux cas,

on a bien M? = M.

b
Exercice 5. CCINP 24. Soient a,b,c € Ret A= a . Déterminer une condition néces-
c

ST O QU
L T 0O

saire et suffisante sur (a, b, ¢) pour que A soit la matrice d'une rotation vectorielle.

—‘ Correction

Condition nécessaire. Si A est la matrice d'une rotation vectorielle, on a

e les colonnes de A sont de norme 1 donc a® + b> 4+ 2 =1,
e les colonnes de A sont orthogonales, donc ac + ab + bc = 0,

e A est de déterminant 1, donc (exceptionnellement, Sarrus nous aide!)
a+b*+c—3abc=1.

On va alors montrer que (a, b, ¢) sont racines d'un polynéme de degré 3. On écrit ce polynéme
P(X) = X3 4+ pX? + gX + r. On remarque que ac + ab + bc = 0 donc ¢ = 0. Donc
P(X)=X3>+pX?+rour=—abcetp=—(a+b+c).

(a+b+c)?=2a%+b>+c?+2(ab+ bc+ca) =1,

donc a+ b+ c=+1. Donc p = +1.

Mais
1=a*4+ b+ 343r
= —p(a® + b* + 3)
=P
Donc p = —1. Donc (a, b, ¢) sont les racines de
X =X>+r
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Comme (a, b, ¢) doivent étre réelles, le polyndme X> — X2 + r doit avoir 3 racines réelles. On
cherche les points d’annulation de sa dérivée, qui vaut 3X? —2X. Ainsi, les points d’annulation

2
de la dérivée sont O et 3 Or,

2 8 4 4
P(O)—retP(3>—27—9+r——27+r<r.

_ . 4
Il faut donc, pour que P change 3 fois de signe, que r > 0 et r < 57

Réciproquement, si (a, b, ¢) sont racines d'un tel polyndme, alors ils sont réels et vérifient
toutes les relations définissant une matrice orthogonale !
On peut alors chercher les éléments caractéristiques de cette rotation.

1 1
e axe de rotation. On remarque que A| 1| =(a+b+c)|1] =1carp=—1.
1 1
3a—1
e angle. On remarque que Tr(A) = 3a, donc 1 + 2 cos(f) = 3a donc cos(f) = 5

Exercice 6. CCINP PC 22. Soient nun entier > 2et A € A,(R). Onpose M =1,+Aet N =1,—A.

1. Soit X € M, 1(R). Montrer que X' AX € R. Calculer (XTAX)T et montrer que X' AX =
0.

Correction

Déja, X TAX = (X, AX) € R. On calcule :

(XTAX)T = XTATX = —XTAX,

donc XTAX = 0.

2. Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A est zéro. En déduire que M et N sont
inversibles.

4‘ Correction

Soit A une valeur propre de A, X un vecteur propre associé (donc non nul). Alors XTAX =
XTAX = XX, mais XTAX = 0 donc, comme X # 0, A = 0. Ainsi, 0 est la seule
valeur propre possible de A.

On en déduit que det(A—1,) = xa(1l) # 0 et det(A+1,) = xa(—1) # 0. Donc M et N
sont inversibles.

3. Montrer que M et N commutent, et qu'il en est de méme pour M~ et N~1. Montrer que
Q = MN~! est orthogonale et n'admet pas -1 comme valeur propre.

On calcule

MN=(1,+A)(I,-A)=I,-A+A-A2=1,— A?
NM=(1,—A)I,+A) =1, +A-A-A>=1,— A>= MN.

Donc M et N commutent. Donc MN = NM, donc, en passant a I'inverse, N"*M~! =
M=INTL.
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Ensuite, pour étudier Q, on remarque que M' =1, — A= N. Donc
QTQ=(N"HTMTMN?
= (N"HTNMNE
=(N"HTMNNT
= (N"HYTM
= (N"H)TNT
=1In,

donc 2 est orthogonale. De plus, si —1 était valeur propre de Q, on disposerait de X tel
que MN~1X = =X, donc, en posant Y = N"1X, MY = —NY, donc

(I, + A)Y = —(1, — A)Y, donc 2Y =0,

ce qui est absurde. Donc —1 n'est pas valeur propre de €.

4. Soit U € O,(R) qui n'admet pas -1 comme valeur propre. Montrer qu'il existe une et une
seule matrice B € A,(R) telle que U = (I, + B) (I, — B) ™.

4‘ Correction

On essaie de résoudre I'équation. SOit B € A,(R). Alors on a les équivalences

U=I,+B)1,—B) < 1,-B)U=(,+B)
sSU-BU=I1,+8B
< B(I,+U)=U-1,
sB=U-1,)U+1,)71,
la matrice U + I, étant bien inversible car —1 ¢ Sp(U). Si un tel B existe, il est unique.
Il reste a vérifier que la formule précédente donne bien une matrice antisymétrique. Afin
de faciliter les calculs, on va transposer la relation U — BU =1, + B.
U-BU=1,+BdoncU" —(BU)' =1,+B"
Dou Ut —U'BT =1,+B".
Donc, en multipliant par U, I, — BT = U+ UB".
Dot (U+1,)B" =1, — U.
AinsiBT = (U+1,) 1, -U) =1, - U)(U+1,)"t = -B,

la derniére égalité venant du fait que si AB = BA, alors BA™! = A™1B.
On en déduit que B est bien antisymétrique.

Exercice 7. TPE 2019. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie. On prend T une
isométrie vectorielle de E, et on définit S = T — Idg. On note, pour (u, v) € E2, (ulv) le produit
scalaire sur E.

1. Montrer que Y(u,v) € E* (u| T(v) —v) = (T *(u) —u | v).
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4‘ Correction

Soient (u, v) € E2. Alors

(WIT(v) = v) = (u[T(v)) = (u,v)
= (T Yulv) — (u, v) car T~! est aussi une isométrie.
= (T ru—u|v)

2. Montrer que (Im(S))* = Ker(S).

4‘ Correction

Soient u dans Im(S) et v dans ker(S). Alors on dispose de x € E tel que u= T (x) — x.
On en déduit que

(ulv) = (Tx = x|v)
= (Tx|v) = (x|v)
= (Tx|v) = (Tx|Tv) car T est une isométrie
= (Tx|v) — (Tx|v) car v € ker(T —Idg)
=10F
Donc Im(S) et ker(S) sont orthogonaux. Mais, par le théoréme du rang, dim(ker(S)) +

dim(Im(S)) = dim(E), donc Im(S) et ker(S) sont supplémentaires orthogonaux. En
particulier, (Im(S))* = ker(S).

. 1
3. On définit, Vn € Nx, T,, = - (Idg+T+...+T7"1).

lim T,. On note p cette limite.
n—-+oo

Soit x dans E. On écrit x = u+ v ol u € ker(S) et v € Im(S). Alors on dispose
de w dans E tel que u=T(w) —w et

(a) Déterminer

T = 237700
n
i=0
= ;lZOT’(UwL V)
1 n—1 ) )
= ;Z(T’(U) +7'(v))
i=0
n—1
= ;;(TI(T(W) —w)+v)carT(v)=v

1 n—1 ] v
= (n Z(T’+1(W) — T'(W))) +v
i=0

T"(w) —w )
= + v par télescopage.
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Mais
T"(w) —w 1 1
HH < ST W)+ = wl
n n n
2 . L
< - |lw|l car T est une isométrie
— 0,
n—-+oo

donc Th(x) oV
n oo

(b) Caractériser p.

Correction

p est donc le projecteur orthogonal sur ker(S).

Exercice 8. Centrale 24. Soit (E, (-, -)) un espace euclidien, v € E non nul et A € R*. On considere

;. E—E
oxex = A Vv

1. (a) Montrer que f est autoadjoint.

—‘ Correction

Soient x et y dans E. Alors

(F()y) = (x =X {x,v) v, y)
=X y) = Ax,v)(v,y)
=X,y =A{v.y)v)
= fly),

donc f est autoadjoint.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de X I'endomorphisme f est-il une isométrie vectorielle ?

Correction

Soit (x,y) € E2. On calcule

(F(x). () = (X=X, v)v,y = X{y,v) V)
= (x,y) = XX, v) {y, v) — lambda (x, v) (v, y) + X2 {x, v) (y, v) ||v|]®

= () + 2 VI = 22) (X, v) (v, v) -
Cette quantité vaut (x, y) pour tous x et y si et seulement si

Mv|?P=2x=0

i.e.ssi>\:00u>\:—2.
vl

2. Dans le cas ol f est une isométrie vectorielle, déterminer les éléments caractéristiques de

f.
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4‘ Correction

On regarde les deux possibilités :
e siA=0, alors f =Idg...

. 2 o
o sSi\= W on suppose v unitaire! On a alors
%

fx)=x-2xv)v=(x=(xv)v)=(xv)v)=p-q,

ol p est la projection orthogonale sur v et g = Idg — p. Donc f est la symétrie
orthogonale par rapport a v*.

3. (question en +) Quelles sont les isométries autoadjointes ?

Correction

Ce sont

4. Déterminer les éléments propres de f.

4‘ Correction

L’espace propre associé a la valeur propre 1 est v, celui associé a la valeur propre —1
est Vect(v).

Exercice 9. CCINP 22. Soit E un espace euclidien de dimension 3, B = (e, e, e3) une base or-

2
V3

, 2T . .
rotation u autour de I'axe D, d'angle 3 Déterminer la matrice de u dans B.

—‘ Correction

thonormée directe, e = — e + e3) et D la droite portée par le vecteur e. On considére la

L'idée est d'abord d'écrire la matrice dans une base adaptée a la décomposition Vect(e) &+
Vect(e)t = E. On sait que dans une telle base B’, étant donné que cos(2m/3) = ) et
_ 3 _
sin(2m/3) = g la matrice de u sera
1 0 0
0 1/2 —V3/2
0 V3/2 1/2
On cherche ensuite a expliciter B'. Déja, le premier vecteur de la base est donng, c'est e =
1 1 1 1
— | —1|. Ensuite, on remarque que | 1| est orthogonal a e, donc f = — [ 1| est
orthogonal a e et de norme 1. Pour trouver le troisitme vecteur de la base, on calcule
S QAT = ! _11
J V6 \ 5
Ainsi, (e, f, g) est la BON désirée. On note alors
AN EE
P= NG -V2 V3 1
V2. 0 2
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Par définition, cette matrice est orthogonale et son inverse est
L (V2 2 V2
Pr=—|(Vv3 V3 o0
V6 —1 1 2
On a alors
Matg(u) = PE Matg (u)Pj
L (V2 V3 -1\ /10 0 L (V2 V2 V2
:%_ﬁﬁ101/2—\/§/2—6\@\/§o
v2 0 2/ \0 v32 12 -1 1 2
L[ V2 0 -2\ (V2 V2 V2
= -2 V3 -1 [v3 V3 0
V2 V31 -1 1 2
1 4 -4 =2
=35 2 4 -4
4 2 4
2 -2 -1
:% 1 2 =2
2 1 2

Exercice 10. CCINP 24. Soit A € O,(R) une matrice orthogonale. On note A" sa transposée. Soit
A une valeur propre complexe de A et X € M,,1(C) un vecteur propre associé.

1. En calculant de deux fagons le produit (AX)T(AX), montrer que [A\| = 1.

Correction

Déja, AX = AX donc

(AX)T(AX) = (AX)T(AX) = [AP Z Ixi]2.

D’autre part, on remarque que

(AX)T(AX) = XTAT(AX)
= XA (AX)
= X' AT(AX) car A est réelle.
=X'X

n
=D bl
i=1

Donc, comme X n'est pas le vecteur nul, |A| = 1.

2. Soit A et B deux matrices de O,(R). Montrer que |det(A+ B)| < 2".
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4‘ Correction

On écrit que

det(A + B) = det(A)det(I, + A'B) = det(I, + M),

ol M=A"1B € O,(R). Notons (A1,..., An) € C" les valeurs propres complexes de M.
Alors

n n
det(I, + M) < |det(I, + M)| = T 11+ NI < JJ@+ N =27,
i=1 i=1
d'ou le résultat désiré.

Exercice 11. Mines 23. Soient E un espace euclidien de dimension trois orienté et v un vecteur de
norme 1 . On note f la fonction x € E — (x, u)u+ u A x.

1. Montrer que f est une isométrie et la caractériser.

4‘ Correction

Soient x et y dans E. Alors

IFCOIP = ll(x, upu+ u A x|?
= (¢ )2l + 2 (x, u) (u, u A )+ [luAx]?
= (x, u)® + [lu A x])?

On note 6 I'angle entre u et x. Alors
2 2 2 2 2 2 . 2
( u)® + lu A x(® = IxII® lull® cos(8) + [[ull® [Ix[1* sin(6)* = [Ix|1*

donc f est une isométrie. On remarque que f(u) = u, et que si x € u™, f(u) = uAXx.

Ainsi, si on compléte v en une BOND (u, 2, €3), f(e2) = e3 et f(e3) = —ex. Ainsi, f est
1 0 O

la rotation d'axe Vect(u) et d'angle g Sa matrice dans (u, e, e3)est [0 0O —1
01 O

2. Trouver les isométries g vérifiant g° = f.

Soit g vérifiant g°> = f. Alors g commute avec f donc g stabilise Vect(u) (sous-espace
propre de f). Donc g(u) = u ou g(u) = —u. De méme, g stabilise Vect(u)*. Ainsi, la
matrice de g dans (u, e, e3) est

+1
0
0

o v O
Q T O

1 0
e si M € SO»(R), alors M = Ry avec § € R. Donc Rog = Rz donc 6 = %[w], i.e.

On cherche alors les matrices de O>(R) M = <i Z) vérifiant M? = (0 _1) =Rz :

™ 3
0= Z[Zw] ou 6 = —7[27@. Donc
1 /1 -1 1 /-1 1
=l ) ev=5(G )
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o si M€ Ox(R)\ SO(R), alors M = Sy (c’est une symétrie axiale), donc M? =1,
impossible.

Finalement, les 4 g possibles sont représentés par les matrices suivantes

1\f2oo 1—&00

+—1 0 1], £— 0

1 = 1 -1
\6011 ﬁOll

Exercice 12. Centrale PC 23. Soit E un espace euclidien de dimension 3 . On considére deux
isométries vectorielles directes f, g € SO(E).

1. Montrer que 1 est une valeur propre de f.

Correction

Déja, les valeurs propres réelles possibles pour f sont +1.
Ensuite, on sait que le polyndéme caractéristique de f est de degré 3, dont f posséde une
racine réelle. D'ou deux possibilités :

e ou bien xr possede 3 racines réelles, (o, 3,7) € {—1,1}>. Mais comme det(f) = 1,
afBvy = 1, donc au moins |'un des trois réels vaut 1.

e ou bien xr posséde une racine réelle o et deux racines complexes non réelles conju-
guées, B et B. Et det(f) = a|B|?. Mais comme det(f) >0, a = 1.

Donc 1 est valeur propre de f.

2. Montrer qu'il existe une base orthonormée (u, v, w) de E et un réel 0 tels que

cosf§ —sinf O
Mat(, vw)(f) = | sinf cos® O
0 0 1

Correction

On prend w un vecteur propre de f associé a la valeur propre 1.

Alors F = w' est aussi stable par f et fg est une isométrie directe en dimension 2 : c’est
une isométrie car f est une isométrie et elle est directe par déterminant par blocs. Donc
f a sa matrice dans une BOND égale a Ry. D'ou le résultat.

3. On suppose qu'il existe x € E\{0} tel que f(x) = g(x) = x. Montrer que f et g com-
mutent.

4‘ Correction

Si x est vecteur propre de f et g associé a la valeur propre 1, on considére F = x* qui
est stable par f et g et sur lequel f et g sont des isométries directes. On dispose alors
d'une base & = (x,y, z) dans laquelle les matrices de f et g sont

1 0 1 0
Mat@(f)(OZI Fé;) etMatgg(g)(OQl le)

Ces deux matrices commutent car deux matrices de rotation commutent, donc f et g
commutent.
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4. On suppose que f et g commutent. Montrer qu'on a I'une des deux propriétés suivantes :
(a) il existe x € E\{0} tel que f(x) = g(x) = x;

(b) les isométries f et g sont des symétries orthogonales par rapport a deux droites ortho-
gonales entre elles.

4‘ Correction

Déja, si f = Idg, c'est fini : 1 est valeur propre de g et tout élément de E est vecteur
propre de f pour la valeur propre 1.

Sinon, alors E1(f) est de dimension 1, E;(f) = Vect(x). Alors, comme g(x) € E1(f), x
est vecteur propre de g. Donc

e ou bien x est vecteur propre de g associé a la valeur propre 1 et alors g(x) = x,
d'est la premiére possibilité envisagée par |'énoncé,

e ou bien x est vecteur propre de g associé a la valeur propre —1. Mais alors g posséde
deux valeurs propres : 1 de multiplicité 1 et —1 de multiplicité 2. De plus, F = x=*
est stable par f et par g. Les induits fr et gr commutent et gr est diagonalisable
avec comme valeurs propres 1 et —1 : on dispose de y tel que ge(y) = —y et z tel
que gr(z) = +z. Mais Vect(y) et Vect(z) sont stables par fr, donc y et z sont des
vecteurs propres de fr donc de f. Comme 1 est valeur propre de fg de multiplicité

1, on en déduit que f(y) = —y et f(z) = —z. Ainsi, dans la base orthogonale
B=(xy 2),
-1 0 O 1 0 O
Matz(g)=| 0 —1 0| etMatg(f)=|0 -1 O
0 0 1 0 0 -1

Donc g est la symétrie orthogonale par rapport a la droite Vect(z) et f est la
symétrie orthogonale par rapport a la droite d'équation Vect(x) : ces droites sont
bien orthogonales.

2 Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques

Exercice 13. CCINP PC 24. Soit A € M,(R) telle que AAT = AT A On suppose que P = XP est
un polynéme annulateur de A.

1. Montrer que P est annulateur de AT A.

4‘ Correction

On remarque que (AAT)? = AATAAT = A%(AT)? donc, par récurrence immédiate, pour
tout k dans N,

(AAT)k _ Ak(AT)k

En particulier,
(AAT)P = AP(AT)P =0,

donc P est annulateur de A.

2. En déduire que A= 0.
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4‘ Correction

La matrice AA" est symétrique réelle donc, par le théoréme spectral, elle est diagona-
lisable. Comme elle est annulée par P, sa seule valeur propre possible est 0, donc AA"
est nulle. Donc, en particulier, Tr(AAT) = 0 donc, comme (A, B) — Tr(ABT) est un
produit scalaire, on en déduit que A est nulle.

Exercice 14. CCINP 23, Mines-Telecom 24. Soit A € S,(R).
1. Montrer I'existence d'un vecteur propre X € M, 1(R).

Correction

La matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable en base orthonormée. I
existe donc un vecteur propre X de A.

On définit B € My,(R) par B = < XXT A )

X
2. Donner les valeurs de a € R pour lesquelles Y, = (aX) est un vecteur propre de B.

4‘ Correction

On note X le réel tel que AX = XX. On calcule par blocs

-
BY, — (AX+ aXX X>

XXTX + AaX

_ ((H a ||><||2>><>
(X112 + xa)X

Il faut donc que (||X||> + Aa) = a(x + a || X||?), c’est-a-dire que
X117 & = |12,

donc que .
3. Donner une base de M5,(R) formée de vecteurs propres de B.

Soit (eq, ..., e,) une base de vecteurs propres de A. Etant donné la question précédente,

OO G0

est une famille de vecteurs propres de B. On vérifie que c'est bien une base de .#5,1(R).
Soient (a1, 1, Q0,9 ..., Qn, 0_p), 2n réels tels que

n
e e
Z o% (e;) +a_; (,e,'> = O2n.1-
=1
n

Alors, en regardant les n premiéres lignes de chaque vecteur, on obtient Z(a,-Jroc_,-)e,- =
i=1

0 donc pour tout /, aj + a_; = 0.
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n

Ensuite, en regardant les n derniéres lignes de chaque vecteur, on obtient Z(a,- —
i=1

a_;)e; = 0 donc pour tout i, a; —a_; = 0.
On conclut donc que pour tout /, o, = a_; = 0.
111 1/V2
4. On suppose n = 3. On considére A = 1 1 1 et X = —v/2 |. On définit B
11 1 1/V2
comme ci-dessus. Donner un polynéme annulateur de B de degré 3 .

Correction

On sait que A est diagonalisable (car symétrique réelle), de valeurs propres 0 et 3. On
sait ensuite que les valeurs propres de B sont les A =+ || X||%. Or, ici, [|X||* = v/3. Ainsi,

les valeurs propres de B sont
3,—-3,3—3,3+3, cest-a-dire {-3, 3, 6}.

Ainsi, comme B est diagonalisable et qu'il ne posséde que 3 valeurs propres, on en déduit
que (X 4+ 3)(X —3)(X —6) annule B.

Exercice 15. Mines-Telecom 22, CCINP 24. 1. Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Correction

Si (E, (-, -)) est un espace préhilbertien réel, de norme euclidienne associée |-||, alors pour

tous x et y dans E,

2 2 2
()" < IIxII Myl

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

r

2 r
2. Montrer que, pour tout r € N* et pour tout (Mg, ..., A) ER, <Z >\,> < rZ 22,
i—1

i=1
4‘ Correction

Soit r € N* et (Aq,..., Ar) € R". Notons U € #,1(R) le vecteur constitué de 1

uniquement et V = . En notant (-, -) le produit scalaire canonique de .#,1(R), on

A
déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

r 2 r
(Z A,) — UV < UIPIVIZ = r S22,
i=1 =1

3. Soit B € S,(R). Montrer que (tr(B))? < rg(B)tr (B?).

La matrice B est symétrique réelle donc est diagonalisable sur R. On dispose de P
X,) des réels tels que B = PDP ™! ot D = diag(\, . . ., An).

orthogonale et de (Aq, ...,
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Alors
B? = PD*P~" = Pdiag(\}

Notons maintenant r le rang de B. Alors r

supposer qu'il s'agit de (A1 Ar). On a alors

.....

(Tr(B))? = (Zr: >\,->

=1

An), exactement r éléments sont non nuls. Sans perte de généralité, on peut

< rzr: \? = rg(B)Tr(B?).

n

rg(D), ce qui signifie que, parmi

Soit B € S,(R) tel que b;; = 1 pour tout i et |b; | <

1
7

1. Exprimer tr (B?) et montrer que tr (B%) < 2n.

pour tout / # J.

Correction

On calcule les coefficients diagonaux de B?. Soit i

n

k=1

= [Bl%
k=1

[B2)i; =Y _[Bli[Bli

=1+ Z [B%%

€ 1, n]. Alors

1<k<n
ki
<1+ ) L
= n
1<k<n
ki
n—1 1
<1+ =2——.
n
Ainsi, en sommant,
Tr(B?) <2n-1
2. Montrer que rg(B) > n/2.
On en déduit donc que
n? =Tr(B)? < (2n — 1)rg(B)
Donc )
n n
> > —.
8(B) > 5, =723

Exercice 16. Mines-Telecom 24. Soit une matrice carrée d'ordre S symétrique réelle définie positive.

Sk
Soit X un vecteur de R”. Pour k € N*, on pose Yy =

vecteur propre de S.
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_‘ Correction
Ordonnons les valeurs propres de S, A1 < --- < \p, et notons (e, ..., e,) une base orthonor-

mée de vecteurs propre correspondant. On écrit

n r
X = E Xje = E Xi€,
i=1 i=1

ol r est le plus grand entier de [1, n] tel que x; # 0. Alors

.
SkX = Z Af-‘x,'e,-.
=1

Mais

r

DR~ NP,

i=1

1" =

oll p(X) est le projeté de X sur Ej, (S). (il est tout a fait possible que cet espace soit de
dimension strictement supérieure a 1) Ainsi,

r

SkX >\fo
B ; B

Mais alors
Nox Ax 0si A <A,
e ~ = — Xj .
ISKX]| k—+00 AEX, k=400 | ———— sinon
r (X))
Ainsi, on peut dire que
SkX X; p(X)
—_— — e = ,
TSEXT 57 2= T ™ To(X)
A=A

qui est bien un vecteur propre de S associé a la valeur propre ..

Exercice 17. Mines-Telecom 24. Soit S une matrice symétrique réelle et D une matrice diagonale
dont les coefficients sont ceux de la diagonale de S. On suppose que S et D sont semblables.
Montrer que S = D.

—‘ Correction

On note (A1, ..., A\,) les valeurs propres de S, qui sont donc aussi ses coefficients diagonaux.
On peut supposer sans perte de généralité que Ay < --- < Ap.

Déja, par le théoréme spectral, S est orthogonalement semblable a D. Soit (X3, ..., X,) une
base orthonormée de diagonalisation, et soit (ey, ..., e,) la base canonique de .#,1(R). On

n
écrit e, = E o X;. Alors
i=1

0 n
)\n = <Seny en> = Z)\,O{,z < )\nza? = )\n ”en”Q — )\n.
=1 i=1

Comme il y a égalité dans toutes les inégalités, on en déduit que pour tout /, ou bien a; = 0,
ou bien \; = \,. Ainsi, e, appartient au sous-espace propre associé a \,, 1.e. e, est un vecteur
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propre de S. Mais comme (e, . . ., en_1) = enl est stable par S, on en déduit que
5:<g %0
O1,n >\n '

. . . . D 0
oll S’ est aussi une matrice symétrique, semblable & D’ définie par D = (0 ;1> S et
1,n n

D’ ont en outre les mémes coefficients diagonaux.
On conclut par récurrence sur la dimension des matrices !

Exercice 18. Mines-Ponts 24. Soit n > 2 entier. AT désigne la transposée de A et ST*désigne
I'’ensemble des matrices définies positives de taille n.

1. Montrer que pour toute matrice carré A inversible de taille non a : Tr (ATA) > 0. Pourquoi
a-t-on Tr (ATA) #07?

4‘ Correction

En fait, on a pour toute matrice non nulle de taille n

Tr(ATA) = Z zn:[A],?j > 0.

i=1 j=1

2. Soit S € S}*. Montrer qu'il existe A inversible telle que S = ATA.

Correction

La matrice S est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormée : on dispose
de P € O,(R) et de D = diag(Aq, ..., X,) telles que S = PDP'. Alors en notant

D' = diag(\/ A1, . . ., v/ An), on obtient
S=PDPT =PD'PTPD'PT = ATA,

car A= PD'PT est symétrique.

3. Montrer que : VS, S" € ST+ Tr(SS) > 0.

4‘ Correction

Soient S et S’ dans S;+. On écrit S=ATAet S' = B'B. Alors

Tr(SS") = Tr(ATABTB)
= Tr((BAT)(ABT))
=Tr((AB")T(ABT)) > 0.

Exercice 19. Centrale 24. Soit A€ M,(R) et B= AT A.

1. Montrer que les valeurs propres de B sont positives. On les note 0 < A < X < +-+ <
Ap.
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4‘ Correction

Déja, B est symétrique. Soit X € ., 1(R). Alors
(BX, X)=(BX)'X
=X"B'X
= XTATAX
= [|AX|1?

donc, par le cours, B € ., (R), donc les valeurs propres de B sont positives.

|AX|
xemua@ngoy IXI

Correction

2. On pose N(A) = Montrer que N(A) = v/ X,.

. AX
Déja, on montre que pour tout X dans M, 1(R)\{0}, |X||” < Ap. On note (e, ..., en)
une base de #,1(R), a,..., a, les valeurs propres associées. Alors, en notant X =
n

E Xi€j,
i=1

|AX|I” = (BX, X)

Il Il
3 3

x X

2 ™

s o
e B

x x

5 S

AX
Donc, déja, pour tout X dans ., 1(R), |||X <AV

Ensuite, si X est un vecteur propre associé a Ap, on a I'égalité. Donc N(A) = /X,.

3. On suppose a présent A inversible. On pose C(A) = N(A)- N (A_l). Exprimez C en fonction
des valeurs propres de B.

Par la question précédent, on sait que N(A~ est la plus grande valeur propre de la
matrice (A"1))TA™! = (AAT)71. Malheureusement, B~ = (ATA)™! = A7} (A™H)T,
Cependant, si M et N sont deux matrices inversibles,

1)2

MN = M(NM)M™2,

donc MN et NM sont semblables donc elles ont méme polyndme caractéristique, dont
méme spectre. Ainsi, N(A™1)? est la plus grande valeur propre de B!, c'est-a-dire, en
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1
diagonalisant B, —. Donc

A1
An
C(A) =4/ —
) =/1
Remarque : la quantité que nous venons de calculer est appelée conditionnement de /a

matrice A.

Exercice 20. Mines PC 24. Soit A € M,(R) une matrice trigonalisable.

1. Montrer qu'il existe une matrice orthogonale Q et une matrice triangulaire supérieure B telles
que A= QBQT.

4‘ Correction

On note f I'endomorphisme canoniquement associé a A.

Alors on dispose d'une base Z = (ey, ..., en) telle que Matg(f) soit triangulaire supé-
rieure.

Orthonormalisons (e, . . ., en) par le procédé de Gram-Schmidt. Alors on obtient une base
orthonormée de E, &' = (¢4, . . ., €p) telle que pour tout / dans [1, n]], Vect(ey, .. ., g) =

Vect(sl ..... 8,‘).
En particulier,
f(g;) € f(Vect(ey, ..., g;)) = f(Vect(ey, . .., e)),

et f(Vect(ey, ..., e)) C Vect(ey, ..., e) = Vect(eq, ..., €;) car Mat 5(f) est triangulaire
supérieure. On en déduit donc que pour tout /,

donc Matg (f) est triangulaire supérieure, ce qui signifie que f est trigonalisable en base
orthonormée.

2. On suppose que AAT = AT A. Montrer que A est diagonalisable.

Plusieurs maniéres de faire :

e On note B une matrice triangulaire a laquelle A est semblable. Alors BB' = B'B
et B est triangulaire supérieure. En particulier,

(BB =[BT B,

donc . .
> BB Tk = 1B ulBlka.
soit - . k;l
> B = Bl
k=1 k=1

mais, comme pour k > 1, [B]x1 = 0, on en déduit que

> _[BLik = [BI31, donc que Y [BI,
k=1 k=2

Ainsi, tous les coefficients de la premiére ligne de B sont nuls sauf le premier.
Ensuite, on écrit que
[BBT]22 =[BT B2z,
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et on en déduit que
n n
Z[B]gk = Z[B]iz
k=1 k=1

Mais [B]12 = 0 par ce qu’on a fait précédemment, et pour k > 2, [B]x2» = 0 donc
n
Z[B]gk = [B]gzr
k=1

donc tous les coefficients de la deuxieme ligne sont nuls sauf le second.
On poursuit ainsi par récurrence.

e Autre maniére de faire : on montre par récurrence que deux matrices qui commutent
sont trigonalisables dans la méme base.
Pour n =1 c'est évident.
Ensuite, si M et N commutent, M posséde un sous-espace propre non réduit a
zéro, Ex(M). Comme N commute avec M, N stabilise Ex(M). Mais l'induit de N
sur Ex(M) est aussi trigonalisable (son polyméme caractéristique est scindé). Donc
M et N possedent un vecteur propre en commun. Donc, par un changement de base
commencant par ce vecteur propre, M et N sont semblables (via la méme matrice

de passage!) a
CRORNCRY

Mais alors M’ et N’ sont aussi trigonalisables et commutent. Par récurrence, le
résultat vient.

Par conséquent, on dispose de B et C triangulaires supérieures, de P inversible,
et méme orthogonale par la question précédente, telles que A = PBPT et AT =
PCP". Maison a aussi A" = PBTPT donc B" = C, donc B est diagonale.

3. La réciproque de la question précédente est-elle vraie ?

4‘ Correction

Non, elle n'est pas vraie : A = (

AT

1

2 : : .
0 3) est diagonalisable mais ne commute pas avec

Exercice 21. Mines 24. Soient A € S/T(R) et B € S,(R). Montrer qu'il existe une matrice
diagonale D € M,(R) et Q@ € GL,(R) telles que B = QDQRT et A= QQT. Que dire des éléments
diagonaux de D si B € S/ (R)?

—‘ Correction

Déja, A est symétrique définie positive doncon dispose de A diagonale, de P orthogo-
nale telles que A = PAP™* = PAP". Si on note A = diag(Ag, ..., An), on note A’ =
diag(v/A1, ..., V/An) et M= PA. Alors A= MM

Ensuite, si on considére S = /\/l_lB(/\/IT)_l, alors S est symétrique réelle, donc diagonalisable :
on dispose de D diagonale, de N dans O,(R) telles que S = NDNT = NDN L.

On écrit alors

B = (MN)D(MN)T,
soit, en notant Q = MN,

QQRT = MNNTMT = MMT = A.
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D'ou le résultat !
Comme D est la matrice des valeurs propres de B, si B € ., " (R), les coefficients diagonaux
de B sont strictement positifs.

Exercice 22. Centrale PC 19. On appelle E, I'ensemble des vecteurs a n coordonnées réelles. On
rappelle le produit scalaire usuel sur £, : V(X,Y) € E2,(X,Y) = XTY. On pose H, € M,(R) telle

1
que : H, = <> )
SRR TSV ey

1. Montrer que H, est diagonalisable dans M,(R). On notera a, la plus petite valeur propre, G,
la plus grande.

4‘ Correction

La matrice H, est clairement symétrique, a coefficients réels donc, d'apreés le théoreme
spectral, elle est diagonalisable.

2. Partie Python : calculer (an)2<n<100 €t (Bn)2<n<i00- Conjecturer que [oe,, Bn] est inclus dans
un segment indépendant de n et si (o) et (B8,) convergent ou divergent.

On propose
1||import numpy as np
2 ||import numpy.linalg as alg
3||import matplotlib.pyplot as plt
4
5|/ def H(n):
6 M = np.zeros((n,n))
7 for i in range(n):
8 for j in range(n):
9 M[i,j] = 1/(i+j+1)
10 return M
11
12 || def vp(n):
13 M = H(n)
14 L = alg.eigvals (M)
15 return min(L),max(L)
16
17 ||[N = list (range(1,50))
18||A,B = [].]]
19 || for n in N:
20 a,b = vp(n)
21 A.append (a)
22 B.append(b)
23
24 || plt . plot (N,A, or’)
25 || plt . plot(N,B, 'ob’)
26 || plt .show ()
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et on obtient

2.0

] o (an)nen semble converger (vers 0) et
. (Bn)nen semble converger aussi.

1.0 L[]

0.5

0.0

3. Montrer que VX € E,,, a,||X|]? < (X, H,X) < Bl X]I2.

4‘ Correction

Soit X € E,, Uy, ..., U, une base orthonormée de diagonalisation de H,, A1 < --- < A,

n
les n valeurs propres de H,, rangées dans |'ordre croissant. Alors, si on écrit X = E x;iU,
i=1

on a

HnX = ix,)\,-U,-,
i=1

donc

(X, HpX) Z)\X

(formule du produit scalaire lorsqu’on connait la décomposition dans une BON) Mais
O3, ..., x2) sont positifs et Vi € [1,n], a, < A\ < By, donc

n
Zanx (X, HoX) <> Bax?,
i=1

donc
oy X117 < (X, HaX) < Ba IXIIP

4. Démontrer que I'ensemble {X € E,, (X, H,X) = Ba||X||?} est un sous-espace propre de
H,.

Soit B, le sous-espace propre de H, associé a la valeur propre 3,.
Déja, si X € By, (X, HoX) = (X, B, X) = Bn |IX|?.
Ensuite Si (X H .X) = B|IX|? alors, avec les notations de la question précédente,

ZA X = Zﬁnx donc, en soustrayant,

i=1 i=1

> (B — X)X =0.

=1
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On a une somme de termes positifs qui est nul donc chaque terme est nul, donc pour
tout i tel que \; # B,, x> = 0. Donc

X = j{: &Lh
Ai=Bi

donc X appartient a |'espace propre associé a la valeur propre G, !

1
5. Expliciter un polyndéme Px de degré au plus n—1 tel que (X, H,X) = / (Px(t))2dt.
0

4‘ Correction

Effectuons le calcul plus précisément :

(X, HpX) = zn:x,-[HnX];

n n 1
:ZX'Z/+J‘—1)9'
=1 Jj=1
n 1
:ZX,’XJ'/ tHdt
i=1 0
1 n
:/ Zx,'xjt’ﬂ%dt
0 =1

1 n
:/ Px(t)?dt, ot Px(t) = Zx,t"*l.
g i=1

6. Démontrer que o, = 0 et trouver |lim a,. On note F, le sous-espace propre associé a la

Nn——+00
valeur propre G,.

4‘ Correction

1
Déja, si U est un vecteur propre associé a a,, o ||U||* = (U, HyU) = / U(t)%dt > 0.
0

Ensuite, en prenant Px, : t — t"~*, on remarque que ||X,||?> = 1 et que (X,, HoX,) =

1
— — 0. Donc, pour tout n dans N, 0 < ap | Xa||? < = donc o, —» 0.
2N n—+oo 2n n—+00

7. (a) Montrer que, si X = (x; - xn)T € Fp, alors [X| = (x| --- \><,7|)T € F,.
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Calculons

n n

1
2 _ ) 4L
Bn IX[I7 = (X, Hy X) = ZXIZ itj— 1)<J
=1 Jj=1
n n

1
< Z|Xf|2ﬁ|&|
=1 j=1
= (IX], Hal X1])
< B IIX]|I? par la question 2

Mais on remarque que || X||? = |||X]||>, donc on a égalité dans toutes les inégalités,
donc (|X|, Ha|X]) = B lIX[]I?. Donc, par la question 3, |X| € F,.

(b) En déduire que un vecteur propre de H, pour la valeur propre 3, est un vecteur a
coefficients non nuls et de méme signe. On pourra d’abord s'intéresser, si X est un
vecteur propre, a Hp| X|.

—‘ Correction

On remarque que si X est dans F, |X]| aussi. Or, H,X| =

n

Z %m\ . Ainsi, comme |X| n'est pas nul, H,|X| a toutes
=1 1<i<n
ses coordonnées non nulles.

Maintenant, B, > O car sinon H, serait la matrice nulle (toutes les valeurs propres
de H, sont > 0 et B, est la plus grande). Or, H,|X| = B, X]|. Donc | X| a toutes
ses coordonnées non nulles.

Si X avait deux coordonnées de signes différents, alors X + |X| aurait au moins
une coordonnée nulle et serait dans F,, absurde!

Donc X a toutes ses coordonnées de méme signe.

(c) En déduire dim(F,). SiU etV sont deux vecteurs de F,,, on s'intéressera aux coordonnées
de U+ tV avect € R.

Correction

Si (U, V) sont dans F,, non nuls, alors pour tout t dans R, U + tV € F,. Mais
alors, par le TVI, en regardant la premiére coordonnée, on dispose de ty € R tel que
U + tyV ait sa premiére coordonnée nulle. Donc U + gV = 0. Donc U = —t,V,
donc tous les vecteurs de F, sont colinéaires. Ainsi, dim(F,) = 1.

8. Convergence de (Bp)nen

1 ™
(a) Démontrer que si @ est un polynéme, / Q(t)dt = —/'/ Q(e)edb.
0 0

En théorie, on ne fait pas de changement de variables complexes ! On écrit Q(X) =
d

Z ar X" Alors
k=0

1 d
dk
Q(t)dt = E .
/0 k:0k+1
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Et

/7r ( 19)619d9 / Z /kG /0 do
0 k=
_ Z / I(k+1)9d9

n l(k+1)9
[ =,
=— dk
k=0

k+1'

d'ou le résultat!

1 ™
Montrer que / (Px(t))?dt = —i./ Px(e®)?edg
0 0

1 [" :
(b) Montrer que (X, H,X) < 5/ |Px (e d6.
0

Correction

On en déduit que

<X, HnX> = |<X, HnX>|

/01 PX(t)zdt’

= ‘—// PX(e’9)2e'9dt’
0
™ .
g/ |Px(e)?] dt.
0

(c) En déduire que X"H,X < 7 ||X||?, puis la convergence de (Bn)nen.

On calcule

e
0

1 (" :
5/ |Px(e)?] dt
-

1 ™ [ . n .
_ 5/ Zxke,(kq)e ZXee'“*l)e do
T \k=1 =1

n n
— 1 ZZXKX@ /7r ol(k=1)84i(¢=1)6 4g
2 k=1 £=1 -
=5 szkxmék@ = ﬂZxk =7|X|?.
k=1 £=1

Ainsi, XTH.X < || X|)°.
Donc B, est majorée par 7. Elle est croissante car si X € R”, associé a 3,, et
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Y € R™! est tel que les n premiéres coordonnées de Y soient celles de X, alors

B lIXI2 = XTHoX = YTH,Y < Byt Y11 = Brga X112

Croissante et majorée, (B)nen converge !

Exercice 23. Mines-Ponts PC 24. Soit A € ST1(R) de spectre 0 < A; < Ao < --+ < \,. Soit
X e Mn,l(R).
1. Montrer que || X||* < (AX, X) (A7'X, X).
Indication. On pourra montrer qu'il existe B dans S telle que B? = A.

Correction

Déja, A est dans S T(R) donc on dispose de P dans O,(R), de D diagonale telles
que A= PDP~L. De plus, les coefficients diagonaux de D sont strictement positifs. Si
on note D = diag(Aq, .. ., An), alors en notant B = Pdiag(y/A1, . . ., VAPt on a
B?=Aet Bc ST (R).

Ensuite, on écrit que

(AX,X) = (B2X,X) = (BX, BX) = |BX|”.
De méme, (A7'X, X) = HB_lXHQ. Ainsi, par inégalité de Cauchy-Schwarz,
IX|1* = (X, X)? = (BX, B~1X)* < |BX|1? || B71X||” = (AX, X) (A71X, X),

ce qui est le résultat désiré.

2
2. Montrer que (AX, X) (A-1X, X) < Q1A 5 a
P,

Indication. On pourra considérer le polynéme du second degré

F(t) = (AX, X) t2 = (A1 + Xa) IXIP £+ Ahn (A7EX, X,

On utilise I'indication et on considére
F(t) = (AX, X) t2 = (A1 + X)) [IXIP £+ Ahn (ATEX X))

Etant donnée I'inégalité que I'on souhaite démontrer, on sait qu'il faut démontrer que le
discriminant de f est positif, c'est-a-dire que f s'annule en au moins un point.

On remarque que £(0) = A\, (A71X, X) > 0.

Ensuite, calculons (1) :

F(1) = (AX, X) — (A1 + ) [IXI17 + Aad, (A7EX, X))
2
X;

n
=3 Xix? = (4 Xn)x? 4 Ak, o
1

=1

si on note (xg, ..., Xp) les coordonnées de X dans une BON de diagonalisation de A.
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Mais, a i fixé,
i >\,2 — XA = AN\ F A,
Y
(>\i B >\1)(>\i - >\n)

= <0,
A

Ai— A1 = An+ A1,

Ai

donc (1) < 0. Ainsi, par le TVI, comme f est continue et change de signe, f s'annule.
Donc son discriminant est négatif, d'ou I'inégalité désirée !
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Exercice 24. Racine carrée d'une matrice, d'aprés écrit Centrale PC 2024. Préliminaire (et révision
de sup) Soit a € Ry. On définit la suite (cn(a)),cy Par :

co(a) =1
VneN, cyy1(a) = L ca(a) + 2
» Cn+l - 2 n c,,(a)
1. Montrer, par récurrence sur n € N, que, pour tout n € N, ¢,(a) est bien défini et que c,(a) >

0.

Correction

Déja, co(a) est bien défini et strictement supérieur a 0. L'initialisation est faite.

Soit désormais n € N tel que ¢,(a) soit défini et strictement positif. Alors ¢,(a) # 0 donc
cn+1(a) est bien défini. De plus, par stricte positivité de c,(a), chr1(a) > 0.

Par le principe de récurrence, pour tout n € N, ¢,(a) est bien défini et que ¢,(a) > 0.

2. Pour tout n € N, donner une expression de c,41(a)? — a faisant intervenir (c,(a)? — a)2. En
déduire que, pour tout n > 1, ¢,(a) > va.

Correction

Soit n € N. Alors

1 a°
crr1(a)® —a= Z(Cn(&')2 +2a+ o (a)2) —a
n

= TEE?)Q (cn(a)* + 2acy(a)® + a* — 4acy(a)?)
_ 1
4c(ap?

(Cn(a)2 - 3)2

(ca(a)* — 2acy(a)® + a°)

- 4cy(a)

Soit alors n > 1. On sait que

1
cn(a)? —a>

> m(cn_l(a)z - 9)2 =0,

donc ¢,(a)? > a donc, par positivité de c,(a) et de a, c,(a) > Va.

3. Montrer que (¢s(a)),en converge vers v/a.
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4‘ Correction

On remarque que pour tout n dans N,

ris() = @) = 3 (@) + =25 ) = cnla)
1 a
=5 m - Cn(a)>
_la-— cn(a)?
2 cn(a)
0.

N

Donc (cy(a))nen est décroissante minorée par v/a, donc elle converge.

On note 87 (R) I'ensemble des matrices symétriques positives de Mg (R), c'est-a-dire des matrices
M € S84(R) vérifiant XTMX > 0 pour toute matrice colonne X € Mg 1(R). Dans toute cette partie,
étant donnée une matrice M € M4(R), on appelle racine carrée de M toute matrice B € M4(R)
telle que B? = M.
4. Déterminer les racines carrées de I, appartenant a O(2). Que peut-on conclure quant au
nombre de racines carrées de I, 7

Correction

Soit M € O,(R).
e M e SO5(R), alors on dispose de 6 tel que M = Ry. Alors on a les équivalences

M2212<:>R29212:R0,

donc 26 = 0[27] donc 6 = +7[27]. Donc M = (é ?) ou M= (_01 _01>

o M€ Oy(R)\ SO2(R), alors M est une matrice de symétrie donc M? = I,.

Donc I'ensemble des racines de I, est

O>(R) \ SO>(R) U {£I>}.

5. Soit M € S} (R). Déterminer une matrice B € S (R) telle que B* = M.

Correction

On sait que M € S;(R), donc M est diagonalisable en base orthonormée : on dispose de
P € O4(R), de D = diag(A1, .. ., An) une matrice diagonale a coefficients positifs telles
que M = PDP. En posant A = diag(v/A1, ..., v/As) et B=PAP", ona B € S (R)
telle que B? = M.

6. Montrer que B est la seule racine carrée de M appartenant a S;(R). On note alors VM
I'unique racine carrée symétrique positive de M.

(question difficile !)
On note u I'endomorphisme canoniquement associé a M, ¢ I'endomorphisme canonique-
ment associé a B. Soit C une matrice symétrique, 1 son endomorphisme canoniquement
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associé. Clairement, C et M commutent, donc ¥ et u commutent, donc 1 stabilise les
sous-espaces propres de u. Soit A une valeur propre de u, Ey le sous-espace propre cor-
respondant.

Alors ug, = Mldg, et, par construction, g, = ﬁldgx.

Mais g, est symétrique donc diagonalisable en base orthonormée : on dispose d'une
base orthonormée % = (e, ..., er) de Ex qui diagonalise 9g,. Soit i € [1,r], o; la
valeur propre associée a e;. Alors 9(e;) = a;e; donc ¥3(e) = a?e,-, donc u(e) = a?e,-
donc \e = oz,Ze,-, donc a% = X. Mais comme o; > 0, a; = V.

Dong, finalement, ¥g, = \/XIdEA. Donc 1 et ¢ coincident sur les espaces propres de u,
donc coincident.

Soit M € S;(R). On note Ay, ..., Aq les valeurs propres de M comptées avec multiplicité. On

rappelle que, d'apres le théoreme spectral, il existe une matrice P € O(q) telle que

M = Pdiag (A1, ..., M) PT

On pose alors :

Mo =1
1
Vn €N, Mpp1 =5 (M + MM 1)

7. Montrer, par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, M, est bien définie et que

M, = Pdiag (c, (A1), ..., cn(A)) PT

Correction

L'initialisation est claire : My = I, = Pdiag(1, ..., HPT.
Soit désormais n tel que la proposition soit vraie au rang n. Alors

n+1 /\/I +MM,7_1)

(diag (cp (A1), cn (Ag)) +diag(1/ca (A1), ..., 1/¢h(Ag))) PT
iag (cre1 (A1) ..., 1 (Ng)) pT

v v l\)\r—‘l\)\»—il\)\»—t

D’ou I'hérédité et le résultat.

(
(Pdiag (ch (A1), ..., cn(A\g)) PT + Pdiag (g, .. ., Ag) PT(PT) tdiag (1/ch (A1), ..., 1/c,
1
2
di

Pdiag(c, (A1), ..., cn(Ag)) PT + Pdiag(A\y, . . ., Xg) PT (Pdiag (ch (A1), ..., cn (Aq)) PT)fl)

8. En déduire que la suite (M,),,cy converge vers v M.

4‘ Correction

On en déduit alors, par convergence de c,(a) vers Va, que

Mo = Pdiag (ca(M)... .G () PT —» M, = Pdiag (\/Al ..... \/Aq) PT =M.
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