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Semaine 18 — Colle du lundi 03/03 a 8h

Nom Enoncé et commentaires NOte

Colle Python. On note S, (R) I'ensemble des matrices symétriques de M,(R). On note également ST (R) (resp. S, (R))
I’ensemble des matrices symétriques positives (respectivement définies positives).

1. [Py] Montrer que si M € M,(R), alors MT M € S} (R). En déduire une fonction Python d’argument n générant
aléatoirement une matrice de S, (R).

2. [Py] A I'aide de la fonction précédente, vérifier I'inégalité de la question 6 pour des matrices A et B de ST (R).
3. Montrer que la fonction f : x — In (1 + €*) est convexe sur R.

On admet I'inégalité de Jensen : si ¢ est une fonction convexe sur I, pour tous (xi, ..., xn) € 1", pour tous (aq, .. ., an)
réels positifs tels que a3 + -+ + ap = 1, alors

n n
® <Z am) <D aip(x).
i=1 i=1

4. Soit (A1,...,An) € (R4)". Montrer que

<1£[(1+A,-)> ' >1+ (ﬁx,) '
i=1 i=1

5. Soit B € S;'(R). Montrer que
Vdet (In + B) > 1+ v/det(B)

6. En déduire que pour (A, B) € STT(R) x ST (R),

/det(A+ B) > {/det(A) + /det(B)

7. Montrer que le résultat est encore valable lorsque (A, B) € S (R).
8. Etudier le cas d’égalité lorsque A € ST (R) et B € S/ (R).

1. Cours. Caractérisation des projecteurs orthogonaux comme étant les seuls projecteurs autoadjoints.

2. Soit E un espace vectoriel euclidien, soit u un endomorphisme autoadjoint de E et soient (e;), (6) deux bases
orthonormales de E.

(a) Démontrer que

D llu(e)ll = luh)I?
i=1 =1

(b) Soit A= (a,-j)jj € Sp(R) une matrice symétrique réelle, et soient Ay, ..., An ses valeurs propres. Démontrer
que

n n
2 2
2 =2 N
i=1

ij=1

1. Cours. Définition et caractérisation d'un endomorphisme autoadjoint positif.
2. Soit E un espace euclidien et f € Z(E) telle que V(x,y) € E2 (f(x),y) = — (x, f(y)).
(a) Montrer que tout vecteur est orthogonal a son image.
(b) Montrer que Im(f) et ker(f) sont supplémentaires orthogonaux.
(c) Montrer que 0 est la seule valeur propre de f.
(d) Montrer que f o f est symétrique.
(e) Montrer que le rang de f est pair.

(f) Caractériser f lorsque dim(E) = 3.
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