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Nom

Enoncé et commentaires

Note

1. Cours. Si B est une BON, u € S(E) si et seulement si la matrice de u dans B est dans S,(R).

2. Soient E un espace euclidien et u € E. Déterminer les réels a tels que x — a(u, x)u — x soit une isométrie de
E.

3. Soit A= (aj;) € Mu(R) une matrice symétrique positive, dont aucun coefficient n’est nul.
(a) Démontrer qu'il existe M € S;sn™ (R) telle que A= M?,
(b) En déduire que pour tous i et j, aiv < ajjajj.
Soit la matrice B = (b,j), avec bj; = ai On suppose que la matrice B (qui est bien slir symétrique), est aussi
positive. ’
(c) Démontrer que pour tous i, J, a,-zj = ajjaj;.
(d) En déduire que M est de rang 1.

(e) Montrer enfin qu'il existe une matrice-colonne V' (a coefficients tous non nuls) telle que A= VV7.

1. Cours. Si u € S(E) et A\; < --- < A\ sont ses valeurs propres, encadrement de (u(x), x) a 'aide de A1 et A\,.

2. Soient E un espace euclidien de dimension n et v € Z(E).
n
(a) Montrer que S = Z (v(ei), ej) ne dépend pas de la base orthonormée (ey, ..., e;) de E choisie.
i=1

n n
(b) Montrer que T = ZZ(v(e,-), 7j->2 ne dépend pas des bases orthonormées (e, ..., en) et (f1,..., fn)
i=1 j=1
choisies.
(c) Calculer la valeur de T lorsque v est un projecteur orthogonal de rang r.
3. Soient S € S (R) et M € #»(R). Montrer qu'il existe 2 € On(R) telle que QS = MQ si et seulement si
M € Z(R) et xs = Xm-

1. Cours. Si u € S(E) et F est stable par u, alors F est stable par u.

2. Soient (E, {-,-)) un espace euclidien de dimension n+1,(ep, ..., ;) une base orthonormée de E, a un vecteur
unitaire tel que (a, eg) = 0. Pour k € {1,...,n}, on pose ax = (a, ) et
0 a an
ai 0 0
S =
an 0 -+ O
On note s I'endomorphisme de E dont la matrice dans la base (ep, ..., ep) est S.

(a) Montrer que S est diagonalisable. Montrer que I'un des a, au moins est non nul; déterminer le rang de S.
(b) Déterminer ker(s) et (ker(s))*.
(c) Calculer trs et tr s2. En déduire les valeurs propres non nulles de s. Déterminer les espaces propres associés
a ces valeurs propres non nulles.
3. Soit (E, {-,-)) un espace euclidien. Déterminer les u € Z(E) tels que, pour tout sous-espace V de E, on ait
u (VL> = u(V)*.
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