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Mathématiques, DS 08-A : Centrale PC 2022

I Généralités sur les matrices symétriques réelles

Q1

Supposons que A soit symétrique. Alors‘ par le théoréme spectral, elle est orthodiagonalisable. ‘

Réciproquement, supposons A orthodiagonalisable. Alors on dispose de D diagonale et de P
orthogonale telles que A= PDP". Mais alors

AT =(PHTDTPT = PDPT = A,

donc | A € Sy(R).

I.A — Un exemple dans .Z5(R)

Q 2.

Q3.

Q 4.

On remarque que

1 1
A1l0] =710
1 1
1
Ainsi | 0 | est un vecteur propre de A, associé a la valeur propre 7.
1
On considére
-4 -2 4
Al —Tlz3=1-2 -1 2
4 2 -4
Alors si I'on note (Cy, Co, C3) les colonnes de cette matrice, C; = —Cs, ce qui indique que
1 1
U= 10] est dans E7(A1) (on le savait déja), et C; = 2C,, ce qui indique que V = | =2
1 0

est aussi vecteur propre de Aj.
De plus, A; # 715, donc E7(A;) # R3. Ainsi,

1 1
E7 (A1) = Vect o], -2
1 0

Par ailleurs, si I'on nomme X5 I'autre valeur propre de A;, on sait que’ 2X1 + X =Tr(Ay) =12 ‘
donc A\, = —2.

On orthogonalise la base trouvée : on pose

W=V (U, Vyu
lu)®
1
1
1
1
-1
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Ainsi, une base orthonormée de E;(A;) est

eoer— (L (o) (L
P o\valy) v
On en déduit directement un troisieme vecteur d'une BON de diagonalisation est
1 4 1 2
63:(91/\6'2:6 2 :§ 1
—4 -2
Ainsi, en prenant
70 0 L (31 22
D=0 7 0 ethg—ﬁO—LL V2
00 -2 3 -1 -2v2

on a bien |A; = PDPT.

I.B — Un exemple dans .#,(R)

Q 5. On montre que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

e déja, par commutativité du produit dans R, ¢ est symétrique : pour tous P et @ dans
R,-1[X], (P, Q) = ¢(Q, P).

e ensuite, on montre la bilinéarité.
Soit Q € Rn_l[X], (:Dl, P2) S Rn_l[X]Q, (}\1, >\2) S R?. Alors

1
SOMPL + AP, Q) = /0 (P + AP (DQ(D)dt

1 1
= >\1/ P(t)Q(t)dt + )\2/ P, (t)Q(t)dt par linéarité de I'intégrale
0 0

= M6(P1, Q) + Xd(P2, Q). |

D’ou la linéarité par rapport a la premiére variable et, par symétrie, la bilinéarité.

e on montre enfin le caractére défini positif. Soit P € R,_1[X]. Alors

1
¢(P.P) = / P(t)2dt‘ > 0 par positivité de I'intégrale. ‘
0

De plus, si ¢(P, P) = 0 alors, comme t — P(t)? est une fonction continue sur [0, 1],
positive, d'intégrale nulle, elle est nulle. Donc, pour tout t, P(t)? = 0.

Ainsi, P admet une infinité de racines, donc P est le polynéme nul : | P = Og,_,[x]-
Ainsi, ¢ définit un produit scalaire sur R,_1[X].
Q 6. Soient j et j dans [0, n — 1]. Alors

1
d(X', X)) :/ t't/dt
0

_ 1
I+Jj+1
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%51

Q 7. On calcule, en notant U =
Up

n—1

UTHU =" u[HU];
=0

n—1 n—1
= Z uj Z h,‘JUJ‘

i=0  j=
n—1 _ _ n—1 it .
Zd)(X’,XJ)Uin — ¢ Z uX Z uX! | = ¢(P,P),
i=0 i=0 Jj=0

n—1
oir| P(X) =Y uX".
=0

Q 8. D¢ja, ‘ H est clairement symétrique car ¢(X', X!) = (X!, X"). ‘

Ensuite, pour tout U dans ., 1(R), |UTHU = ¢(P, P) > O‘ donc H € S (R), c'est-a-dire
que ses valeurs propres sont strictement positives.

I.C — Rayon spectral

Q 9. Si A est nilpotente, déja A n'est pas inversible donc 0 € Sp(A). Ensuite, si A € Sp(A), alors
on dispose de X # 0 tel que AX = AX. Alors

APX = NPX = 0,1.

Mais, comme X # 0, cela signifie que AP =0, i.e. Le spectre de A est donc réduit a

{0}, ce qui signifie que | p(A) = 0.

Q 10. On note

Lﬂn,l(R) — R
f: T
U—Uu'u

Comme I"application (U, V) — utv est‘ bilinéaire sur un espace de dimension finie, donc continue,

on en déduit que f est continue. Ainsi, |C = f~1({1})| et {1} est fermé, donc C est fermé
comme image réciproque d'un fermé par une application continue.

Autre argument, C est la sphére unité pour la norme euclidienne associée au produit scalaire
canonique...

Q 11. On note
. ‘ '///n,l(R) —-R

U [UTAU|

De méme qu'a la question précédente, (U, V) — UT AV est bilinéaire sur un espace de dimen-

sion finie donc est
De plus, C est par la question précédente; ‘C est de plus borné‘ car C est la spheére
unité pour la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur ., 1(R).

Donc, ‘ par le théoreme des bornes atteintes, ‘ g admet un maximum sur C.
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1
Q 12. Soit X € Sp(A), X un vecteur propre associé, Y = MX. Alors Y € C et

g() =Y TAY| = YAV = YTV =)L

Mais g(Y) < max|U" AU|, donc
veC
IA| < max|UT AU,
veC

d'ou

p(A) = max |\ < max|UTAU.
AESP(A) UeC

I.D — Rayon spectral d’'une matrice symétrique

Q 13. Parle ’ théoréme spectral, ‘ la matrice A est diagonalisable en baase orthonormée.
Notons A1, ...\, les valeurs propres, ordonnées de sorte que [A1| < -+ < |Aq].
Notons ensuite (e, ..., en) une base orthonormée de diagonalisation telle que Ae; = \je;.
n

Soit U € C, écrivons U = Z uje;. Alors
i=1

|UT AU| = |(U, AU)|

Z)x,'u,?

i=1

< Inlw?
i=1

n
< |>\H|ZU,2 = [An]
i=1

Ainsi,

=
< =
max |U"AU| < Al = p(A),

d'oll I'égalité entre les deux quantités par I'inégalité de la question 12.

Q 14. Si toutes les valeurs propres de A sont positives, on a pour tout U
UTAU| = UTAU

et |[\;j| = X; pour tout /. Les raisonnements précédents fonctionnent toujours, mais sans valeur
absolue. Donc

_ T
p(A) = max(U" AU).

Q 15. Vérifions que p satisfait toutes les hypothéses d'une norme :
e déja, p est bien a valeurs dans R,

e ensuite, siA€ S,(R)eta € R, si Ay, ..., A, sont les valeurs propres de A, alq, ..., ak,
sont les valeurs propres de aA, donc

A) = A = A = A
p(aA) AQQ‘;‘(&)'O‘ | Ialxergg(xA)l | = la|p(A)

D'ol I'homogénéité.
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e considérons maintenant A € S,(R) telle que p(A) = 0. Alors Sp(A) = {0} donc, comme
A est diagonalisable, A est nulle. ‘ D'ol la séparation. ‘

e enfin, soient A et B dans S,(R). Soit U € C. Alors

UT(A+ B)U| = |UTAU + UT BU|

< |UTAU| 4 |UT BU| par inégalité triangulaire avec la valeur absolue.

< p(A) + p(B) | par la question 13

On en déduit que

p(A+B) = max|UT(A+ B)U| < p(A) + p(B)

D'ou I'inégalité triangulaire.
Donc p définit bien une norme sur S,(R).

Il Matrice de covariance

LA

Q 16. On sait que la covariance est une forme bilinéaire symétrique, donc, pour tous / et J,

0 = Cov(¥;, ¥;) = Cov(¥,, ) = 0. |

Ensuite, on sait que

Cov(Y;, Yj) = E((Yi — E(Y))(Y; — E(Y)))

=E(vV']y),
en posant
Y1 —E(v1)
V= : —Y —E(Y).
Y, —E(Y,)

Le résultat demandé est ainsi démontré.
Si U est un vecteur constant dans ., 1(R), alors

E(Y 4 U) = E(Y) + U,

donc

(Y +U-E(V+U)=Y —E(Y)|

Q 17. Les coordonnées de Z sont des combinaisons linéaires de variables admettant une espérance,
donc Z admet une espérance. On sait que pour i € [1, p],

donc

n
(20 =Y _IMIIYY;
j=1
Ainsi, par linéarité de I'espérance,

E([Z])) =Y _[IMI;E([Y]).

J=1
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On en déduit que

> IMILE(Y])
E(Zh)\ | = E([Y]1)
B2)=| ¢ |= z =M\
12l i[M]mE([vm Hro)

Ainsi,
(Z-E(2))(Z-E(2))" = M(Y —E(Y)) (M(Y —E(Y)))"
= MY —ENX)(Y -E(Y))'MT
On en déduit, en faisant le méme travail sur I'espérance que précédemment, que
vz =E((Z-E@2)(Z-E@2)")
= ME ((Y —E(M))(Y —E(Y))") M"

11.B — Propriété des valeurs propres
Q 18. Par la question précédente,
Yx=P'YyP

Mais P étant la matrice de passage de la base canonique a une base orthonormée formée
de vecteurs propres de ¥y, si on note Cq, ..., C, les coefficients de P et A; la valeur propre
associée a C;, on en déduit que

A1 (0)
tx = -
(0) An

Donc X x est diagonale.

Q 19. La matrice X x est diagonale et on a

b\i = [Xx]ii = Cov(X;, X;) = V(X;) 2 0, ‘

donc les valeurs propres Ay, ..., A, de Xy sont positives.
Q 20. Par définition,

Vr(X) =Y V(X)) = Tr(Zx) = Tr(Zy) = V7 (Y),
=1

car la trace est un invariant de similitude.

11.C — Etude de la réciproque

Q 21. Soient 74, ..., Z,| n variables aléatoires indépendantes ‘telles que|V(Z;) = \; | (par exemple,

si A\; =0, on prend Z; constante et, si A; > 0, on prend Z; ~ (). Alors pour i # J,

[27]ij = Cov(Z;, Z;) = 0 par indépendance.
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Q 22.

I.D
Q 23.

De plus,
[Z2]ii = Cov(Z;, Z;) =V (Z)) = A\

Ainsi, on conclut bien que m

La matrice A est symétrique réelle donc, par le théoréme spectral, on dispose de D diagonale
et de P orthogonale telles que
A=PDPT.

Soit maintenant Z telle que ¥ = D. \ Posons Y = PZ. \Alors par la question 17, on sait que

Ty = PE,PT = PDPT = A|

On fait bien attention, U est un vecteur colonne. Ainsi,

n
X =Y "uY.
=1

On en déduit que

V(X)=V (i u,-Y,-)

= Z Cov(uYi, ujY;)

1<ij<n

= > uCov(¥, Y)y

1<igsn

= Z Ui[ZY]i,jUJ

1<ig<n

ILLE — Image de >

Q 24.

Q 25.

Sir=n, Jm(Xy) =R" donc, comme pour tout w dans Q, Y(w) —E(Y) € R”, on en déduit
que

\w} €Q, Y(w)—E(Y) € Im(Ty) \

donc que | P(Y — E(Y) € Jm(Ty)) = 1|
Soient X € ker(Xy) et X’ € Im(Xy ). On dispose de U € R" tel que X' = Xy U. Alors

(X, X" = (X, SU)
= (SX,U) car S est symétrique.
‘ =0 car X € ker(S). ‘

Donc X et X’ sont orthogonaux, donc ‘ le noyau et I'image de ¥y sont orthogonaux. ‘
De plus, par le théoréme du rang, ‘dim(Im(Zy))+dim(ker(2y)) = dim(#,1(R)) = n‘,

donc on en déduit que | le noyau et I'image de ¥y sont supplémentaires orthogonaux. ‘
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Q 26. Soit j € [1, d]. Alors, par la
V(Y —E(Y)) =V,"Sy sV

= \/J-TZY\/J- par la | question 16

=0 car Vj € ker(Zy).

D’ou le résultat.

Q 27. Lavariable aléatoire réelle \/J-T(Y—IE(Y)) est de variance nulle, ‘ elle est donc presque sirement constante,

égale a son espérance. Or,

E (1 (Y ~E(Y))) =V (B(Y) ~ E(Y))par I

=0.

On en déduit que

P(V,"(Y —E(Y)) =0) =1

Q 28. On peut alors conclure que

P(Y —E(Y) € Im(Zy)) = P (Y —E(Y) € ker(Ty)*) =P(Vj € [1.d] (Y —E(Y),Y)) = 0)

d
=PV (Y -E(¥) =0} | =1,

J=1

car pour tout j, I'événement {\/jT(Y —E(Y)) = 0} est de probabilité 1.
On justifie le passage a I'intersection en remarquant que si P(A) =P(B) =1, alors

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

donc, comme A C P(AUB), 1 < P(AUB) donc P(AUB) =1, donc P(AN B) = P(A) +
P(B) —-P(AUB)=1+1—-1=1. On en déduit le résultat par récurrence.

111 Maximisation de la variance

I1I.LA — Un exemple dans .75 (R)

Q 29. La matrice A; est diagonale a coefficients positifs donc, d'aprés la , on dispose

d'un vecteur aléatoire Z donc A, est la matrice de covariance.
th
Q 30. Soit U= | w2 | € #351(R), de norme 1 (i.e. dans C). Alors
u3
av(U) =V(UTY)
=U"ZyU
=9u? +5u3 +4u3
<ui+ud+u3)=9

1
Mais pour U= | 0], U € C et gy(U) =9, donc
0

max gy (U) = 9.
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111.B — Cas général

Q 31. Par la|question 19|, les valeurs propres de ¥y sont toutes positives; par la question 23, on

sait que gy (U) = ULy U.

Mais par la , on sait alors que ‘ gy admet un maximum sur C, ‘ égal a | p(XZy).

Si I'on note Amax la plus grande valeur propre de ¥y et Uy un vecteur propre associé, alors

V(UgY) = av(Up) = Weaé(V(UTY)-

111.C — Etude d’un exemple

Q 32. On sait, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la covariance, que

0% = gj; = Cov(Y;, Y)) < 1/ V(X)V(X)) = 02,
donc, o étant strictement positif, .

On a de plus

‘Zy =o%yJ+ (1 —Y)I,.

Q 33. D¢ja, J étant symétrique réelle, elle est diagonalisable. Ensuite, J étant non nulle et avec ses co-

lonnes identiques, rg(J) =1 donc‘ 0 est valeur propre de J et dim(Eq(J)) = dim(ker(J) = n — 1. ‘

Enfin, si I'on note A\, la derniére valeur propre de J, on sait que Tr(J) = (n—1).0+ A, donc

1
. Un vecteur propre associé a la valeur propre n est

Q 34. On vient de dire qu'il existait P orthogonale telle que
J = Pdiag(0, . . ., 0,n)PT

Donc, comme I, = PPT,

Yy = Pdiag (6*(1 — 7). ..., o*(1=7),no*y+0o%(1—7))P"

Donc la plus grande valeur propre de ¥y est

‘ noy +o%(1—v) =o?(1+ (n—1)y), ‘

1
toujours associée au vecteur propre | : [. Par la question 31, si I'on pose
1
1
1
Up=—
0 NG

alors la variance de Z = Ul'Y, i.e. qy(Up), est maximale.
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Q 35. On calcule alors
V(Z) = Uy 7o

> [zl

1<ij<n

= % (no? + n(n — 1)yo?)

De plus,
ZV = Tr(Xy) = no?,
d'ou
V(2) 1
= — -1
14+ (n—=1)y
-
11.D
Q 36. On a déja dit que C était fermé et borné. Or,
C'=CnF,
ou

F={Ué¢€ #,:1R), UjU=0}=ker(p),

ou:Uwr— UOTU est ’ continue, car linéaire sur un espace de dimension finie. ‘

Donc F est fermé donc, comme intersection de fermés, | C' est fermé.

De plus, C' C C, qui est borné, donc C’ est borné.
L application gy étant continue car polynomiale en dimension finie, elle admet un maximum
sur le fermé borné C’ par le ’ théoréme des bornes atteintes. ‘

Q 37. On considére une BON de vecteurs propres de >y, (Eq, ..., E;). On a notamment E; = Up.
Alors F = Vect(Up)* = Vect(Es, . . ., Ep). Un calcul analogue a celui de la question 14 montre
que le maximum de gy sur C’, ’ qui est la boule unité de F ‘ ’ est égal a X,, et U; = E, convient.

Q 38. On remarque que si A et B sont deux variables aléatoires réelles admettant un moment d'ordre
deux, on a

V(A+ B) =V(A)+2Cov(A B)+V(B) et V(A-B)=V(A)—-2Cov(A B)+V(B)
donc Cov(A, B) = %( V(A+ B) — V(A— B)). C'est une identité de polarisation.

On a donc

Cov (U7 Y, U]Y) = ( ((UO+U1) Y) ((Uo—ul)Ty))
(uo+ul Ty (Up+ V1) = (Us = U)) " Ty (Up — Un))

(A1 +22) = (A1 +A2))

I
o -b\»—k-b\n—l-b\»—\

les variables Uy Y et U] Y sont donc décorrélées.
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