PSI Pasteur 2024-2025 DS08-B — Corrigé

Mathématiques, DS 08-A : CCINP PC 2020

EXERCICE 1 — Calcul de I'intégrale de Dirichlet

Partie | - Préliminaires

Q1. On sait que

sin(t .
e, tr ¥e’” est ’ continue sur ]0, +o0], ‘

o | (t)] < e, intégrable sur [0, +oo[ donc, par comparaison, ’ ©x est intégrable sur ]0, +ool. ‘

Q2. On note a(t) = 1—cos(t), donc &' (t) = sin(t) et b(t) = —% donc b/ (t) = % Or, le crochet

1 —cos(t)]™™
=]

a0 = |-

0

converge, car

1 — cos(t) t2

—~ —0
t t—0 2t t—=0
et
1 —cos(t 2
|<>\< o
t t t—+oo

Donc, par le théoréme d’intégration par parties, les intégrales

+oo 1 _ H
/ 1 — cos(t) dt et Smft)dt
0

t2

sont de méme nature.

Or,
1 —cos(t -
e vt 220 et [continue] sur o, +oc],
¥(1) £ =L don 9 est | prolongeabl ntinuité en 0
[ ~N — = —
50 D2 > onc €st | prolongeable par continuite € )
e enfin,

1
(o)l < .

intégrable en 400, donc, par comparaison, 1 est intégrable en +occ.
Q3. On note h(t) = u(x, t). Alors h est dérivable et pour tout t > 0,
~ xcos(t) —sin(t) et 4 5 sin(t) + cos(t) oxt
1+ x? 1+ x?
~ —xcos(t) +sin(t) + x?sin(t) + x cos(t) .
B 14 x2

donc | h est bien une primitive de t ~— sin(t)e ** sur ]0, +-o0]. ‘

H(t) =

—xt
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Partie Il - Calcul de F sur ]0, oo
Q 4. Soit x > 0. Alors

IF(x)| = ‘/Om sin(t) eXtdt’

t

+o00 :
< [0
0 t

+o00
< / e *tdt par I'inégalité admise.
0

_ |:e_xt:|+oo 1

—X 0 X

On en déduit, par encadrement, que | F(x) " 01l
X—+00

Q 5. Il s’agit d'appliquer un théoréme de dérivation des intégrales a paramétre. On sait que

e pour tout x > a, t — f(x, t) est continue sur ]0, +ool, intégrable sur ]0, +oo],

of
e pour tout t > 0, x — f(x, t) est dérivable, de dérivée &(X, t) = —sin(t)e *tdt,

of .
e pour tout x > a, t — a(x, t) est continue sur ]0, +oo],

e Pourtout x> aett >0,
of
—(x, t)] < e,
’6X( )‘\

intégrable et indépendant de x.

Ainsi, par le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, F est dérivable sur [a, +oo] et

+oo
Vx € [a, +oo], F'(x) = —/ sin(t)e *'dt.
0

Q 6. F est dérivable sur tout [a, +oo[ avec a > 0, donc sur tout segment de ]0, +oc[, donc sur
10, +00[. On en déduit que pour tout x > 0,

F'(x)=— /;oo sin(t)e *'dt
= (e, 1

1
—‘@“1+%>

_ 1
14 x2

On en déduit que I'on dispose de C € R tel que pour tout x > 0,

‘ F(x) = —Arctan(x) + C. ‘

Mais F(x) — 0donc C = g et, finalement,

X—r+00

Vx>0, F(x) = g — Arctan(x).
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Partie 11l - Conclusion

Q 7. Il s’agit d’appliquer un théoréme de continuité des intégrales a paramétre. On sait que
e pour tout x dans [0, 1], t — f(x, t) est continue sur ]0, 1],
e pour tout t dans ]0, 1], x — f(x, t) est continue sur [0, 1],
e pour tout x dans [0, 1] et t dans ]0, 1],

in(t
‘f(X, t)‘ _ |Smt( )|efxt g 1'

intégrable sur [0, 1] et indépendante de x.

Donc, ‘ d'aprés le théoréme de continuité des intégrales a parametre |, la fonction f; est conti-

nue sur [0, 1].
Q8. Sixe|0,1], Ju(x, t)] <2, donc

u(x, 1)

2
2 Sg

t2’

u(x, t)

t2

1
On fixe alors x € [0, 1]. On pose a(t) = u(x, t), donc a'(t) = sin(t)e ™, et b(t) = 3 donc

intégrable sur [1, +oo[. Donc t +— est intégrable sur [1, +o0l.

1 +0o0
b (t) = 7 Le crochet [a(t)b(t)]; converge, donc, comme / a(t)b'(t)dt converge, le
0

théoréme d'intégration par parties assure que

/lm UOCE) gy La(e)b(EF — /1+°C sin(t)e ™ x _Tldt

t2

~ xsin(1) + cos(1)

=—— 7 e X4+ Fh(x).

1+ x2 +F()

D'ou le résultat désiré.
. L N o . R oo u(x, t)
Q 9. On applique un théoréme de continuité des intégrales a paramétre sur G(x) = / 2 dt.
1
u(x,t .
e pour tout x € [0,1], t+— (t2 ) est continue sur [1, +o0],

u(x, t)

t2

e pour tout t dans [1, +oo[, x — est continue sur [0, 1],
e sixe [0, 1]ettell, +ool,
lu(x, )]
t2

<2
\p,

indépendante de x et intégrable sur [1, +oo].

Donc, par le théoréme de continuité des intégrales a paramétre, G est continue sur [0, 1], donc
F> I'est aussi.

Q 10. On en déduit que F = F; + F, est continue sur [0, 1] et que

I:F(O):g.
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EXERCICE 2 — Extremums d’une forme quadratique sur la boule
unité fermée

Partie | - Etude d’un exemple

Q 11. L'application f est | continue | car ‘ polynomiale sur un espace vectoriel de dimension finie.

B> est | fermée | car c'est une boule fermée, | bornée | par 1.

Donc, ‘par le théoréeme des bornes atteintes, ‘ la fonction f admet un maximum et un mini-
mum sur Bs.

Q 12. On pose ¢ : t +— f(cos(t),sin(t)). Comme S, = {(cos(t),sin(t)),t € [0,27]}, déterminer
les extremums de @ sur [0, 27] permet de déterminer les extremums de f sur Ss.
Pour t € [0, 2],

‘cp(t) = cos(t)? +sin(t)? + 4sin(t) cos(t) = 1 + 2sin(2t) ‘

Or, sur [0, 27], le maximum de sin(2t) est 1 et son minimum est —1.
Donc min ¢(t) =—1et max @(t)=3.

te[0,27] te[0,27)
Donc
min  f(x;,x)=—-1let max f(x,x)=3
(x1,%2)€ES> (1 2) (x1,%2)€ES> (1 2)

Q 13. La fonction est de classe 4 comme fonction polynomiale. De plus,

orf of
6—Xl(x1,><2) =2x; +4x et 5 = 2xp + 4x3.

Ainsi, si (x1, X2) est un point critique, 2x; + 4x; = 0, donc x; = —2x, et xo + 2x; = 0 donc
—3x, = 0 donc

‘(X]_,XQ) = (0, 0) est le seul point critique de f.

Q 14. On sait que f atteint son maximum et son minimum sur B> :
e si le maximum est atteint a l'intérieur de By, c'est nécessairement en un point critique,
i.e. en (0,0), alors il vaudrait f(0,0) = 0, ce qui est impossible car f atteint la valeur 3
sur S,. Donc ‘ le maximum de f sur B, est atteint sur S, et vaut 3. ‘

e si le minimum est atteint a l'intérieur de By, c'est nécessairement en un point critique,
i.e. en (0,0), alors il vaudrait f(0,0) = 0, ce qui est impossible car f atteint la valeur
—1 sur S,. Donc ‘ le maximum de f sur B, est atteint sur S, et vaut 71.‘

Q 15. On calcule
1 2
My = (2 1)_

On calcule alors

-1 =2

X
xm()="_5"

donc|la plus petite valeur propre de M¢ vaut —1 = rgin f |et|la plus grande valeur propre de f vaut 3 = n}sax(f).
2 2
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Partie Il - Le cas général
Q 16. On calcule
XTMeX =Y IX T [Me X

1<
n

= ZX;' Z[Mf]/jxj
1<i j=1

= Y XMy

1<igsn

n
=Y xlMedixi+2 > xi[Melix;
i=1

1<i<ygn

n
:E ajiXiXj + E XiajjX
i=1

1<i<j<n

= Z xjajjxj = f(x)

1<i<n

Q 17. La matrice M est ‘ symétrique réelle ‘ donc, par le ‘ théoréme spectral, | est diagonalisable dans
AM»(R) (en base orthonormée).

Q 18. On précise déja que, P étant orthogonale, P~ = PT. Ensuite, on calcule

YTy =(PTX)TPTX
_ XT(PT)TPTX
=XTPPTX

n
=XTX =37 =«
i=1

1
Q19. CommexeB,, Y'Y =1.Onnote Y = - |. Alors
Yn
A1 -
Yoy =vT|  [[=) 22
AnYn =1

Or, pour tout 7, Ay < A\; < X\, d'ou

n n
Y AF<YTDY <Y At
=1 i=1

n
donc, comme Zy,-z = ||x||?, on peut affirmer que
i=1

A X2 S YTDY <\ |Ix)1?

Or, A\; < 0 et ||x||* < 1, donc Ay < A1 |Ix||?; de méme A, ||x]|? < A,, d’ou

[\ <YTDY <,
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Q 20.

Q 21.

Or,
f(x)=X"MeX = (PY) M:PY =Y (PTM:P)Y =Y TDY,
d'ou I'inégalité pour f(x).
On a déja I'encadrement de la question 19. De plus, en prenant pour x un vecteur propre
unitaire associé a A1 (resp A,)
F(x) = A [Ix[I* = Aq (resp. Xn)

Donc
r‘r};x(f) =X\, et n;inn(f) = A1.

Si A1 = 0, le [ méme raisonnement que précédemment‘ assure que

rr)six(f) = A

De plus, on a, pour tout x dans B,,

f(x) = A |Ix[? > 0.

Comme f(0) = 0, on en déduit que

n;lnn(f) =0.

Partie 11l - Application des résultats

Q 22.

Dans cette question, on remarque que
[Mrlii = 1 et [Mr]j = —1

Donc

| Mr—21, = —J|

ol J est la matrice constituée uniqguement de 1. Elle est symétrique réelle donc diagonalisable
en base orthonormée.
Or, J est de car elle est non nulle et toutes ses colonnes sont identiques. Donc le

noyau de J est de dimension n — 1. Donc ‘ 0 est valeur propre de J de multiplicité n — 1. ‘
De plus, J posséde une autre valeur propre X, vérifiant (n — 1) x 0+ X = Tr(J) = n, donc
nestladernirevaleurpropredel. ‘

Donc on dispose de P € O,(R) telle que

0

Ainsi,

2
Mp=—J420l=J=P| PT.

2—n

La plus grande valeur propre de J est 2, donc | max(f) = 2. La plus petite valeur propre de J

n

est strictement négative et vaut 2 — n (ou vaut 0 si n = 2), donc rgin(f) =2-n.

Page 6 sur



PSI Pasteur 2024-2025 DS08-B — Corrigé

EXERCICE 3 — Retour a I'origine d’une marche aléatoire sur Z

Partie | - Calcul de p,

Q 23. La variable aléatoire S, représente la ‘ position du pion a l'instant n. ‘ (c'est la somme de tous
les déplacements)

Q 24. On calcule

’po =P(S5=0)=1 ‘ car le pion se trouve en 0 a I'instant O.

Ensuite,

[p1=PB(S1=0)=0,]

car le pion s'est nécessairement déplacé en —1 ou en 1.
Enfin,

p> =P(S; =0)
=P{X;=1,Xo=-1}U{X; =-1, X, =1})
=P(X;=1,Xo=-1)+P(Xy; = —1, X5 = 1) car les deux événements sont disjoints.
=P(X; =1)P(Xo = -1) + P(X; = —1)P(Xz = 1)

1 1

T4 42

Q 25. Soit w € Q. Pour que S,(w) = X;(w) + -+ - + X,(w) soit égal a 0, il faut qu'il y ait autant
d'indices i tels que X;(w) = 1 que d'indices / tels que X;(w) = —1, autrement dit que n soit
pair.

Ainsi, | si n est impair, P(S, =0) = 0. ‘

Q 26. On remarque que

P(YkO)P<Xk2+10>

=P(Xx+1=0)
=P(Xx = —1)

De méme,

P(Yk=1)=P<Xk2+1=1>

=P(Xx+1=2)
=P(Xx =1)
_1

2

. . , 1
Donc Yj suit une loi de Bernoulli de paramétre 5

Q 27. Comme (Xy,..., Xpn) sont indépendantes, par le ‘Iemme des coalitions, ‘ ", ... Y,) sont
indépendantes. Donc Z,, est la somme de n variables de Bernoulli mutuellement indépendantes,

. L . 1
donc Z, |suit une loi binomiale de paramétres (n, 2).
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Ensuite,

sk
=1

“Yev-)
=1

Q 28. De la question précédente, on déduit que

Pom = ]P(S2m = O)
=P(2Zm — 2m = 0)
= ]P)(sz = m)

(G -2
2

Partie Il - Fonction génératrice de la suite (p,) ey

Q 29. On sait que pour tout ndans N, 0 < p, < 1; or, le rayon de convergence de Zx” est 1.
Donc, par comparaison, | R, > 1.

Q 30. Soit m € N*. Alors

(=)™ 5 1 1 yy2k-1
m (5 k1) = 1L
k=1 k=1
m

_— [[ek-1)

2mml
k=1
1 emx(@m—1).. .2x1
S 2mml (2m) x (2m —2) X -+ x 2
1 (2m)!
2mml 2mm|

1 /2m
:47,.,7 m = P2m

Q 31. On sait que
(1+t)*= Z anx",

n=>0
ou
1 m—1
an:mHa(a—l)...(a—m—&-l)
k=0
1 2
En prenant a = —5 et t = —x°, on remarque que

f(x) = (1—x3)"2.
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Partie Il - Loi de la variable aléatoire 7

Q 32. Comme S; ne peut pas étre nul, |P(T =1) =0.

Ensuite, on a vu que

Q 33. On sait que pour tout x dans [—1, 1], |gn(x)| < @n, indépendant de x. Donc

lgall™ < g,

terme général d'une série convergente (car Z Gn = Z]P’(T =n)<1).
n=>0 n=0

On en déduit que pour tout t dans [—1, 1],

(gnt™) est bornée. ‘ Par la définition du rayon de

convergence, | R, > 1.

Q 34. Les séries entiéres f(x) et g(x) ont toutes deux un rayon de convergence supérieur ou égal a
n

1, donc la série entiére de terme général Zpkqn_k aussi et, par produit de Cauchy,
k=0

F()g(x) = (Z pkan> x"

nz0 \k=0

n
= Z (Z Pank) x" car poqo = 0.

n=1 \k=0

ZZEZ:ann

n>1

1
Q 35. On sait que pour tout x dans | — 1, 1], f(x) = ———. On en déduit que pour tout x dans
que p ] L= 7= que p
1-1.1],
G
Vi-x2 J1-x2
Donc

gx)=1—+vV1—x2

La fonction t — /1 + t est développable en série entiére; le rayon de convergence de cette
série entiére vaut 1 et

vte]l—1,1], \/1+t:1+znl!<H (;—k+1>>xn

n=1 k=1

1 (3 s) =3 (3) = (2) oon (2252)

(-1)"1 (2n—2)!
20 2n-1(p— 1)
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On en déduit alors que

—1)-1 —

Q 36. On en déduit donc, par unicité du développement en série entiére, que

1/2n-2
Vn € N¥, qn:< " )

n\n—1

Q 37. On sait que

P(T < +00) = Y P(T =n)

n=0

=Y an

n=0
= g(1) par convergence normale de Z gn sur [—1,1]
=1-Vi-1=1,

donc

|P(T = +00) =1 —P(T < +00) =0 |

Ceci signifie que ‘ la variable T est presque sirement finie ‘ c'est-a-dire que le pion revient a
zéro en temps fini avec probabilité 1.

Q 38. On remarque que g est dérivable sur | — 1, 1], de dérivée

X
~+o00,
1

!
=—
IX) = 77— = o

donc, par le | théoreme de la limite de la dérivée, ‘ g ‘ n'est pas dérivable en 1|.

Donc la fonction génératrice de T n'est pas dérivable en 1, ’ donc T n'admet pas d'espérance.
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