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Mathématiques, DS 08-A : CCINP PC 2020

EXERCICE 1 – Calcul de l’intégrale de Dirichlet

Partie I - Préliminaires
Q1. On sait que

• ϕx : t 7→
sin(t)

t
e−xt est continue sur ]0,+∞[,

• |ϕx(t)| 6 e−xt , intégrable sur [0,+∞[ donc, par comparaison, ϕx est intégrable sur ]0,+∞[.

Q2. On note a(t) = 1−cos(t), donc a′(t) = sin(t) et b(t) = −
1

t
donc b′(t) =

1

t2
. Or, le crochet

[a(t)b(t)]+∞0 =

[
−

1− cos(t)

t

]+∞
0

converge, car

−
1− cos(t)

t
∼
t→0
−
t2

2t
−→
t→0

0

et ∣∣∣∣−1− cos(t)

t

∣∣∣∣ 6 2

t
−→
t→+∞

0.

Donc, par le théorème d’intégration par parties, les intégrales
ˆ +∞
0

1− cos(t)

t2
dt et

sin(t)

t
dt

sont de même nature.
Or,

• ψ : t 7→
1− cos(t)

t2
est continue sur ]0,+∞[,

• ψ(t) ∼
t→0

t2

2t2
=

1

2
, donc ψ est prolongeable par continuité en 0,

• enfin,

|ψ(t)| 6
1

t2
,

intégrable en +∞, donc, par comparaison, ψ est intégrable en +∞.

Q3. On note h(t) = u(x, t). Alors h est dérivable et pour tout t > 0,

h′(t) = −
x cos(t)− sin(t)

1 + x2
e−xt + x

x sin(t) + cos(t)

1 + x2
e−xt

=
−x cos(t) + sin(t) + x2 sin(t) + x cos(t)

1 + x2
e−xt

= sin(t)e−xt ,

donc h est bien une primitive de t 7→ sin(t)e−xt sur ]0,+∞[.
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Partie II - Calcul de F sur ]0,+∞[

Q 4. Soit x > 0. Alors

|F (x)| =

∣∣∣∣ˆ +∞
0

sin(t)

t
e−xtdt

∣∣∣∣
6
ˆ +∞
0

| sin(t)|
t

e−xtdt

6
ˆ +∞
0

e−xtdt par l’inégalité admise.

6

[
e−xt

−x

]+∞
0

=
1

x

On en déduit, par encadrement, que F (x) −→
x→+∞

0 .

Q 5. Il s’agit d’appliquer un théorème de dérivation des intégrales à paramètre. On sait que

• pour tout x > a, t 7→ f (x, t) est continue sur ]0,+∞[, intégrable sur ]0,+∞[,

• pour tout t > 0, x 7→ f (x, t) est dérivable, de dérivée
∂f

∂x
(x, t) = − sin(t)e−xtdt,

• pour tout x > a, t 7→
∂f

∂x
(x, t) est continue sur ]0,+∞[,

• Pour tout x > a et t > 0, ∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ 6 e−at ,

intégrable et indépendant de x .

Ainsi, par le théorème de dérivation des intégrales à paramètre, F est dérivable sur [a,+∞[ et

∀x ∈ [a,+∞[, F ′(x) = −
ˆ +∞
0

sin(t)e−xtdt.

Q 6. F est dérivable sur tout [a,+∞[ avec a > 0, donc sur tout segment de ]0,+∞[, donc sur
]0,+∞[. On en déduit que pour tout x > 0,

F ′(x) = −
ˆ +∞
0

sin(t)e−xtdt

= − [u(x, t)]+∞t=0

= −
(

0−−
1

1 + x2

)
= −

1

1 + x2
.

On en déduit que l’on dispose de C ∈ R tel que pour tout x > 0,

F (x) = −Arctan(x) + C.

Mais F (x) −→
x→+∞

0 donc C =
π

2
et, finalement,

∀x > 0, F (x) =
π

2
− Arctan(x).
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Partie III - Conclusion
Q 7. Il s’agit d’appliquer un théorème de continuité des intégrales à paramètre. On sait que

• pour tout x dans [0, 1], t 7→ f (x, t) est continue sur ]0, 1],

• pour tout t dans ]0, 1], x 7→ f (x, t) est continue sur [0, 1],

• pour tout x dans [0, 1] et t dans ]0, 1],

|f (x, t)| =
| sin(t)|
t

e−xt 6 1,

intégrable sur [0, 1] et indépendante de x .

Donc, d’après le théorème de continuité des intégrales à paramètre , la fonction F1 est conti-
nue sur [0, 1].

Q 8. Si x ∈ [0, 1], |u(x, t)| 6 2, donc

|u(x, t)|
t2

6
2

t2
,

intégrable sur [1,+∞[. Donc t 7→
u(x, t)

t2
est intégrable sur [1,+∞[.

On fixe alors x ∈ [0, 1]. On pose a(t) = u(x, t), donc a′(t) = sin(t)e−xt , et b(t) = −
1

t
donc

b′(t) =
1

t2
. Le crochet [a(t)b(t)]+∞1 converge, donc, comme

ˆ +∞
0

a(t)b′(t)dt converge, le

théorème d’intégration par parties assure que
ˆ +∞
1

u(x, t)

t2
dt = [a(t)b(t)]+∞1 −

ˆ +∞
1

sin(t)e−xt ×
−1

t
dt

= −
x sin(1) + cos(1)

1 + x2
e−x + F2(x).

D’où le résultat désiré.

Q 9. On applique un théorème de continuité des intégrales à paramètre sur G(x) =

ˆ +∞
1

u(x, t)

t2
dt.

• pour tout x ∈ [0, 1], t 7→
u(x, t)

t2
est continue sur [1,+∞[,

• pour tout t dans [1,+∞[, x 7→
u(x, t)

t2
est continue sur [0, 1],

• si x ∈ [0, 1] et t ∈ [1,+∞[,

|u(x, t)|
t2

6
2

t2
,

indépendante de x et intégrable sur [1,+∞[.

Donc, par le théorème de continuité des intégrales à paramètre, G est continue sur [0, 1], donc
F2 l’est aussi.

Q 10. On en déduit que F = F1 + F2 est continue sur [0, 1] et que

I = F (0) =
π

2
.
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EXERCICE 2 – Extremums d’une forme quadratique sur la boule
unité fermée

Partie I - Étude d’un exemple

Q 11. L’application f est continue car polynomiale sur un espace vectoriel de dimension finie.

B2 est fermée car c’est une boule fermée, bornée par 1.

Donc, par le théorème des bornes atteintes, la fonction f admet un maximum et un mini-
mum sur B2.

Q 12. On pose ϕ : t 7→ f (cos(t), sin(t)). Comme S2 = {(cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π]}, déterminer
les extremums de ϕ sur [0, 2π] permet de déterminer les extremums de f sur S2.
Pour t ∈ [0, 2π],

ϕ(t) = cos(t)2 + sin(t)2 + 4 sin(t) cos(t) = 1 + 2 sin(2t)

Or, sur [0, 2π], le maximum de sin(2t) est 1 et son minimum est −1.
Donc min

t∈[0,2π]
ϕ(t) = −1 et max

t∈[0,2π]
ϕ(t) = 3.

Donc
min

(x1,x2)∈S2
f (x1, x2) = −1 et max

(x1,x2)∈S2
f (x1, x2) = 3

Q 13. La fonction est de classe C 1 comme fonction polynomiale. De plus,

∂f

∂x1
(x1, x2) = 2x1 + 4x2 et

∂f

∂x2
= 2x2 + 4x1.

Ainsi, si (x1, x2) est un point critique, 2x1 + 4x2 = 0, donc x1 = −2x2 et x2 + 2x1 = 0 donc
−3x2 = 0 donc

(x1, x2) = (0, 0) est le seul point critique de f .

Q 14. On sait que f atteint son maximum et son minimum sur B2 :

• si le maximum est atteint à l’intérieur de B2, c’est nécessairement en un point critique,
i.e. en (0, 0), alors il vaudrait f (0, 0) = 0, ce qui est impossible car f atteint la valeur 3

sur S2. Donc le maximum de f sur B2 est atteint sur S2 et vaut 3.

• si le minimum est atteint à l’intérieur de B2, c’est nécessairement en un point critique,
i.e. en (0, 0), alors il vaudrait f (0, 0) = 0, ce qui est impossible car f atteint la valeur
−1 sur S2. Donc le maximum de f sur B2 est atteint sur S2 et vaut −1.

Q 15. On calcule

Mf =

(
1 2

2 1

)
.

On calcule alors

χMf
(x) =

∣∣∣∣x − 1 −2

−2 x − 1

∣∣∣∣ = (x − 1)2 − 4 = (x − 3)(x + 1),

donc la plus petite valeur propre de Mf vaut −1 = min
B2
f et la plus grande valeur propre de f vaut 3 = max

B2
(f ).

Page 4 sur 10



PSI Pasteur 2024-2025 DS08-B – Corrigé

Partie II - Le cas général

Q 16. On calcule

X>MfX =
∑
16i

[X>]i [MfX]i

=
∑
16i

xi

n∑
j=1

[Mf ]i jxj

=
∑
16i ,j6n

xi [Mf ]i jxj

=

n∑
i=1

xi [Mf ]i ixi + 2
∑

16i<j6n

xi [Mf ]i jxj

=

n∑
i=1

ai ixixi +
∑

16i<j6n

xiai jxj

=
∑

16i6j6n

xiai jxj = f (x)

Q 17. La matrice M est symétrique réelle donc, par le théorème spectral, est diagonalisable dans
Mn(R) (en base orthonormée).

Q 18. On précise déjà que, P étant orthogonale, P−1 = P>. Ensuite, on calcule

Y >Y = (P>X)>P>X

= X>(P>)>P>X

= X>PP>X

= X>X =

n∑
i=1

x2i = ‖x‖2

Q 19. Comme x ∈ Bn, Y >Y = 1. On note Y =

y1...
yn

. Alors

Y >DY = Y >

λ1y1...
λnyn

 =

n∑
i=1

λiy
2
i .

Or, pour tout i , λ1 6 λi 6 λn, d’où

n∑
i=1

λ1y
2
i 6 Y

>DY 6
n∑
i=1

λny
2
i ,

donc, comme
n∑
i=1

y2i = ‖x‖2, on peut affirmer que

λ1 ‖x‖2 6 Y >DY 6 λn ‖x‖2 .

Or, λ1 < 0 et ‖x‖2 6 1, donc λ1 6 λ1 ‖x‖2 ; de même λn ‖x‖2 6 λn, d’où

λ1 6 Y
>DY 6 λn.
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Or,
f (x) = X>MfX = (PY )>Mf PY = Y >(P>Mf P )Y = Y >DY,

d’où l’inégalité pour f (x).
Q 20. On a déjà l’encadrement de la question 19. De plus, en prenant pour x un vecteur propre

unitaire associé à λ1 (resp λn)

f (x) = λ1 ‖x‖2 = λ1 (resp. λn)

Donc
max
Bn

(f ) = λn et min
Bn

(f ) = λ1.

Q 21. Si λ1 > 0, le même raisonnement que précédemment assure que

max
Bn

(f ) = λn

De plus, on a, pour tout x dans Bn,

f (x) > λ1 ‖x‖2 > 0.

Comme f (0) = 0, on en déduit que

min
Bn

(f ) = 0.

Partie III - Application des résultats
Q 22. Dans cette question, on remarque que

[Mf ]i i = 1 et [Mf ]i j = −1

Donc
Mf − 2In = −J,

où J est la matrice constituée uniquement de 1. Elle est symétrique réelle donc diagonalisable
en base orthonormée.
Or, J est de rang1 car elle est non nulle et toutes ses colonnes sont identiques. Donc le

noyau de J est de dimension n − 1. Donc 0 est valeur propre de J de multiplicité n − 1.
De plus, J possède une autre valeur propre λ, vérifiant (n − 1) × 0 + λ = Tr(J) = n, donc
nestladernirevaleurpropredeJ.
Donc on dispose de P ∈ On(R) telle que

J = P


0

. . .

0

n

P>.
Ainsi,

Mf = −J + 2In = J = P


2

. . .

2

2− n

P>.

La plus grande valeur propre de J est 2, donc max
Bn

(f ) = 2 . La plus petite valeur propre de J

est strictement négative et vaut 2− n (ou vaut 0 si n = 2), donc min
Bn

(f ) = 2− n.
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EXERCICE 3 – Retour à l’origine d’une marche aléatoire sur Z

Partie I - Calcul de pn

Q 23. La variable aléatoire Sn représente la position du pion à l’instant n. (c’est la somme de tous
les déplacements)

Q 24. On calcule
p0 = P(S0 = 0) = 1 car le pion se trouve en 0 à l’instant 0.

Ensuite,
p1 = P(S1 = 0) = 0,

car le pion s’est nécessairement déplacé en −1 ou en 1.
Enfin,

p2 = P(S2 = 0)

= P({X1 = 1, X2 = −1} ∪ {X1 = −1, X2 = 1})
= P(X1 = 1, X2 = −1) + P(X1 = −1, X2 = 1) car les deux événements sont disjoints.

= P(X1 = 1)P(X2 = −1) + P(X1 = −1)P(X2 = 1)

=
1

4
+

1

4
=

1

2

Q 25. Soit ω ∈ Ω. Pour que Sn(ω) = X1(ω) + · · · + Xn(ω) soit égal à 0, il faut qu’il y ait autant
d’indices i tels que Xi(ω) = 1 que d’indices i tels que Xi(ω) = −1, autrement dit que n soit
pair.
Ainsi, si n est impair, P(Sn = 0) = 0.

Q 26. On remarque que

P(Yk = 0) = P
(
Xk + 1

2
= 0

)
= P(Xk + 1 = 0)

= P(Xk = −1)

=
1

2
.

De même,

P(Yk = 1) = P
(
Xk + 1

2
= 1

)
= P(Xk + 1 = 2)

= P(Xk = 1)

=
1

2
.

Donc Yk suit une loi de Bernoulli de paramètre
1

2
.

Q 27. Comme (X1, . . . , Xn) sont indépendantes, par le lemme des coalitions, , (Y1, . . . , Yn) sont
indépendantes. Donc Zn est la somme de n variables de Bernoulli mutuellement indépendantes,

donc Zn suit une loi binomiale de paramètres
(
n,

1

2

)
.
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Ensuite,

Sn =

n∑
i=1

Xi

=

n∑
i=1

(2Yi − 1)

= 2Zn − n.

Q 28. De la question précédente, on déduit que

p2m = P(S2m = 0)

= P(2Z2m − 2m = 0)

= P(Z2m = m)

=

(
2m

m

)(
1

2

)m (
1−

1

2

)2m−m
=

(
2m

m

)

Partie II - Fonction génératrice de la suite (pn)n∈N

Q 29. On sait que pour tout n dans N, 0 6 pn 6 1 ; or, le rayon de convergence de
∑

xn est 1.

Donc, par comparaison, Rp > 1.

Q 30. Soit m ∈ N∗. Alors

(−1)m

m!

m∏
k=1

(
−

1

2
− k + 1

)
=

1

m!

m∏
k=1

2k − 1

2

=
1

2mm!

m∏
k=1

(2k − 1)

=
1

2mm!

(2m)× (2m − 1) . . . 2× 1

(2m)× (2m − 2)× · · · × 2

=
1

2mm!

(2m)!

2mm!

=
1

4m

(
2m

m

)
= p2m

Q 31. On sait que

(1 + t)α =
∑
n>0

anx
n,

où

an =
1

m!

m−1∏
k=0

α(α− 1) . . . (α−m + 1)

En prenant α = −
1

2
et t = −x2, on remarque que

f (x) = (1− x2)−
1
2 .
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Partie III - Loi de la variable aléatoire T

Q 32. Comme S1 ne peut pas être nul, P(T = 1) = 0.
Ensuite, on a vu que

P(T = 2) = P(S2 = 0) =
1

2
.

Q 33. On sait que pour tout x dans [−1, 1], |gn(x)| 6 qn, indépendant de x . Donc

‖gn‖[−1,1]∞ 6 qn,

terme général d’une série convergente (car
∑
n>0

qn =
∑
n>0

P(T = n) 6 1).

On en déduit que pour tout t dans [−1, 1], (qnt
n) est bornée. Par la définition du rayon de

convergence, Rq > 1.

Q 34. Les séries entières f (x) et g(x) ont toutes deux un rayon de convergence supérieur ou égal à

1, donc la série entière de terme général
n∑
k=0

pkqn−k aussi et, par produit de Cauchy,

f (x)g(x) =
∑
n>0

(
n∑
k=0

pkqn−k

)
xn

=
∑
n>1

(
n∑
k=0

pkqn−k

)
xn car p0q0 = 0.

=
∑
n>1

pnx
n

= f (x)− 1.

Q 35. On sait que pour tout x dans ]− 1, 1[, f (x) =
1√

1− x2
. On en déduit que pour tout x dans

]− 1, 1[,

g(x)√
1− x2

=
1√

1− x2
− 1.

Donc

g(x) = 1−
√

1− x2.

La fonction t 7→
√

1 + t est développable en série entière ; le rayon de convergence de cette
série entière vaut 1 et

∀t ∈]− 1, 1[,
√

1 + t = 1 +
∑
n>1

1

n!

(
n∏
k=1

(
1

2
− k + 1

))
xn

Or,

n∏
k=1

(
1

2
− k + 1

)
=

1

2
×
(
−

1

2

)
×
(
−

3

2

)
× · · · ×

(
−

2n − 3

2

)

=
(−1)n−1

2n
(2n − 2)!

2n−1(n − 1)!
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On en déduit alors que

g(x) = 1− 1−
∑
n>1

1

n!

(−1)n−1

2n
(2n − 2)!

2n−1(n − 1)!
(−1)nx2n

=
∑
n>1

1

n

(
2n − 2

n − 1

)
x2n.

Q 36. On en déduit donc, par unicité du développement en série entière, que

∀n ∈ N∗, qn =
1

n

(
2n − 2

n − 1

)
.

Q 37. On sait que

P(T < +∞) =
∑
n>0

P(T = n)

=
∑
n>0

qn

= g(1) par convergence normale de
∑

gn sur [−1, 1]

= 1−
√

1− 1 = 1,

donc
P(T = +∞) = 1− P(T < +∞) = 0.

Ceci signifie que la variable T est presque sûrement finie , c’est-à-dire que le pion revient à
zéro en temps fini avec probabilité 1.

Q 38. On remarque que g est dérivable sur ]− 1, 1[, de dérivée

g′(x) =
x√

1− x2
−→
x→1−

+∞,

donc, par le théorème de la limite de la dérivée, g n’est pas dérivable en 1 .

Donc la fonction génératrice de T n’est pas dérivable en 1, donc T n’admet pas d’espérance.
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