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1 Centralel

1.1 (Eric Baudet)

Pour n € N* soit u,(x) = (-1)" 1f:lc" et f(x) =X 7% un(x).
a) Montrer que f est de classe C! sur]—1,1[.

b) Montrer que f est développable en série entiere sur ] —1, 1.

1.2 (Dorian Berchoux)

_ (=1)"n

.
Pour n € N* soit uy,(x) P

a) Etablir la convergence simple de la série de terme général u,,(x) sur R,.
b) Pour a > 0, établir la convergence uniforme de la série de terme général u,(x) sur [0, a].
¢) Soit (a,) une suite croissante de réels positifs.

i) Montrer que 0 < (-1)"¥7_ (-D*ai < ay.

ii) Montrer que la série de terme général u,(x) converge uniformément sur R,.

1.3 (Blandine Griselin)
Soit (X;),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {—1, 1}, de lois uni-
formes; et S, =Y7_, Xj.
a) Pour 7 € R, justifier que exp(fX;) admet une espérance et la calculer.
Montrer que E(exp(tXy)) < etz/2 pour tout (n, 1) e N* x R.

b) Justifier que exp(zS,) admet une espérance et la calculer.
Déterminer la limite de E(exp(tS,/v/n)) quand n tend vers +oo.

n?
¢) Montrer que: Ve>0, Vt>0, P (% = 8) < e( 2 ””). Que peut-on en déduire?

1.4 (Anthony Jaecklé)

Soit S=(_323).

a) Montrer que S est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.
Montrer que S est semblable a une matrice de diagonale nulle.

b) Pour M € .4, (R) on pose ¢ (M) = diag(1,2) M — Mdiag(1,2) . Déterminer I'image de ¢.
Montrer qu'’il existe C et D telles que S= DC - CD.

¢) Montrer que toute matrice carrée de trace nulle est semblable a une matrice a diagonale nulle.
d) Montrer que I’ensemble des matrices de .4/, (K) de trace nulle est {DC —-CD; (C,D)e .4, (K)Z}.

1.5 (Abd Lbarch)

Soit X3,..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant loi de Bernoulli de parametre 1/2.
a) Soit x € Ret Z = exp(x(S,-n/2)?) Montrer que Z est d’espérance finie et calculer son espérance.

b) SoitaeRet f(x) = ax—In(ch(x/2)).
Etudier f(x) au voisinage de +oo et montrer que f admet un maximum M(a).

c) Etablir une certaine inégalité. ..
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1.6 ¢ Tanguy Le Cloirec)

Dans tout I’exercice, A est une matrice 2x2 a coefficients dans Z.

a) Montrer I’équivalence entre les propositions suivantes :
i) A estinversible et A~! est a coefficients dans Z. ii) dét(A) € {-1,1}.

b) Dans la suite on suppose qu'’il existe p € N* tel que A” = I,.
Montrer que A est diagonalisable dans .#,(C), inversible, avec A~1 a coefficients dans Z.

¢) Montrer que toute valeur propre de A est de module 1.
d) Montrer que le polyndme caractéristique de A appartient a un ensemble fini.

e) Soit E, = {k € N*: A¥ = I,}. Montrer que E, admet un plus petit élément p,.
Exprimer E, en fonction de p,.

1.7 (Clément Poirson)

Soit f une fonction continue sur [0, 1], a valeurs positives; et u, = fol t" f(r)dt.

a) Justifier la convergence de S = Y7 (~1)"u, et montrer que S= f; ]%tg dr.

b) Montrer que S=1/2Y 1% fol(%)”f(t) dtetqueln(2) =Y} (;}r)ln =yt m.

0) Soit S, = y!_ LI
i) Trouvez un encadrement de In(2) — S;,.
ii) Trouvez un équivalent de In(2) - S,,.

iii) Comment obtenir un développement asymptotique de In(2) — S,,?

1.8 (Edouard Raimbault)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [1, 6].
a) Déterminerlaloide X+Y.
b) Déterminer la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] de 1+ X + X? + X3 + X* + X°.

c) Soit X’ et Y’ deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [1,6].
Montrer que si X'+ Y’ et X + Y suivent la méme loi alors X’ et Y’ suivent une loi uniforme.

1.9 (william Raymond)

Soit F un sous-espace vectoriel de .4, (K) tel que toute matrice non nulle de F soit inversible.

1) On suppose K = C. Montrer que pour tout couple de matrice (A, B) avec A inversible, il existe
un scalaire «a tel que @ A — B ne soit pas inversible. En déduire que dim(F) < 1.

2) Onsuppose K=R.
a) Que peut-on dire de F si n est impair?
b) Pour n =2, donner un exemple avec F de dimension 2.

¢) Montrer que si n est pair la dimension de F ne peut excéder n.
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1.10 (Clara Roch)

Soit a,, = f0+°° e~ (sin )" dt.
a) Montrer que la suite (a;,) est bien définie et déterminer sa limite.
b) Trouver une relation entre a,, et a,_;.

c) Soit b, = y/nay. Etablir la convergence de la série de terme général In bi -

1.11 (Antonin Rouffet)

Soit g une application de classe C! de R? dans Ret S(g) = {(x, ,2) e R%;z = g(x, y)}.

1) Montrer que S(g) n’a que des points réguliers.

2) Une histoire de vecteur orthogonal a S(g) revenant a (E) : 20,1 g(x, y) + 02g(x, y) =0.
3) Montrer que 'endomorphisme de R? défini par u(x, y) = (x — 2y, y) est inversible.

4) Si h est une application de classe C' de R? dans R, on pose f = hou™!.

Calculer les dérivées partielles de f. En déduire les solutions de (E).

1.12 (Emilie Stentz)

5 2
1. Justifier la convergence de f0+°° % dx.
2. Soit f une application continue de R dans C telle qu’il existe un réel C > 0 tel que, pour tout

teR |f(0)] < 1+—Ct2 Justifier I'existence, pour tout & >0, de S(h) = h}.7", f(nh).

+00

3. Onfixe h >0 etl'on considere ¢, : Ry — C; t— f(|£] h). Montrer que S(h) = [y ¢pn(1) dt.
4. Montrer que S(h) tend vers f0+°° f(t)dt quand h tend vers 0.

1.13 (Myriam Topa)

1. (a) Montrer que les valeurs propres d'une matrice symétrique réelle sont toutes réelles.
(b) Que dire des valeurs propres réelles des matrices antisymétriques réelles?

2. Soit S 'ensemble des matrices M de .4, (R) telles que M? + MT = I,,.
(a) Montrer que les matrices de S sont diagonalisables.

(b) Montrer qu'une matrice de S est inversible si et seulement si elle est symétrique.

2 Centrale 2

2.1 (Eric Baudet)
3 -1 1 0 2 1 01 2

Onconsidere A={0 1 2 |;B=|3 1 -1];C=|0 1 2 | etE=Vect{A B,C}.
0 4 -1 0 -1 4 3 2 =2

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel et déterminer sa dimension.

2. Montrer que pour tout (a, b, c) € R? il existe un unique élément M, ; . de E tel que M;; = a,
M1 =betMs; =c. Ecrire une fonction M(a, b, c) quirenvoie M, p,.. Que vaut J = M(1,1,1)?

3. Donner une norme de .#3(R). Ecrire une fonction Norme(M) qui renvoie cette norme. En
déduire une fonction test(M) qui renvoie True si M appartient a E et False sinon.
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4. Donner les éléments propres de matrices M, ;. pour a, b, ¢, choisis au hasard. Montrer que
tous les éléments de E ont un vecteur propre commun.

5. Dans le cas ou la trace de M est nulle, donner la forme du polyndéme caractéristique de M.

Il y avait deux autres questions. ..

2.2 (Dorian Berchoux)

Les polynomes de Hilbert sont définis par: Hy =1 et H;(X) = % j._:%) (X—j)pouri>1.

1) Avec Python afficher Hy pour k variantde 0 a 7.
Comparer P(X) =2+ X+ 3X?+--- et Q(X) =2Hy +24H, +526Hy + --- + 2120 Hg

2) Soit T,, 'endomorphisme de C, [X] définipar: T,(P)=P(X+1) ;et Le C,[X].
i) Justifier 'existence et I'unicité de (a;)o<j<n € Cc™*! tel que L= Z;l:o ajH;j.
Montrer que (L(0),L(1),...,L(n) = (ag, a1,...,an) M
ol M est la matrice de T, dans la base canonique de C,[X].

En déduire I'expression des a; en fonction des L(j).
Qu’obtient-on si L est le polynome P de la premiére question?

ii) Montrer que I'ensemble des entiers relatifs est stable par L si, et seulement si,
L est combinaison linéaire a coefficients entiers des polyndmes de Hilbert.

3)

2.3 (Alexandre Descamps)

n
(gx) k>1 étant une suite croissante d’entiers tous supérieurs ou égaux a 2, soit S, = Z 1/(q1---qx) -
k=1
1) Avec Python, calculer Syg¢ pour différentes suites (qgy) vérifiant les conditions ci-dessus.

2) Prouver la convergence de S, et donner un encadrement de sa limite L indépendant de (qgx).

3) a) Démontrerquel/q1 <L<1/(q1—-1).
En déduire une écriture de g; en fonction de L faisant appel a la fonction partie entiere.

b) Soit X, = (L—Sp)(q1...4qp). Ecrire Xp sous forme d’'une somme.
¢) En déduire I'unicité de la suite (qgy).

4) Montrer que pour tout réel L €]0, 1] il existe une suite (qi) telle que Z“,:Z’i 1/(q1---qx) =L.

2.4 (Aude Feyel)

Y'(O+A+q()y®)=0
Soit &(a, b) I'’équation différentielle: { y(0) =a ol g est continue sur [0, +ool.
y'(©0)=b
1) Avec Python
a) Ecrire une fonction tracer(u,v,a,b,q) donnant le tracé de la solution de & (a, b) sur [u, v].

b) Observer ce qui se passe pour pour (u, v) = (0,50), (a, b) = (0,1) ou (1,0) et g parmi
t—1/A0+1%), t—1/V1+t (il y en avait d’autres...)

2) Soit y solution de &(a, b).

a) Pour f continue sur [0, +oo], soit z: x —> fox sin(x— 1) f(£)dt. Calculer z" + z.
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b) Soit x > 0. Montrer que 0 < |y(x)| < |al + |b| +f0x lg(D)lly(n)ldt.
En déduire que y est bornée sur [0, +o0o[ si g est intégrable sur [0, +o0].

3) On suppose maintenant g de classe C et q' intégrable sur [0, +ool.
a) Montrer que ¢(x) admet une limite £ qaund x tend vers +oo.

b) Montrer que y'(x)* - y'(x0)* = (1 + g(x) y(x)* + (1 + g(x0)) y (x0)* + [; 4’ (D y(1)*dr.
En déduire que y est bornée sur [0, +oo[si € > —1.

2.5 (Blandine Griselin)

Pour (x,y) € R? on pose N(x,y) = [y |x— tyl dt.
a) Vérifier que N est une norme sur RZ.
b) Tracer la courbe de la fonction x — N(x,1) pour x€[-1/2,3/2].
c) Calculer N(x, 1) pour tout x € R. En déduire la valeur de N(x, y) pour tout (x, y) € R%.
d) Soit C le cercle unité, d’équation x?+ y? = 1. Tracer la courbe de x+— N (x, m)
pour x € [-1,1] . Estimer, a I'aide de ce tracé, les valeurs de sup N(C) et inf N(C).

e) Déterminer la valeur exacte de sup N(C) et inf N(C).

2.6 (Anthony Jaeckle)

1) Montrer qu’il existe un unique réel «a tel que sh(a) = 1.

2) Donner un encadrement de a 2 10™° prés.

3) Ecrire une fonction suite(n) qui renvoie 'intégrale I, = foa(sh n"dt.

4) Etablir que nl,+(n-1)I,_» =v2.

5) Montrer que la suite de terme général I, converge et préciser sa limite.

6) Trouver un équivalent de I,

2.7 (Abd Lbarch)

On considére l'équation E,, : x"+x"* 1+ x"*72+...4+x=1.On pose fn(x) = XX 2 x— 1
1) Ecrire une fonction graph(n) qui renvoie la représentation graphique sur [0,1] de f;, .

2) Montrer I'existence et 'unicité de uy tel que fi(ui) =0.

3) Ecrire une fonction suite(n) qui renvoie la liste des solutions u; pour 1 < k < n approchées a
107° pres. Conjecturer ainsi la limite de la suite (u,,).

4) Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite ¢.

5) Trouver un équivalent de u,, — ¢ quand n tend vers 'infini.

2.8 (Tanguy Le Cloirec)

Soit F(x) = [y dt.

1. En tracant la représentation graphique de F avec Python, conjecturer I'intervalle de défini-
tion, le signe, le sens de variation et la limite en +oo de F.

2. Démontrer ces conjectures.
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3. Monter que F vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
constants. En déduire que F est de classe C* sur un intervalle a préciser.

4. Montrer que, pour x >0, F(x) =e* fx+°° e—;t dz. En déduire la limite de F(x) quand x — 0*.

5. Déterminer un équivalent simple de F(x) quand x tend vers 0.

2.9 (Clement Poirson)

Soit E I'ensemble des polyndmes dont les coefficients sont égaux a 0 ou a 1; et W I’ensemble des
nombres complexes qui sont racine d'un élément de E.

1) Représenter dans le plan complexe les racines des polynomes de E de degré au plus 7.

2) Montrer que W est stable par conjugaison et que si z # 0 appartient W, son inverse itou.

3) Pourze Wtelque |z| <1, soit Pe E telque P(0)=1 et P(z) =0.Pour ye W on pose:
Q) =P(y)—1-y/2(1-y). Montrer quesi |y| < 1alors |[Q()| < |yl/2(1 = [y]).
En déduire que |2-2)/(1-2)| < |z|/(1—]z]).

4) Montrez alors que [2z—1)/(z—-1)| < 1/(|z]-1).
5) Petite question de python sur des tracés de lignes de niveau.
6) Soit P, = Zzo X2k+1 Montrez que P, admet une unique racine x, € [-1,0].

Il y avait d’autres questions. ..

2.10 (Clara Roch)

Un joueur dispose de 1 euro, qui lui permet de jouer sur une machine a sous. La machine délivre
un gain selon une loi aynt pour fonction génératrice G(s). Le lendemain, il joue tous ses gains.
Et ainsi de suite, si le n-iéme jour il a gagné X,,;; euros, le jour suivant il jouera X, fois sur la
machine.

1. Quelle est la fonction génératrice de Xj.

2. Ecrire une fonction jeu(n, A) qui retourne la valeur de X,, et moyenne(n, A) la moyenne des
X, sur 1000 expériences pour Y suivant une loi de Poisson de parameétre A € {0.1;0.5;1} et
réaliser un tracé pour n entre 1 et 40.

3. Retour au cas général. Exprimer G,+; en fonction de G, et montrer que G, (G(s)) = G(G,(5)).
(On donnait un théoreme d’inversion de sommes infinies)

4. Déterminer G, pour une loi de Bernoulli.
5. Dans le cas général, exprimer I'espérance de X,,+; en fonction de celle de Xj,.

Il y avait encore 5 questions. ..

2.11 (Antonin Rouffet)

Fonction Python utile : plt.scatter(X,Y) trace le nuage de points dont les coordonnés (x,y) sont
réparties dans les listes X (abscisses) et Y (ordonnées).

Définitions : - matrice stochastique : matrice carrée (réelle) dont tout les coefficients sont dans
le segment [0, 1] et dont la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1 - matrice stochastique
semi-vide : matrice stochastique dont tout les coefficients d’indice (i,j) sont nuls si i+j est pair.

1) a) Ecrire une fonction Stoch(N) qui prend en argument un entier naturel N non nul et renvoie
aléatoirement une matrice stochastique de dimension N x N.
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2)

3)

b) Ecrire une fonction Stoch2(N) qui prend en argument un entier naturel N non nul et renvoie
aléatoirement une matrice stochastique semi-vide de dimension N x N.

a) Ecrire une fonction vpplot(M) qui prend en entrée une matrice réelle carrée de dimension
quelconque et affiche la disposition des valeurs propres complexes de cette matrice sous
forme de nuage de points.

b) Vérifier que les matrices stochastiques semi-vides sont des composées de symétries et que
si A est valeur propre d’une telle matrice alors —A et A itou.

Soit A une matrice réelle 4 x 4 stochastique semi-vide.

a) Ecrire une fonction Puissance(k) qui prend en argument un entier naturel k et renvoie A,
Cette suite semble-t-elle converger?

b) Montrer la conjecture faite a la question précédente.
¢) Que peut-on dire du produit de deux matrices stochastiques de méme format N x N ?

d) Ilrestait une question...

2.12 (Emilie Stentz)

On lance indépendemment n dés équilibrés et 'on note S, la somme des valeurs obtenues.

1y
2)
3)

4)

5)

Montrer que, pour tout n € N* et tout k € N*, P(S,, = k) = %Z?Zl P(Sy-1=k-j).
On pose Z;, = S,/E(S,) . Calculer I'espérance et la variance de Z,, .

Ecrire une fonction tcheb(n) qui renvoie le tableau T de dimensions (n,6n + 1) tel que
Tli,kl=P(S;=k).

Soit F, la fonction définie par F,(f) = P(Z, > t). (Il y avait quelques courbes représentant F,
pour n=1,2,3 et t € [0,2]). Vers quelle fonction semble tendre F,, ?

En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev, prouver cette convergence.

2.13 (Jeanne D’Albret)

allB alnB

Pour A= (a;j) € 4,(C) et Be .#,(C),onpose A® B =

iy

2)

3)

4)
5)
6)

amB -+ apuB

Ecrire un fonction prodk(A,B) qui retourne A® B.

. _ 111 101
Tester avec les matrices M; = (32), Mo = (3 71), M3 = (8 ! %), My = (8 -1 (1))

Comparer numériquement (A® B)(A’'® B') et AA’ ® BB’ pour les matrices ci-dessus.
Que peut-on conjecturer? Prouver ce résultat.
Que peut-on en déduire concernant A® B et A'® B’ si A estsemblablea A’ et Ba B’ ?

Avec Python, déterminer les valeurs propres de M;, M; et M;® M pour qqes matrices ci-dessus.
Que peut-on conjecturer?

Pour a € C et M € ./, (C), donner le polyndme caractéristique de a M.
Si A est une matrice triangulaire supérieure, que vaut le polynéme caractéristique de A® M ?

Montrer que si A et B sont diagonalisables, A® B itou.



PSI-Pasteur Mathématiques, oral 2021 8/22

2.14 (Une planche de Monsieur Thai)

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires seront définies sur un espace probabilisé (Q2, &7, P).

1) Soit (Ap) nen une suite d’événements de Q. Onnote A= ] |J Ax.
neNk>n

a) Soit w un élément de Q. Donner une interprétation de I'assertion "w € A".
b) On suppose que la série de terme général P(A,) converge. Montrer que P(A) =0.
2) Une variable aléatoire suivant une loi géométrique admet-elle un moment d’ordre 4?

3) Soit (X;) nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre
p €10,1[. On pose, pour tout n € N*, S,(p) =37 _; Xk .

a) Ecrire une fonction simul_S qui prend en entrée (1, p) € N* x]0, 1] et simule S,(p).
b) Représenter graphiquement la suite de terme général S, (p)/n.

4) Soit (X)) ,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi centrée,
admettant un moment d’ordre 4. On pose, pour tout n € N*, S, = ZZ:1 Xk .

a) Montrer que, pour tout 1 € N*, E[S}] = nE[X]]+3n(n—-1)E[X?]?.

b) Montrer que P (S—n” —= 0) =1. Comparer ce résultat avec la question 3b).
n—oo

3 Mines-Ponts

3.1 (Eric Baudet)
3.1.1

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f € £ (E) tel que f 2= _1dg.

a) Montrer que pour tout vecteur a # O, (a, f(a)) est une famille libre.
Dans la suite, on notera F(a) I’espace vectoriel engendré par ces deux vecteurs.

b) Montrer qu'il existe des vecteurs ay, ..., a, tels que E = 6]9?21 F(a;).

¢) Montrer que E est de dimension paire.
Trouver une base de E dans laquelle la matrice de f soit aussi simple que possible.

d) Questions subsidiaires posées a I'oral : Donner le polynéme caractéristique de cette matrice.
Que dire du spectre de f (dans R, dans C)? f est-elle diagonalisable?

3.1.2

On consideére une fonction y de classe C?> de R, dans R.
a) Donner une primitive de y*> — (/)2 + (y")? - (y +y' + y")?.
b) Montrer quessi [;"° y? et f;"*°(y")? sont convergentes alors f; *°(y)? itou.

c) Montrer que si f0+°° y? et f0+°° (y")? sont convergentes alors f0+°° ()2 < 0+°° Y2+ f0+°° (y"?2.
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3.2 (Dorian Berchoux)
3.2.1
Soit A€ 4, (C) et f4 'endomorphisme de .#,(R) défini par: fa(M)=AM.

a) Montrer que pour tout polynome P € C[X] ona: P(fa) = fg, avec B a préciser.
b) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 I'est.

¢) En écrivant la matrice de f, dans une base bien choisie, donner les valeurs-propres de f4, leurs
multiplicités ainsi que la dimension des espaces-propres associés en fonction de celles et ceux
de A. Retrouvez ainsi le résultat de la question précédente.

3.2.2

—xt
Pour x > 0 on pose G(x) = f;*° 1e+—xt2 dr.

a) Montrer que I'on définit ainsi une application de classe C? sur R.
b) Montrer que G est'unique solution de y” +y =1 tendant vers 0 en +co.

c) Montrer que G(x) = cos(x) [ 328 g —sin(x) [, B dr.

3.3 (Laura Faria)
3.3.1

. _ rl"™ne
Pour neNsoit I, = [y ——z—dt.
a) Montrer que l'intégrale définissant I,, est convergente.
b) Exprimer I;, comme somme d’'une série.

¢) Trouver un équivalent de I,, lorsque n tend vers l'infini.

3.3.2

Soit g un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie.
Ons'intéressea ¢ : £(E) - £L(E),h+— hog—goh.

a) Que vautle déterminant de ¢?

b) Montrer que les vecteurs propres de ¢ associés a des valeurs propres non nulles sont des endo-
morphismes nilpotents.

c) Ilyavait d’autres questions. ..

3.4 (Blandine Griselin)
3.4.1

Soit # I'’ensemble des matrices de .4, (C) de trace nulle et A" '’ensemble des matrices nilpotentes.
a) S et N sont-ils des espaces vectoriels?
b) Montrer que I'espace engendré par A est inclus dans /.

c) Cette inclusion est-elle une égalité?
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3.4.2

Pour x >0 on pose: f(x) = fol In()In(1-t%dt.
a) Montrer que f est correctement défini.
b) Exprimer f(x) sous forme d'une série de fonctions.

¢) Ily avait une troisieme question. ..

3.5 (Anthony Jaecklé)

3.5.1

Soit X et Y deux variables aléatoire discréetes indépendantes, de méme loi, a valeurs réelles;
et f et g deux applications croissantes de R dans R.

a) Montrer que la variable aléatoire (f(X) — f(Y)) (g(X) — g(Y)) est a valeurs positives.

b) En déduire que la covariance de f(X) et g(X) est positive ou nulle.

c) Soit (ay) et (b,) deux suites croissantes de réels. Montrerque: Y7, a;b; > %( ?ai) (X bi).

3.5.2

Soit A une matrice symétrique réelleet B= A3+ A+1,,.
Montrer qu'’il existe un polynome T tel que A= T(B).

3.6 (Abd Lbarch et Clara Roch)
3.6.1

Soit Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parametre p.
a) Soit Y =min(Xj,..., X;;). Déterminer la loi, puis '’espérance, de Y.

b) Soit Z = max(Xj,...,X,). Déterminer la loi de Z, puis un équivalent de I'espérance de Z quand
n tend vers l'infini.

3.6.2

Soit f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie, tels que fog = f+g.
a) Montrer que Imf =Img et Ker f = Kerg.

b) On suppose que f et g sont diagonalisables.
Montrer que f o g est diagonalisable, avec un spectre inclus dans R\]0, 4[.

3.7 (Tanguy Le Cloirec)

3.7.1

Soit n € N. On s’'intéresse aux chemins permettant de rejoindre le point de coordonnées (n, n) en
partant de (0,0) et en ne se déplacant que d'une unité vers la droite ou vers le haut.

a) Calculer le nombre de chemins possibles.

b) Soit d, le nombre de chemins o1, a chaque instant, on se trouve au dessus (ou) sur la diagonale.
On pose dy = 1. Vérifiezque dy =1, d» =3, d3 =5.
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¢) Démontrer que d;,+1 = ZZ:O dydy_i. Indication : Considérer By qui correspond au chemin ou
la premiére rencontre avec la diagonale se fait en position (k, k).

d) Démontrer que 0 < d,, < (2:)
En déduire un minoration du rayon de convergence de f(x) =Y., d,x".

e) Montrer que: Vx € ]—R,R[\{0},3e(x) € {-1,1} tel que f(x) = 1+e(x%x\/1—4x.

f) En déduire d,, pour tout entier naturel n.

3.7.2

a) Déterminer I'’ensemble des matrices symétriques réelles et nilpotentes.

b) Soit A une matrice symétrique réelle. Montrer que A +1il, et A—il, sont inversibles puis déter-
miner la valeur de (A+ I,,))(A—il,)(A+il,) "' (A—il,) L.

3.7.3

Pour x € R, déterminer la limite de (1 + %)” quand 7 tend vers l'infini.
En déduire, pour z € C, la limite de (1 + %)”.

3.8 (Clément Poirson)

3.8.1
Soit (T,) la suite de polyndmes définie par To =1, Ty = X et Ty42 =2XTp11 — T,
a) Calculer I, = _11 BTG dy. (On admet que pour tout x €] — 1, 1[, T,,(x) = cos(narccos(x)))

Vior
b) Montrer que, pour x| >1,2T,(x) = (x—Vx?-1)"+ (x+Vx?-1)".

c) Déterminer le rayon de convergence )_,,~o 1, (x)t" puis calculer sa valeur.
n=0

3.8.2

Dans un espace euclidien E, soit p et g deux projecteurs orthogonaux, respectivement sur des
sous-espaces F et G.

a) Montrez que po go p est un endomorphisme symétrique.

b) Montrez que E est la somme directe orthogonale de Im(p) + Ker(g) et de Im(gq) nKer(p).

¢) Montrez que p o g est diagonalisable.

3.9 (Edouard Raimbault)
3.9.1

Soit u un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension finie; et P € C[X].
a) Soit A € C. Montrer que si u — Aldg n’est pas injective, alors P(u) — P(A)Idg n’est pas injective.
Idem avec la surjectivité.

b) On suppose deg(P) > 1. Montrer que si P(u) — uldg n’est pas injectif, alors il existe A € C tel que
@ = P(A) et P(u) — P(A)Idg n'est pas injectif. Idem avec la surjectivité. (ndr : idiot amha)
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3.9.2

Déterminer les extrema de (x, y) — y (x% + (In y)z) sur Rx R}.

3.10 (William Raymond)
3.10.1

Soit p une application continue sur [0, 1], a valeurs strictement positives; et F: yu+—> fol p(nHkde.
a) Montrer que F est de classe C! sur R et préciser F'(0).
b) Déterminer la limite de F(u)'/# quand p tend vers 0.

c) Vérifier la validité de ce résultat pour p(¢) = exp(at).

3.10.2

Soit deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivant respectivement des lois géométriques
de parametres p; et p> .

X 1
a) Déterminer la probabilité pour que la matrice ( 0 Y) soit diagonalisable.

b) Soit Z une troisieéme variable aléatoire, suivant une loi de Bernoulli de parametre g. Ces trois
variables aléatoires étant supposées mutuellement indépendantes, déterminer la probabilité

pour que la matrice

0 Y) soit diagonalisable.

3.10.3

Soit u,=vn+avn+1l+bvn+2.
Déterminer (a, b) tel que la série de terme général u,, soit convergente.

3.11 (Antonin Rouffet)
3.11.1

On considere une suite (Xi)i>; de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {-1, 1}, uni-
formément distribuées. On pose So =0 et, pour n > 1, S, = ¥/_; Xi. S, définit la position apreés n
déplacements d’'une marche aléatoire sur I’axe des entiers relatifs, en commencant en 0.

a) Déterminer P(S, =0) pour n € N*; puis sa limite quand 7 tend vers I'infini.

Il'y avait d’autres questions. ..

3.11.2

Soit f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie, tels que fog = f+g.
a) Montrer que Imf =Img et Ker f = Kerg.

b) On suppose que f et g sont diagonalisables.
Montrer que f o g est diagonalisable, avec un spectre inclus dans R\]0, 4.
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3.12 (Emilie Stentz)
3.12.1

Soit a et n deux entiers naturels. On consideére an clients qui choisissent des fournisseurs. Il ya n
fournisseurs et ils sont choisis au hasard. Soit X; la variable aléatoire associée au nombre de clients
du fournisseur i; et Y la variable associée au nombre de fournisseurs qui n’ont pas de clients.

a) Donner laloi, 'espérance et la variance de X; .

b) Calculer Cov(Xj + X3 + -+ Xj, X;). En déduire E(X; X;) et Cov(Xj, X;).
Calculer le coefficient de corrélation de X; et X; pour i # j.

c) Calculer I'espérance et la variance de Y.

3.12.2

On considéere une série entiere de terme général a,z", de rayon de convergence R > 0.
a) Déterminer le rayon de convergence de la série de terme général %z”
b) On pose b,

1+|an|

i) Montrer que la la série de terme général b,,z" a un rayon de convergence R’ > 1.

ii) Déterminer R’ en fonction de R.

4 CCINP

4.1 (Alexandre Cymes et Romane Mangenot)

4.1.1

On cherche les applications f continues de R dans R vérifiant (E) : f Wfy =) fnde.
a) Discuter selon la valeur du réel ¢ la résolution de y"(x) — cy(x) =

b) Soit F(x,y) = fx+yf(t) dt. Montrer que F est de classe C? et calculer = = ﬂ; .

c) Calculer f(0) et f"(x)f(y)— f(x) f"(y). En déduire I'ensemble des solutlons de (E).

4.1.2
3 2 -3
Soit A=|-1 5 =2
-1 3 0

a) Aest-elle diagonalisable? Déterminer ses éléments propres.
b) Trouver B € .43 (R) telle que B2=A.

c) Les matrices B € ./3(R) telle que B? = A sont-elles diagonalisables?
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4.2 (Mélanie Esteves)
4.2.1

Soit (u;) la suite définie par ug €]0,7[ et u,+; =sinu,.
1. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
2. Montrer que la série de terme général uf; converge. (on pourra considérer uy,;1 — uy)

3. Montrer que la série de terme général 12 diverge. (on pourra considérer In(u,+1) — In(uy,))

4.2.2

Soit E un espace vectoriel de dimension 4.
1. Soit # un endomorphisme de E tel que rg(u) = 2 et u? = 0.

(a) Montrer que Ker(u) =Im(u)

0 010
bl s , . 0 001

(b) Montrer qu'’il existe une base de E dans laquelle u est représentée par 000 ol
0 00O

2. Soit  un endomorphisme de E tel que rg(u) =3 et u3 = 0.
(a) Montrer que Ker(uz) =Im(u)

(b) Ilyavait une derniére question!

4.3 (Louis Farcot-Lafond)

4.3.1

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, de méme loi, admettant un
moment d’ordre deux, telles que Z = X+ Y +1 suive une loi géométrique de parametre p.

a) Déterminer 'espérance et la variance de X en fonction de p.

b) Déterminer la fonction génératrice de X. En déduire la loi de X.

4.3.2

Soit 9, 'ensemble des matrices de .4, (R) vérifiant les deux propriétés suivantes :
(i) les coefficients diagonaux sont valeurs propres
(i) ces coefficients sont les seules valeurs propres

a) Montrer que toute matrice triangulaire est dans 2,, .

b) La matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 est-elle dans 2, ?

c) 9, est-il un sous-espace vectoriel de .4, (R)?

d) Montrer que si M appartienta 2, alors M + al,, appartienta 2,, pour tout réel a.
e) Montrer que toute matrice de 9, est triangulaire.

f) Exhiber un ensemble infini de matrices de 23 nilpotentes non triangulaires.
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4.4 (Aude Feyel)
4.4.1

On considere deux variables aléatoires X; et X, définies sur un méme espace probabilisé d'univers
Q, indépendantes et suivant toutes deux une loi binomiale de parametres n et 1/2.
Xi(w) 1
0 X2 (w))'
Il s’agit de déterminer la probabilité que M (w) soit diagonalisable.

Pour tout w € Q on pose M(w) = (

1. En développant de deux maniéres le polynome (1 + X)*", montrer que ¥.7_, (Z)2 =(*"
2. Calculer la probabilité de I'événement (X; = X>).

3. Conclure.

4.4.2

Soit F(x) = fol ln(l%” d¢ et Dr son domaine de définition.
1. Montrer que | —1,1[< Dp.

Trouver un développement en série entiére de F(x).

Montrer que F est de classe C! sur [0, 1].

En déduire une expression simple de F’ sur [0, 1].

A

Proposer une autre méthode pour aboutir a ce résultat.

4.5 (Blandine Griselin)
4.5.1

On considére I'équation différentielle (E): (x*> —1)y" (x) +2xy'(x) —2y(x) = 0.
a) Déterminer les solutions polynomiales de (E).
b) Trouver I'équation différentielle (E*) vérifiée par z(x) = xy(x).

by <.

2-4x% _
x—1 x+1

x(x2-1) —

d) Résoudre (E*); en déduire toutes les solutions de (E).

¢) Chercher a, b et c tels que % +

4.5.2

Soit A et B deux matrices de O, (R) telles que M = %(A +2B)e O,4R).
1. Calculer A'B+ B'A. Indication : calculer M ‘M

2. Montrer que A = B. Indication : on pourra considérer un polynome annulateur de C = A'B
puis montrer que Ker(C — I,;) et Im(C — I,;) sont supplémentaires orthogonaux.

4.6 (RémiLambert)

4.6.1
1—-e™
x4 (1+x2)

a) Montrer que f;, converge simplement vers une fonction que I’on précisera.

Soit neN et a€[0,1]. Pour x€]0,1] on pose f,(x) =
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b) Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles il y a convergence uniforme?
¢) Montrer que l'intégrale I, = fol fn(x)dx est convergente pour tout a€ [0,1].
d) Pour a € [0,1] montrer que la suite (I,;) converge et déterminer sa limite.

e) Qu'en est-il pour a=1 ?

4.6.2

Soit f un endomorphisme de R3 vérifiant f + f3 =0 ; et A sa matrice dans la base canonique.
a) Montrer que A est non inversible.
b) Montrer que R = Ker(f) EBKer(f2 +13).

¢) Montrer que Ker(f 2+ I) n'est pas réduit au vecteur nul.

0 0 O
d) Montrer que A est semblablea |0 0 1
0 -1 O

4.7 (Abd Lbarch)
4.7.1

Soit (a,) une suite de réels strictement positifs. On suppose que la série de terme général a,, est

convergente et 1'on définit une suite (u,) par u,; = (un +\/ud+azll2.

1. Montrer que Uy — Uy < apl2
2. En déduire que la suite u,, converge.

3. Laréciproque est-elle vraie? (indication : considérer u, = n/(n+1))

4.7.2

Soit M € .#,,(C) vérifiant M2+ MT =1,,.

1. Montrer que si P est un polynome annulateur de M, toute valeur propre de M est racine de
P.

2. On suppose que M est symétrique.
Montrer que M est diagonalisable puis prouver que tr(M)dét(M) #0.

3. Montrer que M est diagonalisable méme si elle n’est pas symétrique.

4. Montrer que M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

4.8 (Tanguy Le Cloirec)
4.8.1

Soit p €]0,1[. Pour k€ N* on pose py = pzk(l - p)k_l.
a) Montrer que (p)n~ définit une loi de probabilité sur N*.

b) Soit X une variable aléatoire telle que : Yk e N*, P(X = k) = py.
Justifier I'existence et déterminer la valeur de E(X — 1) puis de E((X —1)(X —2)).

c¢) En déduire I'existence et la valeur de E(X) et de V(X).
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4.8.2
Pour P et Q dans R,[X] on pose (RQ)=Y!_ PP (1)QW(1).

a) Montrer que I’on définit ainsi un produit scalaire sur R, [X] .

b) Soit E={PeR,[X] : P(1) =0}.
Montrer que E est un sous-espace de R, [X] et préciser sa dimension.

¢) Déterminer la distance du polynéme constant égala 1 a E.

4.9 (Hugo Nguyen)
4.9.1

Soit I, = f) In(1+t")dt.

a) Montrer que la suite (I,;) converge et déterminer sa limite.
1 rlIn(1+0)

b) Montrer que I, ~ 1 Jo =5 —dt.

In(1+9) dr

2
¢) Sachant que ) # = % , trouver la valeur de fol -

4.9.2
Soit X € My, (R) et A=XXT.

a) Déterminer le rang et le spectre de A.
b) Déterminer le polyndome caractéristique de A.
¢) Montrer que dét(I, - XXT)=1-XTX.

4.10 (William Raymond)
4.10.1

On dispose d’'une urne qui contient 3 jetons numérotés 1,2,3, dans laquelle on effectue des tirages
avec remise. Soit Y la variable aléatoire correspondant au numéro du tirage ou I’on obtient pour la
premieére fois un chiffre différent du premier chiffre obtenu; et Z la variable aléatoire correspon-
dant au numéro du tirage I’on obtient pour la premiere un troisieme chiffre.

1. Déterminerlaloide Y.

2. Quelle estlaloide Y —1? En déduire I'espérance et la variance de Y.
3. Déterminer laloide (Y, Z2).
4

. En déduirelaloide Z.
4.10.2
. 1 -CT
SoitCe 4, 1(R)et M = .
’ C In

1. Calculer MT M. En déduire que M est inversible.

2. Montrer que M~ ! M7 est une matrice orthogonale.
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4.11 (Clara Roch)
4.11.1
Soit a € R et, pour P € R[X], N,(P) = |P(a)| +f01 |P'(1)|dt.

1. Montrer que N, est une norme sur R[X].

2. Montrer que si une suite de vecteurs converge dans une espace vectoriel normé, alors la
suite des normes de ces vecteurs converge vers la norme de la limite de cette suite.

3. Pour quelles valeurs de a la suite des P, = (%)n est-elle convergente pour N, ?

4.11.2

0

1. Exprimer le polynéme caractéristique de B a 'aide de celui de A. Que peut-on en déduire
concernant les valeurs propres de B?

Soit A € /3(R) diagonalisable derang 1 et B = (;j 'BA) aveca+f=vy, f+y#0et fy #0.

X
2. Montrer que si X est dans le noyau de A, ( ) est dans le noyau de B.

0
3. Montrer que dim(KerB) > 2dim(KerA).

4. Montrer que B est diagonalisable.

4.12 (Emilie Stentz)
4.12.1

1. Dans une urne contenant n tickets dont p gagnants, un joueur tire avec remise p tickets.
(a) Calculer la probabilité P(n, p) pour que le joueur tire au moins un ticket gagnant.
(b) On suppose p = /7. Calculer la limite lorsque p tend vers I'infini de P(p?, p).

2. Reprendre les questions précédentes lorsque le joueur tire p tickets sans remise.
(Pour le calcul de la limite, on donnait la formule de Stirling.)

4.12.2
0 3 -2
Soit A=|-2 5 -2
-1 2 0

a) Montrer que A est trigonalisable dans .#/3(R) mais pas diagonalisable.
b) Donner, s’il y en a, les droites stables par A.

¢) Donner, s’ily en a, les plans stables par A.

4.13 (Alexandre Thierry)
4.13.1

|
Soit f définie sur I =]0,1[ par f(x) = n_xl .
x_

a) Vérifier que f est prolongeable par continuité en 1.
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b) Justifier I'intégrabilité de f sur I.
¢) Donner, au voisinage de 1, un développement de f(x) en série entiére.
d) Calculer I'intégrale de f sur I.

4.13.2

a) Lamatrice A= ("1 %) est-elle diagonalisable?

b) Montrer que A est semblable a une matrice triangulaire supérieure.
x'=-x-4y

¢) En déduire les solutions du systeme différentiel { ,
y =x+3y

4.14 (Myriam Topa)
4.14.1

Une urne contient N boules, r blanches et N — r noires. On effectue des tirages successifs sans
remise, jusqu’a épuisement des boules blanches. Soit X le nombre de tirages nécessaires.
1) Identifier laloi de X et donner son espérance pour r =1 etpour r = N.
2) Dans la suite, r est quelconque, compris entre 1 et N.
a) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire X ?
b) Montrer que, pour de telles valeurs de k, P(X = k) = (*7])/(
3) Soit p et g deux entiers naturels non nuls.
Trouver une relation liant (}) et (Z:}) . En déduire que: E(X) =

N

r) :

r(N+1)
r+1

4.14.2

a) Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton.

b) Soit A, B, C, dans .#,(C) . On suppose que AC =CB etque C#0,.
Montrer que, pour tout P € C[X], P(A)C=CP(B).

¢) Montrer qu'un produit de matrices est inversible si et seulement si tout ses facteurs le sont.
En déduire que A et B ont au moins une valeur propre commune.

d) Réciproquement, si A et B ont une valeur propre commune, montrer qu’il existe une matrice C
non nulle telle que AC=CB.

4.15 (Maxence Zhuang)

4.15.1

Donnez le rang de A; en déduire la dimension du noyau.
A est-elle diagonalisable?

Que dire de la multiplicité de la valeur propre 0?
Montrez que A admet 3 valeurs propres:0,A,1—A.

AR S

Donnez un polyndme annulateur de A de degré 3.
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4.15.2

Un exercice de calcul différentiel

5 Mines-Télécom

5.1 (Alexandre Cymes)
5.1.1

1. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation ¥} _, x* = 1 admet une unique solution sur [0, 1].
2. Soit a, cette solution. Montrer que la suite (a,) est décroissante et minorée par 1/2.
3. Montrer que la suite (a,) converge et déterminer sa limite.

5.1.2

Soit A € 4, (C) vérifiant A} 1+ Az = A1 2+Az2 = 1. Et f 'endomorphisme canoniquement associé.
X1

4!
= alors y; + y» = x1 + xo.
xz) ( yz) yit)2 1 2

1. Montrer que si A (

1 L . .
est un vecteur propre de f et préciser sa valeur propre associée.

2. Montrer que (_1

. U |
3. Montrer que si V est un vecteur propre non colinéaire a (_1) alors V est propre pour 1.

4. Ily avait une derniere question...

5.2 (Alexandre Descamps)
5.2.1

Justifier 'existence puis calculer f;"*° (1 - rarctan(1/1)) dt.

5.2.2

On estime qu’il y a une chance sur 1000 pour q'un éléve soit un génie. On dispose d'un échantillon
de 500 éléves. Soit X le nombre d’éleves qui sont des génies.

1. Quelle estlaloi de X?
2. Par quelle autre loi peut-on approcher X ?
Il'y avait deux autres questions...

5.3 (Louis Farcot-Lafond)

5.3.1

On cherche les applications f de classe C! sur R vérifiant : (x) Vne N*,Vx € R, flx)= w

1. Soit f vérifiant (*).
(a) En considérant des valeurs particuliéres de n, montrer que: Vx € R, f'(x) = f'(x + 1).
(b) Montrer que [; i f'(t)dt ne dépend pas de x, puis que f’ est constante.

2. Donner toutes les solutions du probleme posé.
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5.3.2

Soit F un sous-espace vectoriel de .4, (C) tel que toute matrice non nulle de F soit inversible.

1. On suppose que A et B sont dans E. Montrer que x — dét(xA — B) est polynomiale.
Préciser son degré et son coefficient dominant.

2. Montrer qu'’il existe a € C tel que « A— B ¢ GL,(C).
3. En déduire que dim(F) < 1 et préciser la nature de F.

5.4 (Myriam Topa)

5.4.1
x'=y-

On considere le systéeme (S) : y =z—x avec les conditions initiales x(0) =1 et y(0) = z(0) =
Z=x-y

1. Existence et unicité des solutions de (S).

2. Montrer que si (x,y,z) est une solution, alors x + y + z et x> + y*> + z2 sont des fonctions
constantes. Que peut-on en déduire pour la trajectoire?

3. Résoudre S.

5.4.2
Pour P et Q dans R,[X] on pose (BQ)=Y"_ P (1)QW(1).

a) Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R, [X] .

b) Soit E={PeR,[X] : P(1) =0}.
Montrer que E est un sous-espace de R, [X] et préciser sa dimension.

¢) Déterminer la distance du polynéme constant égala 1 a E.

6 ENSEA

6.1 (Alexandre Cymes)
6.1.1

Soit i 'application qui a tout polynéme P de R, [X] associe P + P'.
1. Montrer que ¥ est un endomorphisme de R, [ X].
2. Soit My, la matrice représentant ¥ dans la base canonique de R, [X].
(a) Cette matrice est-elle inversible?

(b) Pour n = 2, cette matrice est-elle diagonalisable?

6.1.2
. _ (_l)n
Soit uy, = N TR
1. Montrer que u, = v ——+( 1 +0( )aVecv — =D"
n n n\/_ n\/_ n \/ﬁ .

2. Déterminer la nature des séries de terme général v, et u,.

3. Montrer que v, ~ 100 Un. Conclusion?



PSI-Pasteur Mathématiques, oral 2021 22/22

6.2 (Louis Farcot-Lafond)

6.2.1

Trouver toutes les matrices A € .#3(R) telles que : A> =

o O O
o O O
S O

6.2.2

Déterminer les solutions de xy" (x) — (x + 1)y’ (x) + y(x) = 0 développables en série entiére.

6.3 (Maxence Zhuang)

6.3.1
1 0 0
SoitA=|0 2 -1
0 1 0

1. Aest-elle diagonalisable?

2. Montrer que A est semblable a

S O~
S = O
— - O

3. En déduire 'expression de A”.

4. Retrouver cette expression en observant que A = I3+ N avec N une matrice nilpotente.

6.3.2

Soit I = [7*In(sinx)dx et J = f77'*In(cos x) dx

1. Justifier 'existence de I et de J.
2. Montrer que I = J.

3. Calculer I + J; en déduire la valeur de 1.



