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1 Centralel

1.1 (Jade Ben Maamar)

b
Soit A:(—g 0 64) avec (a, b, c) € R3.

-b —-a
1) Trouver a € R tel que A3 =—aA.
2) Déterminer les puissances de A en fonction de a et A.

. n . .
3) Soit §,, = Zzo % . Montrer que S, converge vers une matrice de rotation.

1.2 (Romain Bloch)

1) Montrer que A € ./, (R) est de rang 1 ssiil existe Y et X dans .#,, ; (R) nonnulles telsque A= XY,

2) Soit A définie par A; j = sin(i + j). Déterminer le rang de A puis montrer qu'il existe Cy, Cy, D; et
D; dans ., (R) telles que A= (Cy,Co)(D1,D5)".

3) Généraliser ce résultat aux matrices de rang 2.

1.3 (Prisha Chandiramani)

_ T 4 . . sin(x)+1
Sur I =|-%,%[ on définit f: X St -

1) Montrer que : Vn € N*, Vxe I, f(x) = Lulsiny)

(cos x)t!
avec P, un polyndome unitaire de degré n a coefficients dans N.

2) Montrer que la série de Taylor de f est absolument convergente sur 1.

3) Montrer que f coincide avec sa série de Taylor sur [0, % [.

1.4 (Marie-Sixtine Coville)

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et NV leur somme. Une urne contient initialement

a boules vertes et b boules rouges. On effectue une suite de tirages selon le protocole suivant :
- sila boule sortie est rouge, on la remet dans I'urne;

- si elle est verte, elle est remplacée par une boule rouge prise dans une réserve annexe.

On définit deux variables aléatoires : Ty vaut 1 sil’on pioche une boule verte au k-ieme tirage
et 0 sinon; X estle nombre de boules vertes piochées lors des k premiers tirages.

1) Déterminer la loi de T et celle de T>.

2) Montrer que P (T, =1) = % (N-p"!

. En déduire que P(T,=1) = a=—r— -

3) Calculer E(X},) puis déterminer sa limite quand 7 tend vers l'infini.

1.5 (Christophe El Yammouni)

Soit ne N* et E=R,[X].Pour P€ E onpose A(P)=P(X+1)—-P(X).
1) Montrer que A est définit un endomorphisme de E.

2) Existe-t-il un endomorphisme u de E tel que u?=A ?

3) Quels sont les sous-espaces de E stables par A ?
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1.6 (Mathieu Huon)

1) Etablirla convergence de la suite de terme général u, = Z:l % —In(n).

2) Onpose a; =—1et,pour n>2, ay=—=—In(1-1).
Déterminer les rayons de convergence de f(x) =Y % In(n)x" etde g(x) =Y a,x".

3) Trouver une relation entre (1 — x) f(x) et g(x). En déduire un équivalent de f(x) quand x — 1".

1.7 (Noémie Neil)

Pour x € [0, %] on pose f,(x) = (cosx)™.
1) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de terme général f;, .
2) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la série de terme général f;, .

3) Convergence et calcul de Z;‘Z’%(—l)” 0”/2 fa(n)dt.

1.8 (Antoine Rakotomanga)

Dans R[X] on pose < BQ >=3 ;% PO MQP ).
1) Vérifier que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].
2) Montrer que la famille ((X — 1)") ,en est une base orthogonale de R[X].

3) Déterminer I'orthogonal de R, [X].

2 Centrale 2

2.1 (Romain Bloch)

On note S(n, k) le nombre de surjections de [1, n] sur [1, k] .

On admet larelation S(n, k) =kS(n-1,k)+kS(n—-1,k—-1).

1) Quevaut S(n, k) si n< k? Quevalent S(n,1) et S(n,n)?

2) Avec Python, définir S(n, k) pour k€ [1,5] et n€[1,20].

3) Pour ke [1,5], tracer In(S(n, k)) en fonction de n. Conjecture?
4) Tracer x+> Zflozl S(n, k)x" pour x €] —1,1[. Conjecture?

5) Montrer que le rayon de convergence Ry de Y% S(n, k) x" est non nul.
Montrer que la suite (Ry) est décroissante.

- +00 n_ __kix*
6) Pour x €] — Ry, Ri[ montrer que Y ;2] S(n, k) x" = Hle(l—jX) .

Il restait deux autres questions. . .

2.2 (Prisha Chandiramani)

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On répartit n boules entre deux urnes U, et U .

On tire de maniere équiprobable un nombre dans {1,2,..., n}. Si ce nombre est inférieur ou égal au
nombre de boules dans U; , on prend une boule de U; pour la mettre en U ; dans le cas contraire on
prend une boule de U pour la mettre en U, . Soit Z, le nombre de boules dans U; ala p-ieme étape.

1) Soit Y, =[P(Z,=0),P(Z,=1),...,P(Z, = n)]". Trouver A€ 4, (R) telle que Yy41 = AY).
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2) Coder une fonction qui renvoie le nombre de boules dans U; a la p-ieme étape lorsque Zy =0.
3) Montrer que 1 est valeur propre de A.

4) Soit f 'endomorphisme représenté par A dans la base canonique de R, [X].
Trouver |'expression de f(P) en fonction de P/, XP et X?P'.

5) Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A. Est-elle diagonalisable?

2.3 (Marie-Sixtine Coville)
Soit (a,) ,en+ Une suite de réels strictement positifs.
On lui associe la suite définie par: up=1, u; =a; et uy,=a,uy—1 + uUy—2 pour n>2.

1) Ecrire une fonction des p premieres valeurs de (a,) qui retourne les p premieres valeurs de (u;,).

2) Soit S, =y =

U Ug-1 *
Ecrire une fonction des p premieres valeurs de (a,) qui retourne les p premieres valeurs de S,, .

3) Tracer la ligne brisée reliant les points (n, S;) pour n prenant les valeurs de 1 a 20 lorsque la suite
(a,) est respectivement donnée par :
@ a,=1/2" (i) a,=1/n*> (i) a,=1/vVn (@{v) a,=1.

. . 7 . P e —_ k
Faire une conjecture sur le comportement de la série de terme général =2

Ug Ug—1 *

4) On suppose que la série de terme général a, converge. Montrer que u, <[I;_, (1+ay).

_1N\k
En déduire la divergence de la série de terme général %?

5) Etablir la réciproque de cette implication.

2.4 (Christophe El Yammouni)

1 2n
Pour tout 7€ N onpose u, = [y {r7z €t Vni1 = Zn%—vn avec vo=1%.

1) a) Coder une fonction qui renvoie une liste contenant les n + 1 premiers termes de (uy).
b) Faire de méme pour (v;,).
c) Comparer les deux résultats. Emettre une conjecture puis la démontrer.
2) Onpose wy = V2.
a) Exprimer w, en fonction d'une somme partielle de la série de terme général WM .

L . +00 1
b) En déduire la valeur de ¥.,%) a5 -

x4n+1

4n+1

3) a) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série de terme général
x4n+3
4n+3 °

x4n+1

(4n+1)(4n+3) *

+00 1 ?
n=0 (4n+1)(4n+3) *

b) Méme question pour la série de terme général
c) Calculer la somme de la série de terme général

d) Peut-on déterminer numériquement la valeur de

2.5 (Francois Févre)
Lespace R[X] est muni du produit scalaire (P, Q) = fol P(HQ(pdr.

1) Montrer qu’il existe une famille orthonormée de polynomes (Py) telle que deg(Py) = k.

2) Montrer que, pour tout k € N*, Py est orthogonal a Ry_;[X].
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3) Avec Python déterminer Py, Py, P, et Ps.
4) Montrer que, pour tout k € N*, fol Pi.(t)dt=0.
En déduire que Py admet une racine comprise entre 0 et 1.
Il y avait d’'autres questions. ..
2.6 (Mathieu Huon)
a ad -+ 4p-2 dp-1
apn-1 Gy - ap-2
Pour (ay, ay,...,an-1) € R"*1 on pose C(ay, ay,...,an-1) =
as R |
a dadz - ap-1 Qo
et /=C(0,1,0,...,0).
1) Ecrire une fonction d’argument n € N* qui renvoie J k pour 2< k< n.
Tester la fonction pour n =5. Commenter le résultat puis le justifier pour n quelconque.
2) Ecrire une fonction d’argument une liste de réels L qui renvoie C(L) . Tester C([2,3,4,5])
puis donner ses valeurs propres et les comparer avec 2 + 3iF + 4(—=1)¥ +5(—i)* pour 0 < k <3.

3) Montrer que C(ay, ay,...,a,-1) est diagonalisable dans .4, (C).
En déduire une justification de la question 2, puis la valeur de dét(C(ay, a, ..., an-1)).

2.7 (Antoine Rakotomanga)

On pose uy =1 puis Uy+1 =5uUp+2/Unlpi1 (bizarre. . .)
1) Avec Python calculer les 30 premiers termes de la suite. Que peut-on conjecturer?

+00 1

2) Afficher 4"/ u,; pour n compris entre 1 et 30 puis la valeur de 4( e

3) Prouver la premiere conjecture.

4) Soit f(t)=tt/(4r>+1).
Montrer que f réalise une bijection de R; sur R, et donner sa bijection réciproque.

. +00 1 _ [too 1
5) Soit A>1. Montrer que [, —tmdt— ) —tmdt
6) Montrer I'existence puis calculer la limite quand A tend vers I'infini de v'A f;oo - \/1t+_1 dz.

7) Prouver la conjecture formulée dans la deuxieme question.

: too 1 _ ptoo 1
Ondonnait [, ;7= dt = [, 7 7= dr 222

3 Mines-Ponts

3.1 (Raphaél Azancot)
3.1.1

Soit (X;) une suite de vaiid de loi uniforme sur [1, r]. Pour n e N*, soit A, I'événement :
«chaque entier k € [1, r] apparait exactement n fois parmi les nr premieres valeurs prises ».
a) Pour n e N¥, calculer la probabilité de A, .

b) Pour r >4, calculer la probabilité de ;=1 Up=n Ap -

dr)®. Conjecture?
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3.1.2

Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues 1-périodique a valeurs dans C.
Pour f dans E on pose: T(f)(x) = 3 (f () + f (&)

a) Montrer que T est un endomorphisme de E.

b) Montrer que u,: x+— exp(2"*lirx) appartient a E.

¢) Montrer que si m est valeur propre alors |m| < 1.

d) Etudierlecas [m|<1.(oum=1 ?)

3.2 (Romain Bloch)
3.2.1

a) Une urne contient n boules noires et n boules blanches. On pioche sans remise des boules jus-
qu’a ce qu’il ne reste plus de boules de I'une des des couleurs. Déterminer la loi de X;,, variable
aléatoire représentant le nombre de boules restantes dans I'urne a la fin des tirages.

b) On dispose de deux urnes contenant n boules chacune. On pioche sans remise une boule dans
I'urne 1 ou dans I'urne 2, de maniere équiprobable, jusqu’a ce que I'une des deux urnes soit vide.
Déterminer la loi de Y, ,variable aléatoire représentant le nombre de boules restantes dans I'urne
non vidée.

¢) Ilyavait une troisieme question...

3.2.2

Soit f deux fois dérivable de R, dans R vérifiant f” + (1 + u) f = 0 ol u est une fonction a valeurs
réelles intégrable sur R,.. Pour tout x > 0 on pose g(x) = f(x) + fox sin(x— 1) f(Hu(r)dt.

a) Trouver une équation différentielle linéaire vérifiée par g.

b) En déduire I'existence de ¢ > 0 tel que | f(x)| < c+ fox |f(t)u(t)| dr.

¢) Montrer que f est bornée sur R,.

3.3 (Prisha Chandiramani)

3.3.1

Soit S(x) = [ sin(xt)e® dr et C(x) = 0 tcos(xne™ dr.

a) Montrer que S et C sont définies et continues sur R.

b) Montrer que S est dérivable sur R et préciser S'(x).

¢) Montrer que C(x) =1—xS(x). En déduire une équation différentielle vérifiée par S.

_x2 2
d) Montrer que S(x) =e2 foxet? dr.

3.3.2

Soit (P) le plan d’équation x—-2z—y =0 et u le vecteur (1,2,1).
a) Donner la matrice de la projection vectorielle sur (P) de direction u.
x—y+z=0

b) Calculer 'image par cette projection de la droite (D) d’équations
2x+y—-2z=0
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3.4 (Marie-Sixtine Coville)

3.4.1

Soit (X;) nen* une suite de vaiid telles que P(X,=1)=P(X,=-1)=1/2 ;et S, = ZZ:I X .
a) Avec 'inégalité de Bienaymé-Tchebichev montrer que P(|S;|/n) > €) < giz .

b) Montrer que E(exp(tSy)) = ch(#)”

c) Montrer que (2n)! >2"n! ; en déduire que exp(t2/2) > ch(t).

d) Montrer que P(Sn/n > ¢) < exp(n£t2/2 — net) pour tout ¢ > 0.

e) En déduire que P(Sn/n>¢€) < exp(—n£2/2) .

3.4.2

Soit A € ./,(R) et X un vecteur propre pour A'.
a) Montrer que I'orthogonal de X est stable par A.

b) En déduire que B = (—i _(%) :i) est diagonalisable par blocs.

3.5 (Christophe El Yammouni)

3.5.1

Soit A€ 4, (R) et B= ().

a) Trouver une relation entre le polyndme caractéristique de B et celui de A.
b) Soit A € R. Montrer que dim E}(B) =dimE)2(A) .

c¢) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

3.5.2

+00 (gin x)3
Existence et calcul de f ( ) dx.

0 x?

3.6 (Héloise Havy)
3.6.1

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de poisson de parametre A.

a) Montrer que P(X <n) = [ t"e ' dr.

b) En déduire un équivalent de ; *t"e~tdr quand n tend vers +oo.

¢) Grace ala fonction caractéristique, donner la probabilité que X soit paire.

d) Soit Y suivant une loi uniforme dans {1, 2}, indépendamment de X.
Donner la probabilité que XY soit paire.
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3.6.2

Soit A=

NN T
(SN o
WG| 1=

12
a) Montrer que A est diagonalisable et donner ses éléments propres.

b) Montrer que A" tend vers une matrice L quand 7 tend vers 'infini.

¢) Montrer que L est la matrice d'un projecteur et donner ses éléments caractéristiques.

3.7 (Lassana Kalossi)

3.7.1

1-p?

Soit p €]0,1[ et, pour n €N, f, (1) = p"cos(nt). Montrer que 1+2Y 7% f,,(1) = T Zpcosi? °

(il y avait d’autres questions. . .)

3.7.2

Soit T: P— (1-X)"P (%) Vérifier que T est un endomorphisme de R, [X]. Est-il diagonalisable?

3.8 (Noémie Neil)
3.8.1

Soit an = 1+oo mdt

a) Trouver un équivalent de a;,.

+00

b) Déterminer le rayon de convergence de Y. %) @, x".

c¢) Etudier le comportement de la somme aux extrémités de I'intervalle de convergence.

3.8.2

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et @ un réel non nul.
Déterminer les endomorphismes u € Z(E) vérifiant : au’ =tr(u®) u.

4 CCINP

4.1 (Eléane Penon et Zina Camart)

4.1.1

Lir+e2\"
Soitan:f( ) dt.
0 2

1) Montrer que la suite (a,) converge et déterminer sa limite.

2) Montrer la convergence de la série de terme général (—-1)"a,, .

3) Soit R le rayon de convergence de la série de terme général a, x" et f sa somme.
1

2n+1°

b) Déterminer la valeur de R.

a) Montrer a, >
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c) Montrer que 2n+3)as+1=1+(n+1a,.

d) Trouver une équation différentielle satisfaite par f.

4.1.2

Soit A une matrice carrée non nulle de taille n, 4 coefficients réels, vérifiant: A3 +9A=0.
1) Montrer que le spectre de A est inclus dans {0, 3i, —3i} .

2) Aest-elle diagonalisable dans .#,(C)? dans .#/,(R)?

3) Montrer que si n est impair alors A n’est pas inversible.

4) Montrer que A ne peut pas étre une matrice symétrique.

4.2 (Romain Bloch)
4.2.1

Soit (u,) définie par ug =3 et upy =X 7, (1) uctin-r -

a) Montrer que 0 < u, < 4n+1 pour tout 7.

11[.

b) Onpose f(x)=Y "> X Montrer que f est solution de 'équation y' = y? sur] - 1

n=0 n!

c¢) Déterminer I'expression de u; en fonction de n.

4.2.2

On considere trois suites définies par ug, vy, wy et les relations de récurrence :

Up+1 =3Up+ 2V, — Wy, Upyl = Up+ Vp+ Wy et Wiy =2uUp+ wy. On pose X, = (U, Uy, wn)T.

a) Trouver Atelle que X,+; = AX,,.

b) Triangulariser A puis résoudre la récurrence.

4.3 (Prisha Chandiramani)

4.3.1

abc

Soit A= (c a b) et f 'endomorphisme canoniquement associé a A dans I'espace euclidien R3.

bca
1) Montrer que f est une rotation ssi a, b et ¢ vérifient 3 équations a déterminer.

2) Montrer que f est une rotation ssi a, b et ¢ sont racines de X® — X2 + p = 0 avec p € [0,4/27].

3) Si b= c#0déterminer I'axe de direction de la rotation et la valeur de 'angle.

4.3.2
Soit f(x) = [y e 't*dt et g(x) = [, In(f (1)) dz.

X

1) Montrer que f est définie et continue sur [0, +ool.

2) Pour x > 1 déterminer une relation entre f(x) et f(x—1).

+oco (="

3) FEtablirla convergence de } 7% 200
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4.4 (Francgois Fevre)

4.4.1

In(1+x%n?)
n’In(1+n) *

a) Montrer que la série de terme général u,(x) converge pour tout x € R.

Pour x€ R et n€ N* on pose u,(x) =

b) Montrer que la somme de la série est continue sur R.
c) Lasérie des dérivées converge-t-elle normalement sur R ?

d) Montrer que la série des dérivées converge uniformément sur R.

4.4.2
19 -19 1
Soit A:(g -9 1).
9 -102
a) Déterminer les éléments propres de A. La matrice A est elle diagonalisable?
1000
b) Déterminer une matrice de passage P telle que P~!AP = ( 01 %) .

4.5 (Héloise Havy)
4.5.1

Soit A une matrice symétrique réelle.

a) Justifier 'existence d'un vecteur propre pour A.

b) Soit X un tel vecteur, on pose B = (X?(T Xf) et Vo= (%)

Pour quelle valeurs de a le vecteur X, est-il propre pour B?
c) B est-elle diagonalisable? Si oui, donner une base de vecteurs propres.

1/V2
d) Pour A= G i i) et X = ( —\/i) trouver un polyndme annulateur de B de degré 3.

1/vV2
4.5.2

oo cos(nx)

PO e définit une fonction de classe C! sur R.

Montrer que f(x) =

4.6 (Mathieu Huon)

4.6.1

+ooL_2 +oo 1

2
Justifier I'existence de I = | QAL n=172 n=173"

0 1_p2 d¢ puis montrer que I =2)

4.6.2

Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et f un endomorphisme de E admettant n valeurs propres
distinctes A4,...,A,,.

1) Montrer que I'application P — (P(A4,...,A,) est un isomorphisme de R,,_; [X] sur R”.

2) Soit g un endomorphisme de E commutant avec f.

a) Montrer que les vecteurs propres de f sont propres pour g.
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b) Montrer qu'il existe une base de E constituée de vecteurs propres communs a f et g.
c¢) Démontrer I'existence et 'unicité d'un polynome P € R,,_;[X] tel que g = P(f).

3) Montrer que I'ensemble des endomoprhismes de E qui commutent avec f est un sous-espace
vectoriel de Z(E) et préciser sa dimension.

4.7 (Faustine Lacroix)

4.7.1

+00 n! x2n+1
n=01-3---2n+1) :

b) Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par f.

a) Déterminer le rayon de convergence de f(x) =

¢) Donner la dérivée de la fonction arcsin. En déduire une expression de f(x).

4.7.2

Soient A et B deux matrices de taille 7 ayant le méme polynome caractéristique, P.
a) On suppose que P possede n racines distinctes. Montrer que A et B sont semblables.

b) Trouver deux matrices A et B ayant méme polyndome caractéristique sans étre semblables.

4.8 (PascallLe)
4.8.1

Soit f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel E de dimension finie.
On suppose que f2=g?=Idg et fog+gof=0.
1) Montrer que f et g sont des automorphismes diagonalisables.

2) Montrer que g induit un isomorphisme de Ker(f +1Id) sur Ker(f —Id).
En déduire que la dimension de E est paire.

3) Montrer que f et g peuvent étre représentées dans une base bien choisie de E par les matrices
t .
(on —In) ) (In 0,
4.8.2

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n] telle que P(X = k) = k%l (Z) avecacRetne N*.
n

a) Exprimer (}) en fonction de (”_1) )

k-1
b) Déterminez a pour qu’il s’agisse bien d'une loi de probabilité.

¢) Calculer E(X) puis V(X).

4.9 (Thomas Lesage)
4.9.1

Soit a,, le terme général d'une série absolument convergente.
a) Montrer que [, e t"dt = n!

b) Déterminer le rayon de convergence de }_ %x”.

+

¢) Soit f(x) la somme de cette série. Montrer que f0+°° fx)e*dx=Y .

(e.0)
:Oan.
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4.9.2

Soit A la matrice de .4, (C) définie par A; ; = aiti=z,
a) Montrer que pour a € R, A est diagonalisable.
b) Déterminer le rang de A et en déduire ses valeurs propres

¢) Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles A n’est pas diagonalisable?

4,10 (Noémie Neil)

4.10.1

—_O =
—NO
N—=O
N —

Soit f I'endomorphisme de R3 canoniquement associé a (
On cherche un endomorphisme g de R® tel que g2 = f.

a) Déterminer les éléments propres de f. f est-elle diagonalisable?

b) Montrer que si e; et e3 sont propres pour f pour 1 et 3, alors g(e;) et g(e3) le sont aussi.

¢) En déduire que si e; et e3 sont propres pour f pour 1 et 3, ils sont propres pour g.

d) g peut-il étre diagonalisable?

4.10.2

Soit F(x) =— [ ln(lt— D4t
a) Déterminer le domaine de définition de F.
b) Montrer que: Vxe€ [0,1], F(x) =Y % x"

n=1 p2-*

n*
6 )

¢) Enadmettant que ;% # = 7=, montrer que F(x)+ F(1 —x) = %2 —In(1 - x)In(x).

4.11 (Amani Rigommier)

4.11.1

Soit p €]0, 1[. On considere deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans N, de loi conjointe :

PX=kY=n=()A-p)"p/l2Psin>ketOsin<k.
a) Déterminerlaloide Y.

b) En partant du développement en série entiere de ﬁ montrer que :
1 o0 (})x"* pour tout x €]0, 1.

ToFT =~ Znck
c¢) En déduirelaloide X.

d) X et Y sont-elles indépendantes?

4.11.2

Soit (uy, ..., u,+1) une famille de vecteurs unitaires d'un espace euclidien de dimension # telle que :

JdaceR, Vi# j, (uj, uj) = a.

1) Montrer que (u1,..., U,) est une base de E.

2) Montrer que Y.7'_, ux =0g etque a = _%,
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4,12 (Aurélien Simone)
4.12.1

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A.
1) Retrouver la fonction génératrice Gx ().
2) Montrer que P(X > 21) < Gt’;([).

3) Montrer que P(X >21) < (A—el)/l.

4) Comparer avec Bienaymé-Tchebychev.

4.12.2

1) Soit A€ .4, (R). Que peut-on dire de dét(A) s'il existe B € .4, (R) telle que B> = A ?

. 2 2 1
2) SoitaeRet A:(?:zg % 3%2).

Calculer dét(A). En déduire une condition pour qu'’il existe B € .4, (R) telle que B2=A.

3) Désormais a > 0. Déterminer les éléments propres de A puis donner une matrice P inversible
et une matrice D diagonale telles que A=PDP™!,

4) Désormais a#1 et a#3. Montrer que si M est telle que M? = D alors MD = DM.
Déterminer les matrices M telles que M? = D. En déduire les matrices B telles que B*> = A.

5 Mines-Télécom

5.1 (Hortense Abbeg)
5.1.1

Pour (a, b,c) € C3 et ne N* soit A€ #,(C) définie par:
Aji=a; Ajj=Db pour j>i et A;j=c pour i> j.Soit Jla matrice n x n dont tous les coefficients
sont égaux a 1. Montrer que dét(x/ + A) est un polyndme de degré au plus 1. En déduire dét(A).

5.1.2

Soit a, = [, e !(sinn)?"dt.

a) Montrer que la suite (a,) est bien définie et déterminer sa limite quand 7 tend vers +oco.
b) Montrer que: Vn e N*, (1 +4n?)a, = (4n*-2n)a,_ .

c) Soit b, = a,+/n. Etablir la convergence de la série de terme général In (%).

d) Déterminer la nature de la série de terme général a,,.

5.2 (Jade Ben Maamar)
5.2.1

Déterminer un équivalent de Zi’i el # quand 7 tend vers l'infini, soit en faisant une comparaison
série-intégrale, soit en utilisant une somme de Riemann.
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5.2.2
Soit A€ 4, (C) et p: M +— M —tr(M) A.

a) Vérifier que ¢ est un endomorphisme de .4, (C).
b) Déterminer les éléments propres de f.

c) Calculer le déterminant et la trace de ¢ .

5.3 (Zina Camart)
5.3.1
a) Montrer que sila série de terme général f;,(x) converge uniformément sur une partie A de R, alors
la suite de terme général f,(x) converge uniformément vers 0 sur A.
b) Soit f;(x) = nx2e v,
i) Etablir la convergence simple de la série de terme général f;,(x) pour tout x > 0.

ii) La convergence est-elle uniforme sur [0, +0o[?

5.3.2

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

On suppose qu'il existe a € E tel que (a, f(a), f?(a)) forme une base de E et f3(a) = a.

a) Montrer que f3 = Idg puis que f est un automorphisme de E. Préciser f~!.

b) Montrer que si A est une valeur propre pour f alors A est une racine cubique de l'unité.

c) Déterminer les vecteurs propres de f.

5.4 (Francois Fevre)
5.4.1

/2

Soit I, = J, “(sin)"dz.

a) Calculer I et I;.
b) Trouver une relation entre I, et Ij,.

¢) Endistinguant les cas n pair et n impair, déterminer une expression de I,, en fonction de n.

5.4.2

Montrer que I’ensemble des matrices trigonalisables est une partie fermée de .4, (R).
Il y avait d’autres questions. ..

5.5 (Thomas Lesage)

5.5.1

Soit A € .#3(C) telle que A* = A? et {—1,1}  Sp(A). Montrer que A est diagonalisable.

5.5.2

?

- sz 1\ o 1
Nature de la série de terme général (—1) s1n(—(_1)n+ \/ﬁ)
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5.6 (Amani Rigommier)

1001
Soit A= (8 H 8). Avec le moins de calculs possible. ..
1001
le

-

ang de la matrice.
2) Déterminer 'image de 'endomorphisme représenté par A.
3) Déterminer le noyau de 'endomorphisme représenté par A.

4) A est-elle diagonalisable? Si oui, la diagonaliser.

5.6.2

Un exercice de probabilités.

5.7 (Aurélien Simone)
5.7.1
Soit f(x) =y o 1

n=0 1+xn"
1) Déterminer '’ensemble de définition D de f.
2) Etudier la continuité de f sur D.
3) Déterminer la limite de f(x) en +oo.

4) Etudier la dérivabilité de f sur D.

5.7.2

00100
SoitT:(oowo)

00100

00100
1) Déterminerlerangde 7.

2) Sans utiliser le polynome caractéristique, donner les valeurs propres de T'.

3) T est-elle diagonalisable?

6 ENSEA

6.1 (Hortense Abbeg)

6.1.1

(e.e]

On admet que ;" e dr= Z etl'on considere F(x) = [ cos(2x1) e " dt.

a) Montrer que F est de classe C! surR.
b) Trouver une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par F.

¢) En déduire I'expression de F.
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6.1.2

Soit f I'endomorphisme de R,,—1[X] représenté dans la base canonique par la matrice de coefficients
M;;=(J"]) si i <j etOsinon.

a) Déterminer 'endomorphisme f.

b) Montrer que M est inversible et préciser M~ 1.

c) M est-elle diagonalisable? Préciser ses éléments propres.

6.2 (Zina Camart)
6.2.1
Dans E = Ry[X] on pose ¢(P.Q) = [, P(1)Q(1) dt.

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire.

2. Montrer que 'ensemble des polyndmes pairs et '’ensemble des polynémes impairs sont des
supplémentaires orthogonaux de E.

3. Déterminer une base orthogonale de E.

4. Derniere question non traitée avec une application f. Il fallait montrer que f était un endo-
morphisme symétrique, puis déterminer une base de vecteurs propres.

6.2.2
Soit I, = [, x"e " dx.
1. Justifier I'existence de I,, puis calculer sa valeur.

+oo - _ y+oo (=DFK!
2. Montrer que f;"* cos(v/x)e *dx =Y, 2ol -

6.3 (Agathe Douceur)
6.3.1

Soit A I'ensemble des valeurs prises par une matrice 2x2 dont les coefficients suivent des lois uni-
formes indépendantes a valeurs dans {0, —1, 1}.

a) Quel estle cardinal de A?

b) Quelle est la probabilité que la matrice soit inversible ?

¢) Quel est la probabilité qu’elle soit de rang 12

6.3.2

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere de terme général (1 + n + n?)x" puis trouver
une expression de la somme.
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6.4 (Alex Iortoman)

6.4.1
Soit f (1) = 1 — t
1. Soit g(P) = (X2 -1)P"(X) + (2X + 1) P'(X). Montrer que g est un endomorphisme de R[X].
2. gest-il diagonalisable?
3. gest-il un automorphisme de R[X] ?
4. Soient (P,Q) € (R[X]). Montrer que P(£)Q(t) f (t) est intégrable sur [-1,1].
5. Montrer que < BQ >= f_ll P(0)Q(1) f(r)dt est un produit scalaire.
6.4.2
On considere la suite définie par up =1 et u,+; = %Zig U.

1. Etude de la suite.

2. Soitv, = u”” (”“)3’2 Déterminer a > 0 tel que In(v,) = 2 + 0( 5).
En dedulre la nature de la série de terme général In(v,,).

3. Montrer qu'’il existe C > 0 tel que u, ~ #

4. Ilyavait encore des questions.

6.5 (Faustine Lacroix)

X

Convergence et calcul de fo \/_(ln PEE dx.

Indication : calculer u'(x) pour u(x) = Vx7%.

6.6 (Beryl Spérélakis-Beedham)

6.6.1

On donnait une matrice A de format 3x3.

On demandait de diagonaliser A puis de donner une méthode pour calculer A”.
6.6.2

Soit S(x) = Y7 e " n*.
Donner l’ensemble de définition de S puis étudier de la continuité de S sur ce domaine.

7 Navale

7.1 (Marie-Sixtine Coville)
7.1.1

2
Soit f(x) = [F 4L

x In(-
1. Donner le domaine de définition et de continuité de f.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et 1.
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7.1.2

Dans un R-espace vectoriel E, on considére un projecteur p et un endomorphisme u vérifiant u" =
Idg. On suppose que I'image de p est stable par u et 'on pose g = %Zzzl ufopounk,
Montrer que g est un projecteur dont le noyau est stable par u.

8 ENS Paris-Saclay

8.1 (Christophe El Yammouni)
8.1.1

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et # un endomorphisme de E, annulé par un polynéme
Q tel que Q(0) =0 et Q'(0) # 0. Montrer que Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires.

8.1.2

Soit F un espace euclidien, v une involution de E, u un automorphisme orthogonal de E.
1. Montrer que v est diagonalisable.
2. Montrer que les espaces propres de u sont orthogonaux.

3. Soit xp un vecteur non nul de F et uy, : x — x—2 < x, Xo/ | xoll) > -xo/ | X0l
Montrer que uy, est une involution orthogonale puis déterminer ses espaces propres.
Quelle est I'interprétation géométrique de 1y, ?

4. Soit v une involution orthogonale et w un automorphisme orthogonal.
Montrer que wo vo w~! est une involution orthogonale et que
Ker(wovow™! —1Idg) = w(Ker(v - Idg)).

5. Il s’agissait de montrer I'existence du conjugué uy, de uy, (i.e. il existe w un automorphisme
orthogonal tel que wo uy, o w™! = uy,). Enfin, on demandait si ce conjugué était unique.



