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Préparation a |'oral
PSI Pasteur 2024-2025

1 Geénéralités

1.1 Les différents types d’oraux de maths

’ Concours \ Préparation \ Passage \ Particularités
Mines-Ponts 15’ 1h 1 exo avec préparation, un sans
Centrale Maths X 30’ 1 exo
Centrale Maths-Informatique 30’ 30’ Utilisation de Python
Mines-Telecom X 30’ 2 exos
CCINP 30’ 30’ 1 exo a préparer + 1 petit sans préparation
Navale X 30’ 1 exo
Saint-Cyr 30’ 25’ Utilisation de Python
ENSEA 20’ 20’ 2 exos

1.2 Conseils pour I'oral

L’examinateur. L’examinateur n'est pas un colleur : son but n'est pas de vous aider dans I'ap-
prentissage du cours ou de vous dire ce qui va/ne va pas. Son but est de vous évaluer. Il sera donc
souvent tres neutre. Ne cherchez pas a lire sur le visage de la personne qui vous interroge si ce que
vous dites est juste ou faux. Extrait rapport CCINP

L'autonomie du candidat est également évaluée. Le role de I'examinateur est de poser
des questions avec bienveillance, conscient du stress que peut générer ce type d'épreuve,
mais pas de mener I'oral a la place du candidat. En particulier, les candidats ne doivent
pas rechercher |'approbation réguliére de I'examinateur durant la présentation. Rappelons
que les examinateurs ont le souci de rester bienveillants. Le candidat n’est pas censé
réclamer des indications, en revanche |'examinateur est libre de faire des remarques utiles
a la bonne poursuite de |'oral.

Ecoutez donc les indications qui sont données, c'est fondamental !
Ensuite, il faut interagir avec |'examinateur et ne pas rester collé a son tableau, dos a |'examinateur.

Oraux sans préparation. La difficulté de I'oral sans préparation est de pouvoir réflechir « en
direct ». Extrait du rapport Mines-Ponts

Le jury apprécie quand un candidat est capable de lister tous les théorémes qui peuvent
s'appliquer a une situation donnée (interversion limite intégrale, diagonalisabilité d'une
matrice,...) avant de réfléchir a celui qui semble le plus adapté a la situation. Cette
phase de réflexion ne doit cependant pas se muer en une série de propositions faites a
|"'examinateur afin d'obtenir sa validation. L'esprit d'initiative et la capacité des candidats
a mener un raisonnement de facon autonome font partie des attendus du concours.
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Oraux avec préparation. L'oral avec préparation, c’est un exercice assez différent de la colle.
Sachez correctement gérer votre temps de préparation !

e pendant la préparation

essayez rapidement de voir ou |'exercice veut aller, les thématiques qu'il semble aborder

commencez linéairement |'exercice, méme si des concours comme CCINP autorisent le
fait de sauter des questions intermédiaires (c'est moins apprécié a Centrale...)

vous n'étes pas obligé-e's de faire intégralement toutes les questions, si vous pensez
qu'ensuite, a I'oral, vous arriverez a les faire en direct

en revanche, pour certains calculs, je vous conseille de les faire au brouillon si vous avez
peur de ne pas réussir a les faire en direct

e pendant le passage

I'oral n'est pas un écrit debout ! Il ne faut surtout pas se contenter de recopier au tableau
ce qu’on a fait au brouillon.

vous n'étes pas obligés de faire une présentation intégrale de I'exercice que vous allez
faire. Extrait du rapport de I'oral 2024 de Centrale :

« En début d'épreuve, la lecture, la copie quasi intégrale au tableau de I'énoncé,
la présentation générale a I'oral du sujet constituent une perte de temps; les
membres du jury interrogent toujours en ayant I'énoncé de |'exercice, et les
candidats sont invités a entrer d'emblée dans le vif du sujet. »

Méme son de cloche pour CCINP

« Répéter ou réécrire I'énoncé peut paraitre une étape rassurante pour le can-
didat, mais attention de ne pas y passer trop de temps. En revanche, si le
candidat prend le temps d'exposer au préalable les différentes étapes de son
raisonnement avant de rentrer dans les détails, la qualité de la présentation s'en
retrouve améliorée. »

— n’hésitez pas a présenter de maniére synthétique ce que vous avez présenté. Par exemple

« J'ai calculé au brouillon la dérivée seconde de la fonction f, puis-je vous donner direc-
tement le résultat ? » Extrait de rapport CCINP

Les candidats ont intérét a gagner en efficacité dans la présentation de ce qu'ils
ont préparé pour bénéficier d'un temps de réflexion supplémentaire sur les ques-
tions qu'ils n'ont pas entiérement traitées, en s'appuyant sur les indications
éventuelles de I'examinateur.

Le cas des oraux avec Python. L’outil informatique rajoute une difficulté supplémentaire, celle de
la gestion du temps. Tout oral de maths avec Python est avant tout un oral de maths. La priorité,
ce sont les mathématiques! Il faut donc limiter son temps de passage sur python (une dizaine de
minutes maximum) et prendre le temps de faire des maths pendant la préparation !
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2 Concours Mines-Ponts

2.1 Paul Benoit

be' + ce™*
Exercice 1. Pour (a, b, c) € R® on définit f,p. : R — R3; t 2a — be'

a+cet
Soit F = {fypec, (a, b, c) e R*}.

1. Montrer que F est un espace vectoriel, en donner la dimension et une base.

Correction

On note E = (R*)® (les fonctions de R dans R®). On écrit que

0 et et
F={t—al2]+b|—-€]+c| O = Vect(p, ¥, 6),
1 0 et
ou
0 et et
p:t—= (2], it |-, 0:t—= | 0
1 0 et

Donc F est le sous-espace vectoriel engendré par ¢, ¥, 8. On montre qu'il est de dimension
3 en montrant que la famille précédente est libre. Soit (a, b, ¢) tels que ap+by+c6 = Of.
Alors, si b était non nul, la premiére coordonnée serait équivalente a bet en +oo, absurde
(car elle est nulle). Donc b = 0. De méme, en regardant en —oo, ¢ = 0. Et on conclut
ensuite que a = 0. Donc (@, 9, 8) est libre, donc dim(F) = 3.

2. Trouver M € .#5(R) telle que : Vf € F, f'(t) = Mf(t).

Correction
Soit f € F. Alors on dispose de (a, b, ¢) tels que pour tout t dans R,
bef + ce™t
f(t)=| 2a— be*
a+cet
On en déduit alors que
bet — ce™t 3 2 —4\ [bel+cet
f'(t) = —bet =|-2 -1 2 2a — be'
—cet 1 1 =2 a+cet
3. M est-elle inversible ?
Correction
On remarque que C3 = —2C» donc la matrice M n'est pas inversible.

4. Quelles sont les valeurs propres de M ? Pouvait-on s'y attendre ?
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4‘ Correction

On sait déja que 0 est valeur propre. De plus, M n'est ni la matrice nulle, ni de rang 1,
donc M est de rang 2, donc Eq(M) est de dimension 1.

Ensuite, on sait que la somme des valeurs propres de M vaut la trace de M, donc, ici,
elle vaut 3—1—2 = 0. Donc M posséde deux autres valeurs propres opposées, A et —\.

1 1
Enfin, on remarque que A0 ) = — | 0|, donc —1 est valeur propre de A. Donc 1 est
1 1

valeur propre de A aussi.
On pouvait s'y attendre car une base de F est (p,,0), et

0 0
o(t)=e [ 2], avec 2 vecteur propre associé a 0,
1
1
, avec | —1 | vecteur propre associé a 1,
0 0
1 1
0(t)=e 2t 10|, avec | 0| vecteur propre associé a —1.
1 1

+oo
Exercice 2. On considére F(x) :/ cos(2xt)e™t dt.
0
1. Montrer que F est de classe €* sur R.

Correction

On note f(x, t) = cos(2xt)e~*. On veut appliquer un théoréme de classe ¢! des inté-
grales a paramétre.

t2

© est continue sur [0, +oo| et [cos(2xt)e | <

e pour tout x € R, t — cos(2xt)e”

t2 2

e™ ", intégrable en +o00 donc t — cos(2xt)e™ " est intégrable sur [0, +o0l.

e pour tout t dans [0, +oof, x = f(x, t) est €* et
of
&(X, t) = —2tsin(2xt)e™ ",
of .
e pour tout x dans R, t +— a(x, t) est continue sur [0, +oo],

e pour tout t dans [0, +oof et x € R,
of
’8)((&)/)‘ <2te?,

indépendante de x et intégrale sur [0, +oo[ (car continue sur [0, +oo[ et o
—+00

1 .
0 (t2> donc intégrable en +00).

Donc, d'aprés le théoréme de classe ¢! des intégrales & paramétre, F est de classe ¢
sur R.

2. Trouver une équation différentielle d'ordre 1 vérifiée par F.

Page 4 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

4‘ Correction

Par la question précédente, on en déduit que pour tout x dans R,
+oo )
F'(x) :/ —2tsin(2xt)e " dt.
0

On effectue alors une intégration par parties, en posant u(t) = sin(2xt), u'(t) =
2x cos(2xt), v(t) = e~ V/(t) = —2te~*. On obtient alors

. 2] +o0 TR 2
F'(x) = [sm(th)e*t }o 7/ 2x cos(2xt)e Fdt
0
= —2xF(x),

donc F'(x) + 2xF(x) = 0.

+o00
_ _ ™
3. En déduire I'expression de F. On admet que / e dt = £
0

2
Correction

Par la question précédente, on dispose alors de C dans R tel que pour tout x dans R,

F(x) = Ce™™.

+o0
Mais F(0) = / e Pdt = ? donc pour tout x dans R, F(x) = ?e’xz.
0

+o00
Exercice 3. Soit f(x) = / et dt.

1. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers 4oco.

Correction

On sait que t +— e~

+OO 2 +OO 2 X 2
/ et dt:/ et dt—/ et dt — 0.
x 0 0 X——+00

2. Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers +oo.

+o00
Notons R(x) = / e~ dt. Effectuons une intégration par parties, en posant u(t) =
X

2] . . _ 42
" est intégrable sur R, (car t?e” — 0. Donc
t—+o0

1 1 .
=, donc U/(t) = — v(t) = fie’tz donc V/(t) = te . Ainsi, comme le crochet

u(t)v(t) converge bien, on a

e—X2 1 [to° e—t2
R =S —5/ ¢ _dr

Mais

1 +oo e—t2 1 +o00 e—t2 R(X)
< — —_— < —_ —_— = =
0< 2/x dt< 2/X —-dt = o(R(x).

Page 5 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet

Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com
Ainsi, on a ,
e*X
= R R
2X x—+oo (69) - el
donc
e
R ~ :
(X) x—+oo 2X

2.2 Eva Chaudanson

Exercice 4. Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b], g a valeurs dans [0, 1] et f décroissante.

a+c
Montrer que/ / fg< / f ou c—/ g.
c a

Indication : on pourra introduire une fonction d’une variable bien choisie.

_‘ Correction

On pose

a+c(x) X X
(p(x):/ f—/ fg, oUc(X):/ qg.

p(x) = F(a+ c(x)) — F(a) — H(x) + H(a),

Alors

oll F est une primitive de f et H est une primitive de fg. On en déduit que @ est dérivable et
que pour x dans [a, b],

9'(x) = '()F'(a+ c(x)) = H'(x) = g(x)f(a+ c(x)) = F(x)g(x).

Or, g est a valeurs dans [0, 1], donc c(x) est a valeurs dans [0, x — a], donc a+ c(x) est a
valeurs dans [a, x]. En particulier, f(a+ c(x)) — f(x) > 0, donc ¢'(x) = 0. Donc ¢ croit.
Comme @(a) = 0, on en déduit que pour tout x dans [a, b], p(x) = 0, d'ou l'inégalité de
droite !

On fait de méme pour I'inégalité de gauche, mais en changeant le a en variable y.

Exercice 5. Soit (E, <|>) un espace euclidien. Pour Xi, ..., Xp dans E,G (X1,..., Xp) désigne la
matrice de coefficient G;; = (x;, X;).

1. Montrer que : G est inversible <= (X, ..., Xp) est libre.
4‘ Correction
G(x1, ..., Xp) = 0 si et seulement s'il existe Ay, ..., Ap tels que les colonnes de la matrice

vérifient A;Cy + -+ ApC, =0, i.e. ssi

Vie[l p], A1 {xi,xi)+ -+ Xp(Xi, xp) = 0.

P

Nommons u = ZMXK- Alors G(xq, ..., Xp) = 0 ssi pour tout i dans [1, p[, (xi, u) =0
k=1

i.e., comme (x, ..., Xn) est une base, pour tout y de E, (y,u) =0, i.e. ssi u =0, i.e.

(x1, ..., Xp) est liée. (remarquez, la double implication est plus digeste).

2. Montrer que rg(G) =rg (Xy,..., Xp).
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4‘ Correction
Notons r = rg(Xy, ..., Xp). Ceci signifie que I'on dispose d'une famille de r vecteurs
parmi (X1, ..., Xp) qui est libre mais que toute sous-famille de r + 1 vecteurs est liée.
Supposons sans perte de généralités que (Xi, ..., X,) est libre. Alors

e toute sous-famille de r 4+ 1 éléments est liée donc, par le méme argument que la
question précédente, toute sous-famille de r + 1 colonnes de G est liée,

e la famille (Xy,..., X,) est libre donc la famille Cy, ..., C, des colonnes de G est
libre, car la matrice r X r ((X,-,XJ-))KI_J< est inversible.

Donc rg(G) = r.

3. (question ajoutée) Montrer que lorsque (X1, Xa, ..., Xp) est libre, on a G(Xy,..., Xp) >
0.

Correction

Par la propriété précédente, det(¥4(xy, ..., X)) = det(MT M) = det(M)? > 0, et méme
> 0 si la famille est libre.

4. (question ajoutée) On suppose le systéme (X1,..., Xp) libre. Soit z le projeté orthogo-

nal d'un vecteur y sur le sous-espace vectoriel Vect(Xq, ..., Xp). Montrer que |ly — z||* =
G(y, X]_ ..... Xp)
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4‘ Correction
Soit p la projection orthogonale sur Vect(xy, ..., Xp). Alors la distance cherchée est

ly — p(y)ll. Posons u =y — p(y). Or, p(y) = Z (v.e)ei. Donc (p(y), ex) = (¥, ex)

=1
pour tout k dans [1, p], donc pour tout k dans [[1, p], (u, ex) = 0. Donc

(x1.x1) (X1, Xx2) - (X1 xn) (X1, Y)
G(x, ..., Xp, ¥) = : : : .

<Xan1> <X,7,X2> <Xn:Xn> <Xan>

(yoxa) (oxe) - X)) (Voy)

Or, (X, y) = (xc, P(¥)) et [Iyll* = llp(W)II* + [lul®, d'ou

(X1, x1) (X1, X2) T (X1, Xn) (x1, p(x))
o : : : :
i [ S P ST S
(p(x).x1) (p(x).x2) -+ (p(x). xa) PO + [|ull?
(X1, x1) (X1, x2) (X1, Xn) {(x1, p(x)) (x1, x1) (X1, x2) (X1, Xn)
_ : : : ; + ; : :
<Xn,X1> <XnyX2> T <Xnan> <Xn,p(x)> <Xan1> <XnyX2> <Xnan>
(p(x).xa)  (p(x). %) -+ (p(x).xa)  [lpCI? (P(x), x1)  (p(x),x2) -+ (p(X), Xn)
Le premier des deux déterminants est nul car p(x) € Vect(xi, ..., Xp), €t, en développant

le second selon la derniére colonne, on obtient
G(xi, ..., Xp, ) = |Jul? G(x1, ..., X5),

d'ou le résultat.

0
lull®

2.3 Nathan Couédel

Exercice 6. Soit (E, <|>) un espace euclidien et F une partie fermée, non vide et convexe de E.
Pour x € E on pose d(x) = }m; Ix —flletT(x)={feF |x—fl|l=d(x, F)}.
S

1. Caractériser I'ensemble des x tels que d(x) = 0.

Correction

Déja, si x € F, d(x) = 0. Montrons la réciproque.

Soit x tel que d(x) = 0. Alors par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, on

dispose de (1) nen une suite d'éléments de F telle que ||x — f,|| — ,doncf, — x.
n—+o00—0 n——+oo

Mais comme f est fermé, x € F.

2. Montrer que '(x) est non vide. En déduire que d est 1-lipschitzienne.

e Montrons que '(x) est non vide. Soit x € E. On considere |'application ¢ : f —
|[x — f||. Si F était borné on pourrait directement appliquer le théoréme des bornes
atteintes et dire que cette application atteint un minimum sur F, ce qui signifierait
que la distance de x a F est bien atteinte en un point.

On va ruser. On considere F' = FNB(x, d(x)+1). Alors F’ est fermé car c'est une
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intersection de deux fermés, borné car la boule est bornée, en dimension finie. ||
reste & montrer que F’ est non vide. Pour ce faire, on remarque que par définition
de la borne inférieure, et comme d(x) + 1 > d(x), on dispose de f € F tel que
If — x|l < d(x)+ 1 donc tel que f € F'.

Ainsi, F’ est non vide. La fonction ¢ étant continue sur F’, elle y est bornée et
atteint ses bornes par le théoréme des bornes atteintes.

Donc '(x) est non vide.

e Montrons que d est lipschitzienne. Soient x et y dans E, soit f € T(x) et
g €T (y). Alors
dx)=lx=fl=lx—y+y—flI<lx=yl+ly—fll <lx=yl+dy),
donc
d(x) —d(y) < |[lx =yl

De méme, d(y) = [ly — gll < [Ix =yl + lIx = gll < lIx =yl + d(x). On en déduit
donc que
ld(x) —d)I < lIx =yl

ce qui est le caractére lipschitzien recherché.

3. En utilisant une identité relative a la norme, montrer que :

2

V(f, ) eT(x)? f#f et H; (F+f) —x|| <dx)2.

4‘ Correction

C'est semi-honnéte (comme souvent aux Mines), il faut penser a I'identité du parallélo-
gramme (qui se démontre en développant tout) :

la+ blI* + [la — blI* = 2[1all* + 21 bl| .
Ici, on le fait avec a=x — f et b= x— . Alors ||a|| = ||b]| = d(x)! On obtient alors
4d(x)? = [|2x — (F + F)> + |If = FII° < |12x = (f + F)||* car f # f',

On en déduit le résultat.

4. Montrer que [(x) est réduit a un seul élément, que I'on notera p(x).

Correction

Par la question précédente, s'il existe deux éléments f et f’ distincts dans '(x), alors, en
!

notant g =

,onage€ F car F est convexe et
lIx = gll < d(x),

ce qui est absurde étant donnée la définition de d. Donc I est réduit a un seul élément.

5. Montrer que p(x) est caractérisé par : Vy € F, < x — p(x) | y — p(x) >< 0.
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4‘ Correction

[Ifaut faire un dessin : quand on en fait un, on voit que la convexité est fondamentale.
Soit t € [0, 1]. Alors pour ty + (1 — t)p(x) € F et

Ix = pOI? < lIx = ty = (1 = £)p(x)I?
On en déduit que
(x = p(x) +x =ty — (1= t)p(x), ty + (1 — t)p(x) — p(x)) <0,
d'ou
(2x = 2p(x) + t(p(x) — y), tly — p(x))) < 0.
En prenant t > 0, on obtient
(2x = 2p(x) + t(p(x) = y).y — p(x)) < 0.
Puis, en faisant tendre t vers 0, on obtient
(2x = 2p(x),y — p(x)) < 0.

D’ou le résultat désiré.

Exercice 7. Soit (E) I'équation différentielle : x%y’(x) + y(x) = x°.

1. Montrer que (E) n'admet pas de solution développable en série entiére.

Supposons que (E) admette une solution f développable en série entiére. On disposerait
d'une suite de réels (a,)nen et d'un réel r > 0 tels que pour tout x dans | —r, r|,

f(x)= Z anx".

n=0

Alors f est € sur ] — r, r[. On calcule alors

X2f'(x) + f(x) = x? Z nanx"! 4 Z apx”

n=0 n>0
= E na,,x”+1+§ apx"
n=0 n=0
= g (n—1)ap—1x"+ a0 + E anpx"
n>1 n>1
=ag+ E ((n—1)ap_1+ an) x".
n>1

Par unicité du développement en série entiére, si f est solution de I'équation différentielle,
alors

® dp ZZO,
e ((1—1)ag+a;) =0donc a; =0,

e (ay+a)=1donca=1,

e pourtout n>3, (n—1)a,—1 +a,=0donc a, =—(n—1)ap_1.
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On en déduit par récurrence immédiate que
Yn>=2, a,=(-1)"(n—1)la.
Mais alors pour tout n > 2,

dn+1
dn

=n — —+o00,
n—-+oo

donc le rayon de convergence de la série g anx" est nul, donc I'équation différentielle
n'admet pas de solution développable en série entiére.

2. Résoudre I'équation différentielle sur [0, +ool.

Correction

Déja, sur ]0, +oo], L'équation différentielle se réécrit

, 1
X
L'ensemble des solutions de I'équation homogéne est I'ensemble des {x — Cei, C e R}.

Pour trouver I'ensemble des solutions, on considére ¢ une fonction ¢, et on note f(x) =
1 L .
p(x)ex. Alors on a les équivalences suivantes :

1
f’—i—;f:l(:)(p'(x):e_%
X
< 3C >0, (p(x):/ e tdt+C
0
X
< 3IC>0< f(x):eé/ e tdt+ Cex

0

I'intégrale étant bien définie car I'intégrande est prolongeable par continuité en 0.

3. Montrer qu'il existe une unique solution a I'équation tendant vers 0 en 0.

Correction

X
[l faut déterminer si ei/ e idt posséde bien une limite finie en 0. On écrit que, par
0

croissance de t —

X X
Ogeé/ e’%dtgei/ e’idt:x — 0.
0 0

x—0*t

X

Donc (par analyse-synthése) I'unique solution tendant vers 0 en 0 est x — e / e idt.
0

(on a da prendre C = 0).

2.4 Liv Craen

Exercice 8. Soit P € .#,(R) représentant un projecteur p dans la base canonique de R". On suppose
P de rang r et I'on considére I'endomorphisme de .#,(R) défini par :

U(X)=PX—XP.
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Déterminer la trace de W en fonction de n et r.

Correction

Déja, P est un projecteur de rang r, donc on dispose de Q inversible telle que P = QJ,Q L.
Ainsi,

V(X)) =QLQIX - XQJQ7?
= QJQIXQQ! - QQIXQJQ !
=Q (J(QIXQ) — (Q'XQ)J) Q!
=aopoa }(X),

ola: X—=QXQ L al: X—=Q XQetp: X— JX—XJ.
Mais alors, on en déduit que

Tr(V) = Tr(aopoa™)=Tr(a caop) = Tr(p).
Il nous reste donc a déterminer la trace de . Pour ce faire, on va regarder sur la base canonique :
soit (i,j) € [1, n]? :
esii<ret;j<r JEj=EjetE;J = E;donc (p(E,-J-) = 0p,

esii<retj>r JE; = Ej;mais EjjJ, = 0 donc @(Ejj) = Ej; (cela apporte un
coefficient 1 sur la diagonale,

esii>rety<r, JE;—E;J = —E;;, ce qui apporte un coefficient —1 sur la diagonale,
esii>retj>r, JJEij=EjJ =0, donc p(E;)=0.

Ainsi, la diagonale de la matrice de ¢ dans la base canonique contient r? 4 (n — r)? zéros,
r(n—r) «1»etr(n—r) «—1», donc la trace de cette matrice est nulle! Donc Tr(V) = 0. (tout

ca pour ¢al)

Exercice 9. Soit f une application continue de R dans R, strictement monotone, telle que fo f =
2f —Idg .

1. Montrer que f est une bijection strictement croissante de R dans R.

Correction

Déja, si f était strictement décroissante, on aurait f o f croissante, absurde car f — Idg
est strictement décroissante.

Ensuite, on sait que f admet une limite £ en +o0, cette limite étant dans R U {+o0c}.
On en déduit que f o f admet une limite £ € RU {400} :si £ € R, £ = f(£) par
continuité. Si £ = +oo, £ = +c0.

Mais alors nécessairement £ = +oo car sinon 2f(x) —x — —oo, donc £ = —oo, ce
X—>+00

qui serait absurde. Donc f(x) — +oo.
X—r+00
De méme, f(x) — —oo (par des arguments symétriques).
X——00

On en déduit, par le théoréme des valeurs intermédiaires, que f est surjective de R dans
R, c’est donc une bijection de R dans R.

1 . .
2. On pose fo = f et f,r 1 = fof,. Montrer que Ef” admet une limite, que I'on précisera.
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4‘ Correction

On calcule
o fi=fof =2f —Idg,
e h=fofi=fofof=2fof —f=4f —2Idg — f = 3f — 2IdR,

e de maniére générale,
fn+1 = f o f [¢] fn,1 = 2f [¢] fn,1 — fn,1 = 2fn — fnfl.

On fixe alors x € R. Alors (f,(x))nen est solution de la relation de récurrence linéaire
d’ordre 2
fn+1(X) = 2fn(X) + fnfl(X) = O,

d’équation caractéristique r> —2r + 1 = (r — 1)2, donc on dispose de (X, i) tels que
fa(x) =X+ un
On a alors A = fo(x) = f(x) et
w=Ff(x)—A=2f(x) —x—f(x) =f(x) — x.
Ainsi, pour tout n dans N,

%fn(x) = %f(x) + f(x) —x n~>—+>c>o f(x)— x.

3. (question ajoutée) La limite précédente est-elle uniforme?

4‘ Correction

1
[l faut étudier la fonction gn(x) = fH(x) — f(x) +x = Ef(x), qui n'est pas bornée sur R.

Donc la limite trouvée précédemment n'est pas uniforme.

2.5 Niels Descourviéres

t3

—€
V1+th

1. Déterminer le domaine de définition I de F.

Correction
3

Déja, si x < 0, ———e "t — 400, donc l'intégrale ne converge pas.
: VIt e ! P

3
t —xt

—_e ~
V14 th t—+o00

—xt

+o00
Exercice 10. Soit F : x — /
0

Ensuite, si x =0, t, non intégrable en +oc.

Enfin, six >0 :
t3
o t+— ————e ! est continue sur [0, +o0],

V14t

oie*” ~ tet = o l intégrable en +oo par comparaison a une
V1+t* t—+o00 t—+o00 t2 )’

intégrale de référence.

Donc F est définie sur I =]0, +oo].
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2. Montrer que F est €* sur I et donner son sens de variation.

Correction

Il s'agit d'appliquer un théoréme de classe € des intégrales a paramétre. Notons pour
3

t
tout x >0et t >0, f(x,t) = ———e **. Alors
14t

e pour tout x > 0, t — f(x, t) est continue par morceaux, et intégrable,

e pour tout t > 0, x — f(x, t) est €' et

—tt

—€
V1+th

e soient 0 < a < b, x dans [a, b] et t > 0. Alors

—xt

of
a(X, t)=

of i3]
—(x, t)| = ——e¢
GX( )‘ V1+t4
t4 .
— —a
S A

1
indépendante de x et intégrable sur R, (car égal a o (ﬁ) en +00).

Donc, par le théoréme de classe €* des intégrales a paramétre, F est de classe €' sur
[a, b], donc, comme a et b ont été choisis arbitraires sur ]0, +oo[, €* sur ]0, 400 et pour
tout x > 0,

+oo t4

FRO=) e

e Xdt <0,

donc F décroit.

3. Déterminer les limites de F aux bornes de I.

En 400, on applique un théoréme de convergence dominée a paramétre continu :

e pour tout x > 0, t — f(x, t) est continue par morceaux sur R,
e pourtout t >0, f(x,t) — 0,
X—r+00

e pourtoutt > 0et x> 1,

t4

f(x, t)] < —=eF,

USRI V1+t4
intégrable et indépendante de x. Donc, par le théoréme de la double limite, F(x) —+> 0.

X—r+00
+o00o t3
Ensuite, pour la limite en 0, on veut dire que F va tendre vers ——dt = +00...
0 V1+t4

Pour ce faire, on minore
+o00
F(x) >/ t3e >t dt
0

1 e
S —4/ e Ydu
X" Jo

6
= 4 — +00,
X7 x—=0
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(le calcul s'est fait avec 3 IPP que I'on n'a pudiquement pas faites). D'ou la limite désirée.

+o0
4. Calculer G(x) = / t3e>t dt.
0

4‘ Correction

On a essentiellement fait le calcul (avec 3 IPP) :

60 = =

6 .
5. Montrer que F(x) ~ v quand x tend vers +oco. (On pourra majorer |F — G|)

Correction

1
Le but est de démontrer que |F(x) — G(x)| =0 (x“) On calcule, pour x >0 :
400 3 . t3 ;
G(x) — F(x) = tPe™t — ——e7%
()= Fe) = [ —

= /m Pe—a Y1 —1 i Lot
0 V14+t4

+o00 t*
L a
< t3e ™ —2__dt car, par concavité, vV1+a<1l+ =

/o V1t t? D 2

+o00o f7 .
< —e X't
<[5

1 +oo ye~u y
u=x X8 g 2

_ 1
oo S\ )

d’'ou le résultat désiré.

Exercice 11. Soit Xy, ..., X, des vaiid suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. On considére
U=(X1,..., Xy) et M=U"U.

1. Déterminer la loi de rg(M) et celle de tr(M).

4‘ Correction

C’est une chose importante, on sait que toute matrice de la forme UV est de rang
inférieur ou égal a 1. Donc rg(M) = 0 ou 1. Or, M est de rang 0 si et seulement si
M =0, i.e. si et seulement si tous les coefficients de U sont nuls. Donc

P(rg(M) =0) =P(U=0)=P(X; =0,X>=0,..., X, =0) = ﬁp(x, =0) = (1-p)",
i=1

par indépendance. Donc rg(M) suit une loi de Bernoulli de paramétre 1 — (1 — p)".

2. Calculer la probabilité que M soit une matrice de projection.
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4‘ Correction

Deuxiéme chose importante sur les matrices de rang 1 : elles vérifient M? = Tr(M)M.
On le vérifie ici :

n

M?=UTUUT U=UT(UUTU = (UUT)M = (Z X?) M.
€ER i=1

Donc M? = M si et seulement si :

(a) ou bien touts les X; sont nuls,

(b) ou bien un seul des X; est non nul :
P(Xy # 0, X = -+ = X, = 0) = p(1 — p)"?,

et les événements ({X; # 0} N{Vj # i, X; = 0}),,, sont disjoints, donc la pro-
babilité qu'un seul des X; soit non nul est de np(1 — p)"*.

D'ou, au final, une probabilité de

(1=p)"+np(1—=p)" =1+ (n=1)p)(1—p)" "

2.6 Frédéric Hor

Exercice 12. Pour a € R, on considére la suite de fonctions définie par, pour tout n dans N et x
dans R, f,(x) = e "™ pour n € N*.

1. Pour quelles valeurs de a la série de fonctions Z f, converge-t-elle simplement sur R? On

+o0
suppose cette condition remplie dans la suite et I'on pose : S(x) = Z fa(x).
n=0

Correction

Distinguons les cas :

. 1

. _pa _pa . N L.

e sia> 0, alors ‘e n e'”X’ =" = o (2 , donc, par comparaison a une série
n—-+o00 n

inx

a
ﬂel

de Riemann, la série numérique E e~ converge absolument donc converge,

ce quelle que soit la valeur de x,

e si a <0, alors, pour x = 0, f,(0) = e™™, qui ne tend pas vers 0 en 4o, donc la
série diverge grossiérement.

Donc la série de fonctions E f, converge simplement sur R si, et seulement si a > 0.
Dans ce cas, elle converge méme normalement.

2. Montrer que S est de classe € sur R et calculer S(k)(O).

Il s'agit d'appliquer un théoréme de classe ¢°° de la somme d'une série de fonctions. On
remarque que :

e pour tout k dans N, pour tout n dans N, f, est de classe € et

£ (x) = e~ (in)ke™,
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e pour k et n entiers naturels,

00 <enf = o(1/n?),

n—+oo

donc

est le terme général d'une série convergente, donc la série de fonctions
o0

Z £k converge normalement sur R.
Ainsi, S est de classe €*° sur R, et

Ee"m

n=0

3. En utilisant le théoréme de Fubini, montrer que pour a > 1, S est développable en série entiére
en 0.

Correction

C’est une mauvaise question, car le théoréme de Fubini n’est utilisé que dans le cadre de
la théorie des probabilités...
On veut savoir si la série de terme général

S®W0)
P

converge pour x suffisamment proche de 0. Pour ce faire, on va démontrer que la famille

" (in)k
<(|)Xk> est sommable. On calcule
k! (k,n)eN?

’”) K
PIPBIE D IPIE " ix
n>0 k>0 n>0 k>0
_ Y ey Kl (|X|”)
n>0 k>0
_ Z efn"+\><|n
n=0
Or, quel que soit x, comme a > 1, e""+XI"  — 5(1/n?) donc Ze_”aﬂxln < +o00.
n—+oo =0
_ e (in)k
Donc la famille ((')xk> est sommable et
k! (k,n)eN?

S(k)(0)
Z k! X

k=0

converge pour tout x réel, donc la série de Taylor de S converge quel que soit x, donc S
est développable en série entiére au voisinage de 0.

Exercice 13. Soit p et g deux projecteurs orthogonaux d'un espace euclidien.
1. Montrer que u = p — g est diagonalisable et que Sp(v) C [-1,1].
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4‘ Correction

On sait que p et g sont des projecteurs orthogonaux, donc ils sont autoadjoints (question
de cours). Donc p — g est aussi autoadjoint car pour tous x et y,

((p=a)(x),y) = (p(x) — a(x), y) = (p(x), y)—(a(x). y) = (x, p(¥))—{x, q(¥)) = (x, (P

Donc par le théoréme spectral, p — g est diagonalisable en base orthonormée. Soit dé-
sormais x un vecteur propre unitaire, A la valeur propre associée. Alors

A= (u(x),x) = (p(x), x) = (q(x), x) .

Or, pour un endomorphisme symétrique s, de valeurs propres Aq,..., An, on a (E)
A [Ix]IP < (s(x), x) < Aq[Ix]1%. Donc (p(x), x) € [0,1] et —(q(x),x) € [~1,0]. Donc
xe[-1,1].

2. Déterminer Ker (u + Idg) et Ker (u—Idg).

Correction

Soit x € Ker (u+ Idg). Alors p(x) — g(x) = —x. Donc

—[IxII* = {p(x), x) — {q(x), x) = O|x|I> — [Ix||.

Comme on a égalité dans (E), on a x € ker(p) et x € ker(q — Idg). (c'est aussi fait en
cours) Donc x € ker(p) Nker(q — Idg).

Réciproquement, un tel x est bien dans Ker (v + Idg).

Pour Ker (u —Idg), on trouve de la méme maniére ker(p — Idg) Nker(q).

2.7 Fleurine Jaegler

Exercice 14. Soit (X,),cn- Une suite de réels positifs et, pour n > 1, y, = \/xl + VX + o+ VX

Correction

On remarque que (¥,)nen st croissante !

1. Etudier la convergence de la suite (y,)qen lorsque la suite (x,)qen est constante.

4‘ Correction

Ici yor1 = v/a+ y,. Soit £ la racine positive de I'équation ?—¢—a=0i.e.

1++144a
2

! =

On remarque que y; = v/a < £ et on montre par récurrence y, < £. La suite (y,) est
croissante et majorée donc convergente.

2. Etudier la convergence de la suite (y,)nen lorsque x, = ab®" avec a>0et b > 0.
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4‘ Correction

On observe que la nouvelle suite (y,) est désormais égale a b fois la précédente, elle est
donc convergente.

3. Montrer que la suite (y,) converge si et seulement si la suite (X%/T) est bornée.

Correction

Si (ya) converge vers £ alors x> < y, < £ donc (x,fﬂ) est bornée. Si (x,f*”) est bornée

par une certain M alors x, < M?", la suite (y,) définie par (x,) est alors inférieure a celle
obtenue par (M?"), cette derniére étant convergente, la suite (y,) converge.

Exercice 15. Soit A € ,(C). On suppose que rg(A) = 2,tr(A) = 0 et A" # 0,. Montrer que A est
diagonalisable.

Correction

On sait que A possede 0 comme valeur propre, et que Eq(A) est de dimension n — 2.

Le polynéme caractéristique de A s'écrit donc xa(X) = X"2(X — a)(X — b) avec aet b a
déterminer.

Si on avait a = b = 0, comme, par le théoréme de Cayley-Hamilton, xa(A) = 0, on aurait
A" = 0.

Donc a ou b est non nul. Mais comme Tr(A) =0,04+0+---+0+a+ b=0donc b =—a.
Donc a et b sont non nuls et sont distincts.

Donc a et b sont deux valeurs propres distinctes de A, et leurs espaces propres associés sont
des droites. Donc, comme n—2+ 1+ 1 = n, on en déduit que A est diagonalisable.

2.8 Marius Le Goff

Exercice 16. Pour n > 2, on s'intéresse a I'équation ¥ — x" = 0.

1. Montrer que cette équation admet exactement 2 solutions positives u, et v,, avec u, <
V.
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4‘ Correction

Soit n > 2. Soit x > 0. Alors on a I'équivalence

In(x 1
exfx”:O<:>x:n|n(X)<:>Q:f.
X n
. In(x) . L
On étudie alors f : x — —~ Cette fonction est dérivable sur ]0, +oo] et pour tout x
dans |0, +o0],
1 —1In(x)

f'(x) =

%0
donc f’ est nulle en e, strictement positive avant, strictement négative ensuite. Ainsi,
e sur |0, e], f est continue, croit strictement, tend vers —co en 0 et vaut % > % en e.
Donc par le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement
monotones, f prend une unique fois la valeur - en u, €]0, €].

. 1
e on fait de méme sur [e, +-o00[ car f(x) - 0< pe
X——+00

D'ou I'existence de u, et de v, vérifiant de plus u, < e < v,.

2. (a) Montrer que u, tend vers une limite L a déterminer.

Correction

: . L 1
Par la question précédente, f réalise une bijection de |0, €] dans } —00, e]' Notons

g la bijection réciproque associée. Alors

Up =g * (1) — g7'(0) =1,

n n—-+o00

par continuité de la bijection réciproque d'une fonction continue.

(b) Trouver un équivalent de u, — L.

Correction

On sait que pour tout n,

In(u,) 1
u, n
On écrit u, =1+ h,. Alors
L In(1+ hy,) hp
n  14+h, notoo 1°

1

donc h, ~ .
n—+oo N

On pourrait méme pousser le développement asymptotique...

3. Montrer que la suite (v,) diverge.

On sait que f réalise une bijection de [e, +oo[ dans } 0, e] . On note @ la bijection associée.
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Alors

car p(x) 3 oo

Exercice 17. Soit x € R et P € R,_5[X]. On considére la matrice A € #,(R) définie par :
Aij = P(x+i+j—2). Montrer que A n'est pas inversible.

Correction

On note, pour i dans [1, n],

Qi(X)=P(x+i+X—-2).

Alors la famille (Q1, .. ., Q;) est une famille de n vecteurs dans un espace de dimension n— 1,
donc elle est liee. Cette famille est liée : il existe (A1, ..., An) Vérifiant

n
Z AiQi = Ogpx-

i=1
n

Mais alors, pour tout J, ZA,Q;(]) = Og, ce qui assure que, si L1,..., L, sont les lignes de A,
i=1

n
Z AiLi = 01 5. Ainsi, les lignes de A sont liées donc A n'est pas inversible.
i=1

2.9 Thomas Lesage
1)

1 ef(t2+ x2 X )
Exercice 18. On pose f : x »—>/ — 7 dtetg:x »—>/ et dt.

1. Montrer que f est définie sur R et qu'elle est paire. Que vaut (0) 7

Correction
= ( t2+ 1)><2

Soit x € R. Alors t — —————
241

est continue sur [0, 1], donc f(x) est bien définie.
Ensuite, si x € R, alors

f(—X)ZAletZAIMdth(X),

t2+1 t2+1

donc f est paire.

2. Montrer que f est de classe € sur R et donner |'expression de f'(x).

[l s'agit d'effectuer un théoréme de dérivation des intégrales a paramétre. On note
e (£241)x2
h(x, t) = ———
(. t) t2+1
e pour tout x dans R, t — h(x, t) est continue et intégrable.
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e pour tout t dans R, x — h(x, t) est dérivable et

oh
O, ) = —2xe (@402,

e soit a > 0. Pour tout x dans [—a, a],

%(x, t)’ < 220~ (FHDX® <0y

indépendante de x et intégrable sur [0, 1].

Donc, par le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, f est dérivable sur tout
[—a, a], donc sur R et pour tout x dans R,

1
f'(x) = —2x/ e+ gy
0

3. Montrer que g est définie et de classe ¢! sur R.

4‘ Correction

Par le théoreme fondamental du calcul intégral, g est une primitive de t — e~ donc g
. — A . .

est dérivable et pour tout x dans R, ¢’(x) = e, qui est continue, donc g est €' sur

R.

4. Al'aide d'un changement de variable affine, montrer que : Vx € R, f'(x) = —29'(x)g(x).

Correction

Soit x € R. Alors

1
f'(x) = —2x/ e+ gy
0

1
= —2efx2/ e U xdt
0

X
oA —n A
u:tx—2ex/e “du
0

—24'(x)g(x).

5. Montrer que : Vx € R, f(x) = g —g(x)%.

4‘ Correction

On déduit de la question précédente, en intégrant, qu'il existe une constante C telle que
pour tout x dans R,

f(x) = —(9(x))* +C.

1
dt
Or, g(0) =0 et f(0) :/0 T = % donc C = % D’ou le résultat!
+o00
6. En déduire la limite de g en 400 puis conclure que / et dt = g
0
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4‘ Correction

[l s'agit d’appliquer un théoréme de convergence dominée a paramétre continu. On note

e~ (1+t%)x°

toujours h(x, t) = Wdt'

e pour tout x dans R, t — h(x, t) est continue, intégrable sur R,

e pour tout t dans [0, 1], h(x, t) —+> 0,
X——+00
e pour tout x dans R et t dans [0, 1],

[h(x, )] <1,

fonction intégrable sur [0, 1] et indépendante de x,

donc, d'aprés le théoréme de convergence dominée a paramétre continu,

1

f(x) — [ odt=o0.
0

X—r+00

On en déduit que (g(x))? - % et donc, par positivité de g, que g(x) =
X——+00 X——+00

vient de calculer I'intégrale de Gauss!

?. On

1 2 2 -1
Exercice 19. Soit A = 3 -1 2 2
2 -1 2

sa nature et ses valeurs propres.

. Montrer que A représente une isométrie, déterminer

—‘ Correction

/1
On remarque que les colonnes de A sont orthogonales et toutes de norme 5(4 +4+1)=1,

donc A représente bien une isométrie.
Calculons le déterminant de A :

1 2 2 -1
det(A) = = |-1 2 2
2 -1 2
2 2 -1
1
= 57 -1 2 2
2 -1 2
1 2 2 -1
SLsla-li 5 -1 2 2
0O -3 3
1 0 6 -3
SLieLiv2ls § 1 2 2
o -1 1
1 0 2 -1
=zt 2 2
0 —1 1
12 -
T 3-1 1
= ]_v

Donc A représente une isométrie directe. Donc A est une matrice de rotation. On détermine
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X
son axe. Soit X = | y |. Alors on a les équivalences
z
2 2 -1 X X
AX=X&s|-1 2 2 y] =31y
2 -1 2 z z
2X 42y —z =3x
S —x+2y+2z=3y
2X+ -y +2z=3z
—x+2y—z=0
S —x—y+2z=0
2X+—-y—z=0
—X+2y—z=0
= —3y+3z=0 Lo+ Lr— L,
3y —3z=0 L3+ L3+2L;
—Xx+2y—z=0
&
-y+z=0
1
< X € Vect 1
1

On a donc déterminé I'axe de la rotation. Déterminons ensuite I'angle 6.

1
e On sait que Tr(A) = 142 cos(f) donc 1+2cos(8) = 2 donc cos(8) = 5 donc 6 = i%.

1\ * 1
e Ensuite, onprend y € | 1| , par exemple y = [ —1 |. On calcule
1 0
1 1 0 0
Ay=A|-1] = 3 3| =1-1
0 3 1
On calcule ensuite
1 0
YANAy=[-1|A[-1
0 1
-1
=\|-1
-1

colinéaire a X avec un coefficient négatif, donc sin(6)

<0.
L T
Donc A représente la rotation par rapport a I'axe Vect 1 et d'angle 5
1
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2.10 Baptiste Rouard

dt. On pose f(x) = Za,,x” et I'on note R le rayon de

1+ t2>n “+00
n=0

1

Exercice 20. Soit a, = / (
0

convergence de cette série entiére.

1
1. Montrer que : Vn € N, o < ap < 1. En déduire un encadrement de R.

Correction

Soit n € N. Alors pour tout t dans [0, 1], on a I'’encadrement
2 n
1 < 1+t <1
240 2

En intégrant les inégalités, on en déduit on < ap < 1. On en déduit que R est supérieur

ou égal au rayon de convergence de E 1.x", c'est-a-dire 1, et inférieur au rayon de

1 .
convergence de Z gx”, c'est-a-dire 2. Donc 1 < R < 2.

2. Montrer que (2n+3)apt1 =14+ (n+1)a,.

4‘ Correction

Soit n € N. Alors

L4\
2+1:/ ( ) dt.
n q 2

Effectuons une intégration par parties en intégrant 1 en t et en dérivant (

1+ tz)”“

1+¢t?

n
> . On obtient donc

1
1+ 2\ 1 1+ £2\"
t< + ) —/ t(n+1)t< + ) dt
2 . o 2
1 1 2\ "
1—(n+1)/ t2< ”) dt
0 2
Y2411 /14 2\
:172(n+1)/ + ( i ) dt
o 2 2

=1-2(n+1)apt1 + (n+1)ap,,

en (n—i—l)t(

dny1 =

d’ou la relation de récurrence désirée.

+oo
3. En déduire que : ¥x €] — R, R[, (2x — x?) f'(x) + (1 — x)f(x) = an'
n=0
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Soit x €] — R, R[. Alors

(2x = x%) f'(x) + (1 — x)f(x) = (2x — x?) Z napx" "t + (1 - x) Z a,x"

n=0 n=>0
=2 E napx" — E napx™ 4+ E apx" — E apx"tt
n=0 n=>0 n=0 n=>0
= E 2na,x" — E (n—1Da,_1x"+ g anx" — E an—1x"
n=0 nz1 n=0 n=1

=1+ E (2nap, — (n—1)ap—1 + an — an—1) x"

n>1
=1+ E ((2n+1)a, — nap—1) x"

n>1

=1+ Z 1x" par la question précédente
n=1

= Zx”.

n=0

D’ou le résultat demandé.

4. Trouver ainsi une expression de f(x) pour x €] — 1, 1].

[l s'agit alors de résoudre I'équation différentielle

1

(2x = x?) F'(x) + (1 = x)f(x) = —

L'équation homogéne est
(2x = x*)y'(x) + (1 = x)y(x) = 0,
c'est-a-dire pour x # 0,
V) + 5V ) =0,
Résolvons déja sur ]0, 1]. On sait que I'on dispose de a, b réels tels que

1—x a b

— ==+ —.
x2-x) x x-2
. ) . 1 .
En multipliant par x et en évaluant en 0, on obtient a = 5 En multipliant par x — 2 et

) 1
en évaluant en 2, on obtient b = 5 Or,

X1 1 1 1
/ E+mdt— 5|n(x)+§|n(2—X)

On en déduit que I'ensemble des solutions de I'équation homogeéne est

{X . Ce_%ln(x)+%ln(2_){)' Ce R} = {X —

C
m’CER}'

On remarque que comme t(t —2) > 0 sur tout | — 1, 1], les solutions de I'équation
homogeéne sur] — 1, 0[ seront de la méme forme. On cherche désormais une solution de
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I'équation non homogéne. Soit ¢ une fonction € sur ]0, 1[. Alors, en notant g(x) =

w(x)?, on sait que g est solution de I'équation non homogeéne si et seulement
x(2 —x
Si 1 1

/

©'(x = ,

O = ~ T=x@—x)

donc
, 1
@' (x) =

(1 —x)v/x(2—=x)’

X
1
On veut calculer / dt (qui est bien définie car la fonction est inté-
o (1-t)t(2-1)

grable en 0). On fait le changement de variables v =1 — t. Alors

A (1—r>¢1mdt:‘/llxlu /“um

On note @(u) = V1 — u2. Alors ¢'(u) = \/7 Donc

4 u

X 1
/0 G_ovie—n " ) iz
. 1
= | g
1—x 1
-, ﬁ“"“’)"“

p(1-x)
/ i

1+s (1-x)
i }

1
2 1—s5s

©(1)
Or, (1) =0, donc

1+4/1—(1-x)2
1-1-(—x2|

x 1
/0 (1-1t)\/t(2—- t)dt 5

On en déduit que

Cx s 1 n1-1—\/1—(1—><)2
7 2v/x(2-x) |1-+1/1—-(1—-x)2

est une solution particuliére de I'équation différentielle.
Maintenant, pour trouver f, on remarque que g est la seule solution de I'équation diffé-
rentielle prolongeable par continuité en 0. En effet, quand x tend vers 0,

9(x) = 27(|n‘1+\/ﬁ‘—ln‘ m')
502(12)(\/1_(1_x)2+¢1_<1_x)2+o(m))

V1—(1-x)2

=1,

X—)O \/7
VX

x—0 +/2x
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donc g est prolongeable par continuité en 0. Toutes les autres solutions de I'équation

. . . C o
différentielle sur ]0, 1] différent de g de ? non prolongeable par continuité en
x(2 —x
0. On en déduit donc que f = g.

5. Trouver une autre expression de f(x) en montrant que : Vx €] — 1, 1],

1 too (1+t2)X n 1 1
f(x):/ LT dt:/ - dt,
OHXZ;) 2 0 1_%

et en calculant cette intégrale.

Correction

On remarque que pour tout x de | — 1, 1],

=3 [ (255) wa

n=0

1+ t2
2

n 1
> x". On veut montrer que Z/ pa(t)dt =
0

n=0

On note, a x fixé, @,(t) = <

1
/ Z(pn(t)dt. On va appliquer le théoréme d'intégration terme a terme :
0 n>o0

e pour tout n dans N, ¢, est continue,

e pour tout n dans N, ¢, est intégrable sur I,

1
. Z/ lon(t)]dt < 3 Ix]7 < +oo,
0

n=0 n=0

donc, par le théoreme d'intégration terme a terme,

f(x):/olz

1+t2>" )
x"dt.
n=0 ( 2
1
1
:/7dt
(1+¢t2)
0 155
1
2 1
[
o X3 —1-—1t2
2 (1 dt [2
X Jo ac—t X

_21 [kt
"~ Xx?2a 0

a—t
1 a+1‘

Vx(2 — x) " a—-1
B \/erl’

1
Vx(2-x) ln‘\/Q—x—l

Exercice 21. Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de E.

1. Montrer que F C (FL)L.
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4‘ Correction

Soit x dans F. Soit y € F. Alors (x,y) = 0 donc x € (F*)*.

1
2. Pour E = R[X] muni du produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t)dtet F ={P e E,P(1) = P'(1) = 0},
0
déterminer F* et (FL)L.

4‘ Correction

On ne demande pas de vérifier que I'on a un produit scalaire ici.

1
Déterminons F. Soit Q dans F*. Alors pour tout P dans F, / P(t)Q(t)dt = 0.
0

Considérons Q(X) = (X — 1)?P(X). Alors Q(1) = Q'(1) = 0 car 1 est racine au moins
double de Q. On en déduit que

/l(r —1)2P(t)%dt =0,
0

donc, comme t — (t — 1)2P(t)2 est une fonction continue, positive, d'intégrale nulle,
on en déduit que : YVt € [0,1], (t —1)2P(t)? = 0. En particulier, P s'annule une infinité
de fois (sur [0, 1[) donc P est le polynéme nul.

Donc F* = {Ogpx}- Ainsi, (F1)* = E.

. . 1
3. Retour au cas général : donner une condition suffisante pour que F = (FL) :

Correction

C’est du cours encore : il suffit que F soit de dimension finie. Si c'est le cas, on prend
(f, ..., f,) une base orthonormée de F, et alors on a montré que F @ (FY) = E, la
somme étant orthogonale. Donc F = (F1)*.

2.11 Adrien Valette
(Exercice [10])
Exercice 22. Soit A € .#,(R) telle que la suite (A¥)
On note R,_1[A] = {P(A), P € R,_1[X]}.
1. Montrer que B? = B.

Correction

La suite (A%¥)4en étant extraite de (A¥)xen, elle converge vers la méme limite, donc

Ak B
k—4o00

Mais

ke Converge vers une matrice B.

A%k = (AF) x (AK) — B x B,
k—+00

par continuité du produit matriciel, qui est bilinéaire en dimension finie.
Par unicité de la limite, on en déduit que B? = B.

2. On suppose désormais que A est diagonalisable avec p valeurs propres. En considérant une
division euclidienne, montrer que : Vk € N, A* € R,,_1[A].
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4‘ Correction
Comme A est diagonalisable avec p valeurs propres (Ag, . . ., Ap), On sait que A est annulée

p
par P(X) = H(X—%,-), qui est de degré p. Soit k € N. Effectuons la division euclidienne
i=1
de X¥ par P :
XK=PQ+R, o ReR, 1[X].

En évaluant en A, on en déduit que
AK = P(A)Q(A) + R(A) = R(A) € R,_1[A].

D'ou le résultat.

3. (ajouté) Démontrer que B € R,_1[A].

Correction

Comme Rp_1[A] = Vect(I,, A, ..., AP~1), R, 1[A] est un sous-espace vectoriel de
dimension finie de R[X], donc R,_;[A] est fermé. Comme A* o7 B et, pour tout k,
—+4o00

AK € R,_1[A], on en déduit que B € R,_1[A].

2.12 Exos en plus (RMS, BEQOS)

Exercice 23. Soient E un R espace vectoriel, N; et N, deux normes sur E.

1. Soit (u,) une suite qui converge dans (E, N1). On suppose que Ni et N, sont équivalentes.
Montrer que (u,) converge dans (E, N»).

Correction

Comme N; et N> sont équivalentes, on dispose de o et B constantes positives telles que
pour tout x dans E, aNi(x) < Na(x) < BNi(x). Ainsi, si I'on note £ la limite de (up)nen
pour la norme Ny, on sait que pour tout n dans N,

NQ(Un = Z) < ﬁNl(Un = Z) n—>—+>oo 0,

donc (up)nen converge vers £ pour No.

2. On suppose que pour toute suite (uy,), on a : (u,) converge dans (E, Np) si et seulement si
(u,) converge dans (E, Nb). Montrer que N; et N, sont équivalentes.

Raisonnons par contraposée. Si N; et N> ne sont pas équivalentes, alors :
e ou bien pour tout a > 0, il existe x dans E tel que aNi(x) > Na(x),
e ou bien pour tout 8 > 0, il existe x dans E tel que Nao(x) > BN1(x).

Supposons que la premiére proposition soit vérifiée. Soit n € N*. Prenons o = —. Alors
n

1
on dispose de u, dans E tel que ENl(U") > Na(up), ie. Ni(up) > nNa(up). Considérons

alors v, = —_ U Alors
ﬁNg(Un)
1
o Melva) = 72 520
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° Nl(vn) > \/En~>—+>oo +o00,

donc (V,)nen converge vers 0 pour No mais pas pour Nj.
On ferait de méme si la seconde proposition était vérifiée.
On en déduit le résultat demandé par contraposée.

1
3. Onprend E =R[X], a € Ret N,(P) = |P(a)\+/ |P'(t)|dt. Montrer que, si a, b € [0, 1], N,
0

et Np sont équivalentes.

4‘ Correction

Soient a et b dans [0, 1], disons a < b. Alors on remarque que

1
No(P) = |P<b>\+/0 P dt
- ‘P(a) +/b P'(t)dt‘ +/1 |P'(t)|dt
a 0
b 1
< |P(a)|+/ |P’(t)|dt—|—/o |P'(t)|dt

1
< |P(a)|+2/O |P'(t)|dt
< 2N,(P).

On ferait de Méme dans I'autre sens et on aurait N,(P) < 2N,y(P).

n
4. Soit, pour n € N, P, = o Trouver les valeurs de a telles que (P,) converge pour N, et

déterminer alors la limite.

Page 31 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

4‘ Correction

On va distinguer plusieurs cas :
e Si|al <2, alors

— ‘a|n ' n n—1 _ |a‘n 1
Na(Pn)— + o %t dt—7 ?n—>—+>oo 0,

donc (P,) converge pour N,, et sa limite est nulle.
e Si |a] > 2, le méme raisonnement que précédemment montre que N,(P,) —

n—-+oo
400, donc, comme une suite convergente est bornée, (P,) ne converge pas pour

N,.
e Sia=2, alors )
Ny(P)=1+— — 1,

2" p—+co

donc (P,)nen est bornée. On remarque alors que

1
Ny(P,—1) =0+ = — 0,

2” n——+o0o
donc (P,) converge pour N,, vers 1.
e Si a= -2, alors quel que soit Q dans R[X], on a
Na(Pr = Q) 2 [Pa(=2) = Q(=2)[ = [(-1)" = Q(-2)I,

qui ne tend pas vers 0. Donc (P,) ne converge pas pour N,.

5. En déduire que N, et Np ne sont pas équivalentessi0O < a< bet b> 1.

Correction

. 1 .
Si0<a<betb>1, onpose P(X) = ~t Alors, par le méme raisonnement que

. 1 . . . .
précédemment (valide car — — 0, voila pourquoi on avait besoin de b > 1), (P,)nen
b n—+oco

converge vers 1 pour N, mais vers 0 pour N,, ce qui montre que les deux normes ne sont
pas équivalentes.
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3 Concours Centrale-Supélec — Maths 1

3.1 Paul Benoit

—+00
B 1 1
Exercice 24. 1. Soit o > 0. Etudier la convergence de E ——— puis celle de E —— -
<~ nin(n) = nin(n)(i-)

4‘ Correction

Soit f : t —
n>=?2,

m. Alors f est définie et décroissante sur [2, +oc[, donc pour tout

L 2/"“ 9 In(in(n+ 1)) — In(In(n)).

nin(n) tin(t)
Or, la suite (In(In(n)))p>2 diverge donc la série de terme général
1
nln(n))n>2

(In(In(n+1)) = In(In(n))) >, diverge. Ainsi, la série de terme général (

diverge.
On conclut en disant que pour & > 0, 1 — a < 1 donc

1 <. 1
nin(n)t=« = nin(n)’

donc, par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général

( L ) diverge
nin(n)t—« 2 ’
+o00

Soit ® une application décroissante et continue de [ng, +oo[ dans R telle que Z ®(n) diverge.

n=ngp
+o00
2. Déterminer le rayon de convergence de Z d(n)x".
n=ngp
+oo
Déja, Z ®(n) diverge, donc le rayon de convergence de la série entiére est inférieur ou
n=nop
égal a 1.

Ensuite, par décroissance de &, ®(n) < ®(ng) pour tout n = ng. On en déduit que le rayon
de convergence de la série est supérieur ou égal a celui de la série entiere th(no)x”,

qui vaut 1.
“+oo

Finalement, le rayon de convergence de Z ®(n)x" vaut 1.
n=no

+00 400 “+00
3. Montrer que E d(n)x" - ~+00. En déduire que E d(n)x" ~ / o(t)xtdt.
X—1" xX—1

n=no n=no o

On n'a malheureusement aucun résultat nous permettant de dire directement que S(x) =

+o0
Z ®(n)x™ — 4o0. On va donc revenir a la définition. Soit M > 0. Soit N tel que

x—1-

n=nop
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N
Z ®(n) = 2M (un tel N existe par divergence de ZCD(n).

n=nop

N| —

. 1
Soit € > 0 tel que pour tout x € [1—¢, 1], xN > 5 Alors pour tout n < N, x" > xV >
Alors pour tout x € [1 — ¢, 1],

N N N N
) 11 1
n=nop n=nop n=nop n=nop

D'oll S(x) 1 too.

X—>
Ensuite, on va effectuer une comparaison série-intégrale pour montrer |'équivalent désiré.
Soit n > ng + 1. Alors par décroissance de t — ®(t)x*, on a

n+1 n
/ O(t)xtdt < P(n)x" < / o(t)xtdt,
n n—1

+oo
/ d(t)xtdt < S(x),

Mo

et +o0
S(x) — d(ng)x™ < / d(t)xtdt.

Mo

En divisant par S(x),

®(ng)x™ 1 Foo .
SO0 < 500 /no d(t)x"dt < 1.

Comme P(ng)x™ — d(ng) € R et S(x) — +o0, on en déduit que
x—1 x—1

1—

1/+Ood>(t) tdt — 1
SC) /o M

ce qui est exactement |'équivalent recherché.

3.2 Eva Chaudanson

Exercice 25. 1. Soit u € Z(E) un endomorphisme d'un C-espace vectoriel E de dimension n.
On suppose que u posséde exactement 2 valeurs propres distinctes, A\; et A>. Montrer que u
est diagonalisable si et seulement si il existe deux projecteurs p; et p, tels que u = X1 p1+Xopo
et pr + po =Idg.

Si u est diagonalisable, on dispose d'une base & dans laquelle la matrice de u est diago-
nale. Quitte a réordonner les vecteurs, on peut écrire

Matz(u) = <A(1OI§1 x(20112> =) ((IO) ESDMQ <Eg; (IO)> = M\ Matz(p1)+X Mat 4

ol p; et po sont, étant données leur matrices, des projecteurs tels que p; + p>» = Idg.
S’il existe deux projecteurs p; et p, tels que u = A1p1 + Aapo et p; + po = Idg, alors on
montre que u est diagonalisable. Le plus simple est de montrer que (X — A1)(X — A2)

—~~

P2),
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annule v :

(u—=XIdg) o (u—=XIdg) = (A1p1 + Xop2 — Aildg) o (A1pr + Aopo — A2ldg)
=2 = A1)p2o (A1 — A2)p1
=—(A1—X2)’p2opy
=—(A1 — X2)’p2 0 (Idg — p2)
= O02(g).

donc u est annulé par un polyndme scindé a racines simples, donc est diagonalisable.

a+b a a
a a+b
2. Soit (a,b) € C* x C*. Montrer que A = _ _ _ _ est diagonali-
a a - a+b

sable.

4‘ Correction

Je ne sais pas quel est le lien avec la question précédente... On écrit que A = aJ+bl,, J est
diagonalisable (on I'a fait 3 fois en cours), donc J = PDP~!, donc A = P(aD+bI,)P~*
est diagonalisable.

3.3 Nathan Couédel

Exercice 26. Soit n € N*, (-, -) un produit scalaire sur R" et B = (ey, ..., en) une base de R".
Pour (i,j) € [1, n]? on pose ajj = (ej, ) ; et 'on considére Ag = (a;;)1<i<ni<j<n -
1. Montrer que : VX € R”,¥X € R”, (X,Y) = Matg(X)" Az Matz(Y).

Correction

n n
Soient (X,Y’) dans R". On écrit X = Zx,-e, etY = Zy,e,: Alors
i=1 i=1

(X,Y) = <zn:x,-e,-, Xn:)/jej>

=Y "> xyife &)

i=1 j=1

n

n
=D X
i=1 j=1
n n

=D %>y,
J

i=1 =1

= zn:Xi[AY]i

= Mat(X)" AMatz(Y).

2. Soit C une autre base de R” et P la matrice de passage de B vers C. Montrer que : Ac =
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PT Az P.

Correction

notant C = (¢, .. ., Gl

[Aclj = El AcEj = (ci ).

(ci, ¢) = Matp(c;) " AgMatp(c;)
= (PMate(c;)) " AsPMate(c;)
= Matc(c;) " PT AgPMatc(c)
= E PTAgPE;
= [P AgPlpij,

d'ou I'égalité entre les deux matrices, par égalité sur les coefficients.

Soit (i,j) € [1, n]?. Alors en notant (£, ..., E,) la base canonique de .#,1(R), et en

3. En distinguant les cas n = 2 et n > 3, montrer que Tr(Ag) > 0 et det(Az) > 0.

Correction

Pour la trace, pas besoin de disjonction :

n n
Tr(Ag) = > (e e)=> llel*>0,
i=1 i=1
car aucun des ¢; n'est nul. Ensuite, pour n =2,

det(Ag) = |les])” [le2]]” — (er, &) > 0,
colinéaires.

det(PT)det(P) = det(P)? > 0.

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui est stricte étant donnée que e; et e> ne sont pas

Si n > 3, on prend une base orthonormée (fi, ..., f,) = &€ de E. Alors A = 1, et
donc on dispose de P inversible telle que Az = PTP. Ainsi, det(Ag) = det(P'P) =

4. Montrer que pour tout entier p > 2, (Ag)” est définie positive.

Correction

Déja, Ag est bien symétrique, c'est important de le dire.
Soit U € R". Alors UT AgU = (PU)TPU = ||PU||*> > 0. De plus, ||PU|| > 0si U

P est inversible. Donc Ag est symétrique définie positive.
Comme Ap est symétrique réelle, elle est diagonalisable. En notant (Aq,...,

positives. Donc Ag est bien définie positive.

Ensuite, on a vu dans la question précédente qu'il existe P inversible telle que Ag = PTP.

# 0 car

An) ses

valeurs propres (strictement positives car Ag est définie positive), alors pour tout p dans
N, Al’; est diagonalisable et ses valeurs propres sont (A‘f ..... AP qui sont aussi strictement
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3.4 Liv Craen et Théophile Cirier

Exercice 27. Soit (X,),>; une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique

de paramétre p €]0,1[. On note g = 1 — p et pour n,k € N avec n > 2 et k > 1, on pose :

An=(Xy < < Xp) up =P (An), Bak = (X1 =k, X1 <+ < X)), Vak = P(Bnk). Enfin pour
n

neN*,onpose:wn:H(l—qj).

j=1

1. Calculer P (X1 = X3) et P (X1 < X»).

4‘ Correction

Comme {(X1 = n), n € N} est un systéme complet d'événements,

]P)(Xl = X2) = ZP(XI = X2, X1 = n)
n>1
= ZP(XQ = I’],Xl = n)
n>1
= Z]P’(Xl = n)P(X, = n) par indépendance
nz1

o 2 _2n—2
=> p’q

n>1

_ p2 Z(q2)n71

n>1

=p

b= @A

Ensuite, en utilisant la formule des probabilités totales,

P(Xl < X2) = ZP(XI < Xp, X1 = n)

n>1

:Z]P)(X2 > n, X :n)

nz1
= Z]P’(Xl = n)P(X, > n) par indépendance
n>1

=> pq" 1"

n>1
=pq» (q*)*
n>1

Pq
1-¢%

+o00
2. Pour n = 3 et k € N*, montrer que : v, x = pght Z Vn—1,-

J=k+1
Correction

On fixe n > 3 et k € N*. Alors, comme {(X> = j),j € N*} est un systéme complet
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d'événements,

Vi, k :]P)(Xl =k X1 < < Xn)
+o0
=3 P(X1=k X1 < < Xp, X2 =)
Jj=1
+oo
= Z P(Xy =k, Xo < X3 < -+ < Xp, Xo =)
Jj=k+1
“+oo
= > P(X1=KP(Xz < X3 <+ < Xp, Xo =)
J=k+1
+o0
= Z pg IP(Xo < X3 < -+ < Xp, Xo = ).
J=k+1

Or, par indépendance et caractére identiquement distribué des (X)),
P(Xo < Xz <+ < Xp, Xo=J) =P(X1 < Xa < -+ < Xp_1, X1 =) = V1.

Donc

+o00
k—1
Vnk = Pq E Vn—1,-

Jj=k+1
Al * 1 k—1\" o N ; X
3. En déduire que, pour n > 2 et k € N*, v, = (pq ) g™ ou o, est un entier a
n—1
préciser
.
Correction
La, c'est intéressant, on va procéder par analyse-synthése! Si on écrit que v,x =
1
— (pg"=1)" g Alors on remarque que
n—1

+o0 +o0 1 )

_ _ o
pa Y oy =pd Tt Y ——(pd )" g

j=k+1 ok =2
1 = 1
:quq pn71qan,1 Z (qnﬂ)J
Tn—2 -
J=k+1

1 1
_ k—1 n—1 on_1 n—1\k
Pa P (@) Tt S

_ pnqk—1+kn—kqo¢,,,1 1l
Th-1

n_ kn—1 jon-1

=pq q
Th-1

— pnq(k—l)n-kn—lqan,l 1
Th-1

kfl)n ap-1+n—1 1

=p"(q q
Th—1

(n—-1)

Ici, on voit quel'ona a, = a,_1+n—1. Donca, = C+ 5 , ol C est a déterminer.
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Vo k = ]P)(Xl = k,X2 > Xl)
= P(X; = K)P(X> > k)

= pg"'q"
— pg?k-1
1 1
k—1\2 k—1\2 1

={pPq —q=(pq q —.

(pa )2 a = (pa*)%a" -

. n(n—1) . } 3 )
donc ar = 1. Ainsi, a; = — On démontre le résultat par récurrence sur n ensuite.
4. Etablir enfin que, pour n > 2, u, = —pP"q™ ot B, et 7, sont des entiers que 'on préci-

Tn
sera.

Correction

Uy =P(X1 < - < X,)

On conclut en disant que, par la formule des probabilités totales,

o0
pnqa,, Z(qn)kfl

+oo
=3 P(X1=k X1 < Xo <+ < Xp)
k=1
+o00
1 _ 1
= (pg*)" g™ =
k—1 Th—1 Th—1
1 1
— pnqa” -
Th—1 1 q
— AN 40
= 7Tnp aqa,
n(n—1
d'ou le résultat en posant G, =nety, =a, = %

k=1

5. (question qui n'était pas dans la planche, en mode Centrale Maths Il) Vérifier le résultat avec

python.
On propose
1||import numpy as np
2 || import numpy.random as rd
3
4| def A(n,p):
5 i =1
6 x = rd.geometric(p)
7 y = rd.geometric(p)
8 while i<n and x<y:
9 x,y = y,rd.geometric(p)
10 i+=1
11 return i==n
12
13 || def pi(p,n):
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14 q=1-p
15 res =1
16 for i in range(l,n+1):
17 resx= (1l—q*=xi)
18 return res
19
20 || def estim(n,p,N):
21 q=1-p
22 res = 0
23 for _ in range(N):
24 res+=A(n,p)
25 return res/N,(1/pi(p,n))*(p**n)*x(qg**x(nx(n-1)/2))

Et on trouve

26 || >>> estim(2,0.3,100000)

271/ (0.41274, 0.41176470588235287)
28
29 || >>> estim(3,0.3,100000)

301/ (0.0934, 0.09213000268600584)
31
32 ||>>> estim(5,0.4,100000)

331/ (0.00041, 0.0003843205394579759)

Ce sont des résultats cohérents!

3.5 Elise D’Andréa

Exercice 28. On se place dans R® muni de la norme euclidienne canonique.
On considére I'équation (1) : ®'(t) = A(t)®(t) ot ® est une application de classe €* de R dans R3
et A une application continue de R dans .#z(R). On admet le théoréme : pour tout (tp, Xo) € RxR3,
il existe une unique solution de (1) vérifiant (t0) = Xo .

1. Vérifier ce résultat avec ty = 0 lorsque :

0O 1 0
(a) Aestconstanteavec A=|—-1 0 O
0O 0 0
On étudie le systéme
X'(t) 0 1 0\ /x(t) y(t)
Yy =[-1 0 o] ()] =-x()
Z'(t) 0 0 0/ \z(t) 0

avec la condition ®(ty) = Xo.
Analyse. Soit une solution du systeme. On sait déja que I'on dispose de ¢ € R tel
que pour tout t dans R, z(t) = c.
Ensuite, x'(t) = y(t) donc x”(t) = y'(t) = —x(t), donc on dispose de (a, b) € R?
tels que x(t) = acos(t)+bsin(t). On en déduit alors que y(t) = x'(t) = —asin(t)+
bcos(t).
Ainsi, on dispose de (a, b, c) € R? tels que
acos(t) + bsin(t)
&(t) = [ —asin(t) + bcos(t)
c
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X0
De plus, ®(tg) = Xo = | Yo |, donc ¢ = zy et (a, b) est solution du systéeme
20

acos(ty) + bsin(tg) = xo
—asin(ty) + bcos(tg) = yo

Donc
a\ _ (cos(ty) —sin(to)) (X0
b/~ \sin(ty) cos(ty) Yo
D’ot I'unicité de la solution. Synthése. En posant a, b, c comme ci-dessus et ®(t) =

acos(t) + bsin(t)
—asin(t) + bcos(t) |, on vérifie bien que ® est solution de I'équation différentielle

c
avec la bonne condition initiale.
14 t2
) A= | | L
1+ t2
0 0 0

Correction

X0
Analyse. Soit ® une solution de ®'(t) = A(t)®(t) telle que d(tg) = Xo = | Yo
20
Alors pour tout t,
X(t) = T2 ox(2)
1+t
1
"(t) = ——=y(t
Y0 = Ty (®
Z(t)=0

Donc on dispose de (a, b, c) € R? tels que pour tout t,

x(t) = ae"H) = gIn(1 + tA)y(t) = perretan(t)
Z(t)=c

La encore, (a, b, c) sont déterminés de maniére unique et la synthése s'effectue
sans difficulteé.

2. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
e Pour toute solution ® de (1), ||P|| est constante.

e Pour tout t € R, A(t) est antisymétrique.

Supposons d’abord que pour tout t dans R, A(t) est antisymétrique. Soit ® une solution
de (1). Notons f(t) = ||®(t)||%. Alors f est dérivable. Soit t € R. Alors

(1) = 2(d(t), D'(t)) = 2(P(t), A(t)D(t)) = 2d(t) TA(t)D(t).
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Mais f'(t) est un réel, donc
(1) =f' ()T =20(t) TAT(®(t) )T = —20(t)TAD(t) = —F'(t),

donc f'(t) = 0, et ce quel que soit t € R. On en déduit que f est constante sur R, i.e.
& est de norme constante.

Réciproquement, supposons que toute solution @ de (1) soit de norme constante. Par le
méme calcul que précédemment, on obtient que pour toute solution ®, tout t dans R,

(d(t), A(to)d(t)) = 0.

Soit to € R. Soit X € R® et ® I'unique solution de (1) vérifiant ®(ty) = X. Alors la
relation précédente nous indique que (X, A(tg)X) = 0 et ce pour tout X.
Soient alors X et Y deux vecteurs de R3. Alors

(X+Y, Altg) x (X+Y)) =0,
soit, en développant et en simplifiant ce qui doit étre simplifié,
(X, A(to)Y) = — (Y. A(to) X) -
D'ou, en prenant X = ¢; et Y = ¢; (base canonique de R?),
[A(t0)];j = (&, A(to)e;) = — (&, A(to)ei) = —[A(to)];i

ce qui signifie exactement que A(tp) est antisymétrique.

3.6 Nils Dérouet

(2p+2)" x"
2p+ 1!l
1. Déterminer les réels x pour lesquels la famille (u, (X)) (n p)ene €St sommable.

Exercice 29. Pour (n, p) € N® on pose uj ,(x) = (—1)P
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4‘ Correction

Soit x € R. Alors

(2p+2)" |x|"

‘Un,p(x)| = (2p+ 1)| n! -

On en déduit alors, en faisant des calculs dans Ry U {+oco},

1
S lunp(¥)] = e+,
: |
= (2p+1)!

Et

S5 e =Y m olXI(2p+2)

p=0 n=0 p=0

— e‘X|sh(e|X‘) < to0,

la famille (up,p(X))(np)enz €St sommable, quel que soit x € R.

+o00

an X"
2. Donner le rayon de convergence et la valeur de u(x) = Z ”n oll a, = Z(—l)p

n=0

Correction

X a,x"
n
U(X) = Z n!
n=0 '

+o0 +oo

= Z Z Un,p(X)

n=0 p=0
+oo +00

= Z Z Un,p(x) par sommabilité.

p—O n=0
_ Z( 1)pe(2p+2)x

=¥e S|n(eX).

(2p+1)'

Soit x € R. Par la question précédente, la famille (uy ,(x))(np)ene €st sommable, donc

+o0
3. Montrer que / e fu(t)dt est bien définie.

—0o0

dans ]0, +oo], strictement croissante. Comme

sin(et) _ et sient(ef) _ Sin(i(f;)f))(p,(t)’

On remarque que e ‘u(t) = sin(e?). Or, en notant ¢(t) = e’, ¢ est une bijection de R
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+o0

le théoreme de changement de variables assure que / e u(t)dt a la méme nature
que o

400 i

sin(t
[0y,

0 t

qui est bien définie (fait en cours, faire une IPP).

4. (question ajoutée) La fonction t + e 'u(t) est-elle intégrable sur R ?

| sin(t)|

Non, elle ne I'est pas car t — n'est pas intégrable sur R (déja fait en cours).

3.7 Niels Descourviéres
Exercice 30. Soit n € N* et Xq,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de

méme loi : P(Xy, =1) =P(Xx =—-1)=1/2. On pose S, = %ZX,( et W(X\) = In(ch(\)).
k=1

1. Soit Z une variable aléatoire telle que pour tout A > 0, e*? soit d’espérance finie. Montrer
que : YA >0, YVt €R, P(Z > t) < e ME(eM).

Correction

Soit A >0 et t € R. Alors,

P(Z>t)=P(AZ=At)car A >0
_ P(e)\Z > )\t)

< E(QXZ)
ert !

e™") par croissance de la fonction exponentielle

ce qui est exactement la relation cherchée.

2. Montrer que P(S, > 0) > 1/2.

Correction

1 n
Soit n € N. On note Y, = —Xk. Alors Yy ~ X, donc T,, = " ZYk = —5,, suit la méme
k=1

loi que S,,.
Ainsi,

P(S, 2 0) =P(T, 2 0) =P(5, <0) =1-P(5, >0) 21 -P(S5, > 0),

car P(S, > 0) > P(S, > 0). On en déduit que

2P(S, > 0) > 1, donc que P(S, > 0) >

N -

1
3. Montrer que : Vt € R, - IN(P(Sn > t)) <inf{W(X) —At, X >0}
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4‘ Correction

Soit t € R. On sait que pour tout n dans N, pour tout A > 0,

P(S, > t) = P(nS, > nt) < e ME(MS0).

Or,
n
E(eknsn) —F (H e)\Xk>
k=1
n
= H E (e*¥) par indépendance mutuelle de (X, ..., Xn)
k=1
Or, NN
E(eM*) = % =ch(N).

Ainsi, on en déduit que
P(S, > t) < e Mch(\)",
d'ou
In(P(S, = t)) < —Ant + nin(ch(X)),

d'ou le résultat désiré en divisant tout par n.

3.8 Oriane Gicquiaux

Exercice 31. Soit £ I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1]. Pour f € E et x €]0, 1] on pose
1 X
T(f)(x) = ;/ f(t)dt; et I'on pose T(f)(0) = f(0).
0
1. Montrer que T est un endomorphisme de E. Est-il injectif 7 Surjectif ?

Correction

La linéarité de T est claire (a vérifier quand méme a I'oral). Soit f € E. Alors,

1 X
TnyHf/fUMt
X Jo
En notant F une primitive de f, on a, pour tout x dans [0, 1],

T()() = T O,

qui est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 par F’(0) = £(0). Donc

T(f) € E, T est bien un endomorphisme.

Etude du noyau de T. Soit f telle que T(f)(x) = 0 pour tout x. Alors pour tout x de
X

10, 1], / f(t)dt = 0. Soit, en dérivant cette expression, pour tout x de ]0, 1], f(x) = 0.

0
Donc f est nulle. Donc T est injectif.

T n’est pas surjectif. En effet, tous les éléments de Jm(T) sont €* sur ]0, 1]. Donc T
n'est pas surjectif.
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2. Onsedonne f et g dans E et l'on pose F(x) = x/ f(t)g(t)dt— (/ f(t)dt) (/ g(t)dt).
0 0 0

(a) Montrer que F est €' sur ]0, 1] et mettre F’ sous la forme d'une intégrale.

—‘ Correction
X

Par définition, x — / o(t)dt est €' dés lors que ¢ est continue. Donc F est €
0
et pour tout x dans |0, 1],

F'(x) = /OX f(t)g(t)dt + xf(x)g(x) — f(x) /OX g(t)dt — g(x) /OX f(t)dt
=Axmwmw+fumu»—ﬂmmw—nguwt
=A?ﬂn—ﬂmxmw—mnwt

(b) Montrer que si f et g sont de méme monotonie, alors T(fg)(x) = T(f)(x)T(g)(x).

Correction

Si f et g ont méme monotonie, pour t € [0, x], (f(t) — f(x))(g(t) — g(x)) garde
un signe constant.

Donc F' est positive, donc F croft. Comme F(0) = 0, on en déduit que F est
positive sur [0, 1], d'ou I'inégalité désirée.

(c) (question ajoutée) Quand a-t-on égalité dans I'inégalité précédente (en supposant tou-
jours f et g monotones) ?

—‘ Correction

S'il'y a égalité, cela signifie que F est constante égale a 0. Cela signifie en particulier
que F(1) =0, donc que

AYﬂw—mnxmn—gu»wzo

Mais t — (f(t) — f(1))(g(t) — g(1)) est continue, de signe constant, d'intégrale
nulle, donc elle est constante égale a 0 sur [0, 1]. Donc f et g sont constantes.
Réciproquement, si f et g sont constantes, il y a bien égalité.

3. (question ajoutée) Déterminer les éléments propres de T.

On a déja regardé ker(T).
Analyse. Soit \ une valeur propre non nulle de T, @ un vecteur propre associé. Alors

T(p) = Ao,

donc ¢ est dérivable sur ]0, 1] et pour tout x €]0, 1],

/OX p(t)dt = Axp(x).
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En dérivant, on obtient
P(x) = Xp(x) + Ax¢'(x),
soit

o' (x) + ! ; A p(x) =0,

donc on dispose de C tel que pour tout x €]0, 1],

o(x) = Ce(G=1)INX) = cxa-

. . - 1 .
fonction qui n'est prolongeable par continuité que si N 1>20,ie.0<A<1
Synthése. Soit A\ €]0, 1]. Alors X est valeur propre de T, de sous-espace propre associé
Vect (X — X%_l).

3.9 Maxence Herbelin

Exercice 32. Soit E I'ensemble des fonctions f continues de Ridans Ry pour lesquelles existe
a € RY tel que x*f(x) tende vers 0 quand x tend vers +oo.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

4‘ Correction

On montre que E est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des fonctions continues de
R, dans Ry.

Déja, la fonction nulle 6 vérifie bien que x*?6(x) —+> 0, donc 0 € E.
X—+00

Soient ensuite f et g dans E, X\ et u dans R. On dispose de réels strictement positifs
et B tels que x*f(x) — 0et xPg(x) — 0. En prenant v = min(c, B), on obtient
X—r+00 X—r+00

XYAF(x) +ug(x)) —— O,

d'ou le résultat : E est un espace vectoriel.

Dans la suite on se donne f € E.

+o0o
2. Montrer que g : x — ex/ e 'f(t)dt est correctement définie et vérifie : ¢'(x) — g(x) =
F(x). :

Correction

1
Déja, on sait que I'on dispose de o > O tel que f(t) = o0 (X> Donc t + e 'f(t)

—+00
+o0
est bien intégrable sur R;. Ainsi, x — / e 'f(t)dt est correctement définie et est

dérivable, de dérivée —e *f(x). Ainsi, g est dérivable et pour tout x dans R,

+o00
J(x) = ex/ e 'f(t)dt — eXe ™ f(x) = g(x) — f(x).

3. Soit fo = f puis, par récurrence, f,u1 = f o f,. Montrer que (f,)) converge uniformément sur
R,.
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’_‘ Correction

3.10 Frédéric Hor

Exercice 33. Soit M € .#,(C).
1. On suppose que M? est diagonalisable et M inversible. Montrer que M est diagonalisable.

Correction

Comme M? est diagonalisable, elle est annulée par le polynéme

P = ﬁ(x - i),

i=1
ot (Ag,..., Ar) est le spectre de M?. Comme M est inversible, M? aussi, donc 0 n’est

r r
pas valeur propre de M?. Donc 1_[(/\/12 — X\I,) = 0,, donc le polyndme I_I(X2 - )
=i i=1
annule M. Notons, pour tout /, §; une racine de A;. On sait que comme \; # 0, §; # —9;
et que si i # j, ; # £0;, donc

r r

QX) = [Ix® =) = [Ix =) (x +6)

i=1 i=1

est un polynéme scindé a racines simples qui annule M. Donc M est diagonalisable.

2. On suppose qu'il existe @ € C[X] vérifiant Q(M) diagonalisable et Q'(M) inversible. On se
propose de montrer que M est diagonalisable.
(a) Montrer qu'il existe P € C[X] scindé a racines simples tel que P o Q(M) = 0,,.

—‘ Correction

Comme Q(M) est diagonalisable, elle est annulée par un polynéme scindé a racines
simples, donc il existe P € C[X] scindé a racines simples tel que P(Q(M)) = 0,,
i.e. PoQ(M)=0,.

(b) Soitfs,..., Bk les racines de P. En considérant les polynémes (Q(X) — B1)., ..., (Q(X) —Bn),

montrer que toute valeur propre de M est racine simple de P o Q. Conclure.

Soit A\ une valeur propre de M. Comme P o Q annule M, on en déduit que
k

[T -p) =0,

i=1

donc on dispose de j tel que Q(A) = 3;. Ce j est par ailleurs unique car P est scindé
a racines simples. Donc la multiplicité de A dans P o Q est égale a la multiplicité de
A dans Q(X) — 3.
Or, Q'(N\) # 0. En effet, Q'(A) est inversible, donc X\ n’est pas racine de Q' (sinon
on aurait @ factorisable par X — X et donc Q'(A) = (A — A1) B, non inversible).
Donc X est racine simple de Q(X) — ;, donc de Po Q.
On en déduit que

PoQ=Rx J] (X=X,

AT Sp(v)
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oll R est un polyndme qui n'admet aucun X\ de Sp(M) comme racine. Donc R(M)
est inversible. Mais P o Q(M) = 0,, donc

H (M —AlL,) =0, donc M est diagonalisable.
AESP(M)

3.11 Fleurine Jaegler

Exercice 34. Soit f une fonction de classe > de R dans R et, pour n € N, M, = ||| .

2M, M
1. Montrer que pour tout x dans R et a > 0, |f'(x)] < TO + %. En déduire : M? <
4 Mo Ms.
Soit x dans R, a > 0. Par I'inégalité de Taylor-Lagrange, on sait que
M 2
[F(x +2) = F(x) = af (x)] < —=-
donc
My a? My a?
alf (0l € == +If(x +2) = F()| < == +2Mo,
d'ou v oM
avip 0
f! S ——+—,
POl < 52+ =
et, en prenant a = Mo
) p = M,
()] < 2/ MoMs,
d'ou le résultat désiré.

2. On suppose qu'il existe deux réels K et R tels que : Vn € N, Mo, < K1(2n)!R?". Montrer
qu’alors il existe un réel Ko tel que : ¥n € N, Mapr1 < Ko(2n + 1)IR?™L. En déduire que f
est développable en série entiére.

Soit n € N. Alors par la question précédente,

< 2v/ Moy Moo

< 2y/K1(2n)IR27K1 (2n + 2)IR2n+2
< 2K1(2m!/(2n +1)(2n + 2)R?™L

V(2n+1)(2n+2)
2n+ 1 n——+oo

1,

donc la suite V(@2n+1)(2n+2)
2n+1

> converge, donc est bornée par C > 0. Donc
neN

Mani1 < 2K1C(2n + 1)IR?™L
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ce qui est exactement le résultat attendu. On en déduit que I'on dispose de K3 tel que
pour tout n dans N,
M, < Kzn!R".

D’ou
(0
‘n(l)' < K3R™,

f(”)(o)
n!

1 1 .
de rayon de convergence égal a —, donc pour |x| < —=, la série E x" converge

absolument, d'ou le caractére développable en série entiére de f.

3. (question ajoutée) La réciproque est-elle vraie?

4‘ Correction

La réciproque n’est absolument pas vraie, car exp est développable en série entiére mais
aucune de ses dérivées n'est majorée au voisinage de 0.

3.12 Marius Le Goff

+oo
Exercice 35. 1. On veut montrer la relation suivante : /o ch(t) Z (2 mn 1)2

(a) Justifiez la convergence de I'intégrale.

—‘ Correction
. t .
La fonction t — ch(t) ne s’annule pas sur R donc t +— T(t) est continue sur
[0, +o0l.
De plus,
t 2t 2t3
t2 = ~ — — 0,
ch(t) el + et totoo et totoo

donc o ! intégrable en 400, donc I'intégrale converge bien

= =, 00, .

ch(t) t—+oo t2 J g J

22( 1)/7 e (2n+1)t

(b) Montrer que pour tout t dans R,

h(f)
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Soit t € R . Alors
t 2t
ch(t) Tettet
2tet
TTrew
=2te! Z(—l)”e_2”t car 2t €]0, 1]
n=>0
— 22(_1)nte—(2n+1)t.
n=>0
Pour t = 0, les deux quantités sont nulles donc la formule a aussi un sens.

(c) Conclure.

Correction

On pose, pour tout ndans N, f, : t — 2(—1)"te

7(2n+1)t_ Alors

° Z f, converge simplement,

e pour tout n dans N, f, est intégrable sur R, et

+o00 +o00
/ |, (t)|dt = 2/ te=(2n+1)t,
0 0

On fait alors une intégration par parties, en dérivant u : t — t et en intégrant

v ot e (@Dt Cette intégration par parties est possible car le crochet

|: e7(2n+1)t

+o0
—t— converge. On a alors
2n+1 ]0 J

+o0 —(@2n+1)t7 T 2 +oo
/ |fa(t)]dt = [—2156 } + / e~ @mtlgy
0 0 0

2n+1 2n+1
2 e—(2n+1)t +oo
=0+ _
2n+1 2n+1 |,
B 2
- (2n+1)2

terme général d'une série convergente, par comparaison a une série de Riemann.

Donc, par le théoréme d'intégration terme a terme,

+o0 t +00
/O Ch(t)dt:Z/o fo(t)dt

n=0

+oo
_ 22(_1)n/ te7(2n+1)tdt
0

n=>0

2
= Z(—l)”m par le calcul précédent.
n=0

D’ou le résultat désiré.

0 cos(t) <= LN
2. On veut montrer la relation suivante : dt = -1)" )
/0 1+4et ;( ) n?+1
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(a) Justifiez la convergence de I'intégrale.

Correction

La fonction f : t —

cos(t)
1+et

est continue sur [0, +oo] et

cos(t)
1+et

=
X '

fonction intégrable sur Ry, donc, par comparaison, f est intégrable sur R, donc
I'intégrale converge.

(b) Etablir la relation attendue.
cos(t)

Z( 1) e cos(t).

On pourra montrer que pour t > 0,

Correction

Soit t dans R,. Alors

cos(t) cos(t) 1
14+et et 14et

+o00
= Z(—l)”e_(”ﬂ)t cos(t)
n=0

+oo
= Z(fl)”*le’”t cos(t)

En revanche, la série ne converge pas en t = 0.
Ensuite, on remarque que le théoréme d'intégration terme a terme risque de dif-

—nt

. . . R 1
ficilement s'appliquer : on majore |e”" cos(t)| par e~ ", d'intégrale en o terme

général d'une série divergente.
On va alors appliquer un théoréme de convergence dominée sur les sommes par-
tielles. Notons, pour tout NN dans N, pour tout t dans R,

N
1 1 (=1)Net
Sn(t) =) (—1)"te ™ cos(t) = cos(t)e”f ————
(®) = D (1)t cos(e) = con(B)et
Alors
e pour tout N, t +— Sy est continue et intégrable sur R,
e pour tout N dans N et t dans Ry,
1+ (=1)Net
Sn(t)| = e
Su(®) =

< |cos(t)|et,

cos(t)e

fonction intégrable et indépendante de N,

donc, d'apres le théoréme de convergence dominée,

=i, —nt
In(t)dt — /R+ nZ::( 1)" cos(t )dt—/ f(t)dt.

Ry
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yN(r)dt_Z( 1)~ 1/ ~"t cos(t)dt

Ry

Soit désormais n dans N. Alors

/]R+ " cos(t)dt = Re (/]R+ e e ’tdt>
sd(E=
(=
(7

= fRe )
n—
= fRe )
n
T 1y
d'ou
N
In(t)dt = 1)t
) ;< P
donc N
St —/+oocos(t)dt.
p 1+ n? o 14et

3.13 Tristan Mehnert

Exercice 36. On se donne A € .#,(R) et I'on considére U = A A etV = A O .
0, A 0, A

1. Soit R € R[X]. Calculer R(V) et R(U).
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4‘ Correction
d

On note R(X) = Z rX*. Or, par produit par blocs, on remarque que pour tout k dans
k=0

Ak 0 d R(A) 0
k _ n _ Z k _ n
vi= (on Ak)' done R(V) = pard = ( 0, R(A))"
Ensuite, par produit par blocs,

q2 2 42 A3 3 43 ) ] ﬂk k dk
2 3 4 k
U = (On A2 ) o U° = (On A3 ) , donc (reC. | edlate) U* = < . K )

N,

Donc

d
| R(A) kA* ) (R(A) AR'(A)
RU) = kz:(:) —<on R(A))'
0, R(A)

2. On suppose que U et V sont semblables et que A est diagonalisable.

(a) Montrer qu'il existe un polyndme P scindé a racines simples vérifiant AP'(A) = 0,,.

—‘ Correction

On sait que A est diagonalisable, donc elle est annulée par un polyndme scindé a
racines simples P. Donc P(A) = 0, donc P(U) = 0,,. Mais comme on a supposé
U et V semblables, on en déduit que P(V) = 0,,, d'ot AP'(A) =0,.

(b) Montrer que A=0,.

—‘ Correction

Comme P(A) = 0, les valeurs propres de A sont incluses dans les racines du poly-

d
néme P. On écrit P(X) = [J(X = X).
i=1

d—1
Mais si on écrit P'(X) = H(X — ;) (avec les u; éventuellement complexes; un
i=1
peu d'analyse et de théoreme de Rolle nous permettent de nous convaincre que les
racines de P’ sont en fait réelles), on sait, comme les racines de P sont simples,
que les racines de P’ ne sont pas racines de P donc ne sont pas valeurs propres de
A. Ainsi, pour tout i, A — w1, est inversible, donc

d-1

,D’(A) = H(A — /.L,'In) S GLn(R)
i=1

Donc, comme P'(A) est inversible et AP'(A) = 0,, on en déduit que A = 0,,.

3.14 Maxime Nouvel

XTAX

Exercice 37. Soit A € S3(R). Pour toute colonne non nulle X € .#51(R) on pose g(X) = XTX

1. Enoncer le théoréme spectral pour les matrices symétriques réelles.
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4‘ Correction

Si A est une matrice symétrique réelle, il existe D diagonale et P orthogonale telles que
A= PDP".

2. Soit A1 < Ao < X3 les valeurs propres de A, distinctes ou non.
Montrer que Az = max{q(X), X € .#51(R)\ {031}}. Enoncer une propriété similaire pour
Al

Correction

Soit (e1, 2, €3) une base orthonormée de .#3 1(R) constituée de vecteurs propres pour
A. Alors, si X € #31(R), X = x1e1 + x262 + x3e3, alors

XTAX = (X, AX)
3 3
= <ZX,‘€,‘,AZX,‘€,‘>
/zl 3/:1
= <ZX,‘€,‘, ZX,‘)\,‘G,‘>
i=1 i=1

= >\1X12 + >\2X22 + >\3X32
<0G +3 +x3) = A |IX )17 = XX T X,

d'ot g(X) < A3. De plus, I'égalité est atteinte pour un vecteur propre.

De méme,
A1 =min{q(X), X € A51(R)\{031}}.

3. Soit & I'ensemble des plans vectoriels de .43 1(R).
Pour P € 2, justifier I'existence de max {X " AX, X € P, ||X|| = 1}, puis montrer que :

Ao =min{max{XTAX,X € P, | X|| =1} ,P € 2}.

4‘ Correction

On fixe P € 2. L'application ¢ : X — X T AX est continue car quadratique en X (polyno-
miale en les coefficients de X), a valeurs dans R. L'ensemble # = {X € #51(R), | X]| =
1} est un fermé borné en dimension finie, donc, d'aprés le théoréme des bornes atteintes,
© admet un maximum sur 4.

Ensuite, soit P € £ et Q@ = Vect(es, e3). Alors, par la formule de Grassmann,
dimP N Q = dim(P) + dim(Q) — dim(P + Q) > 2+ 2 — 3 = 1, donc on dispose

X
de X € PN Q, non nul. Alors Y = M est dans P et dans &, et XTAX > Ao.

On en déduit que
Ao <min{max{XTAX, X € P,||X|| =1} ,P € 2}.

Mais en prenant P = Vect(ey, &), on a I'égalité.
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3.15 Baptiste Rouard

X

Exercice 38. Soit 1 une fonction continue de Rydans R et F(x) = / f(t)? dt. On suppose que
0

f(x)F(x) tend vers 3 quand x tend vers I'infini.

1. Montrer que f(x) admet une limite finie en 400 et préciser cette limite.

Correction

On remarque que F est croissante car f(t)? est positive. Ainsi, F posséde une limite dans

R% U {+400}. Donc f posséde une limite (éventuellement nulle) £.

Si ¢ était non nulle, alors f(x)? " £ # 0, donc f(x)? ne serait pas intégrable, ce qui
X——+00

assure que F(x) - +o00, donc f(x)F(x) - +o00, absurde.
X—+00 X—+00

Donc f(x) " 0.
X—+00

2. Soit une fonction continue de R dans R.

. o 1 [ .
Montrer que si g(x) tend vers £ quand x tend vers l'infini, alors ;/ g(t)dt tend aussi vers
0
L.

Correction

Cas £ =0. Soit € > 0 et M > 0 tel que pour tout x = M, |g(x)| < €. Alors pour x > M,

l/x (t)dt <1/M| (t)|dt+£/x| (t)|dt
Xog S3 /s g XMQ

1 M (x — M)e
< = 2 /7
< X/o lg(t)ldt + ——.

1M _
Mais f/ lg(t)][dt — 0 donc on dispose de M’ tel que pour x > M,
X Jo X—+00

1M -
;/ lg(t)|dt < €. Ainsi, pour x = max(M, M"),
0
1 X
‘/ g(t)dt‘ < 2,
X Jo

1 X
ce qui assure que ‘/ g(t)dt’ — 0.
X Jo X—>+00
Cas / quelconque. En prenant h(t) = g(t) — £, alors h(t) R 0, donc
—+00

1 X
f/ h(t)dt — 0,
X 0 X—+00
d'ou
1 X
;/0 o) =l = 0
donc

1 X
;/O gl = &

3. Trouver un équivalent de F(x) quand x tend vers I'infini.
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4‘ Correction

Au brouillon, on peut se demander s'il est possible que f soit équivalent a ok Avec un

. . . X dt
peu de chance (et une proposition supplémentaire), on aurait F(x) ~ C/ e =
X—+00 | te@
C

—— x172® On aurait alors
1—2a

1-3a

C2
f(X)F(X) x—:ioo 1—-2x

. 1
ce qui donne 3 en prenant o = = et C = 1.
Démontrons ce résultat. On sait que

X—400
donc
2 2
f(x)°F(x) X—>—+>009
d'ou

soit, par la question précédente,

1 X / 2
;/o F'(t)F(t)dt X—>—+>oo 9,
tor Fo®  FO)?
1 X 0
x( 3 3 >XT+’OO9
donc "
ZF(x)* — 27,
X X—>+00
d’'ou
F(x) ~ 3vx
X—+00
donc

4. |l y avait une quatrieme question.

3.16 Aurélien Simone

Un

Exerci . Soit N tell : ~1.P =
xercice 39. Soit (u,) € C" telleque :Vn € N, u, # our n € N on pose v, T A rn) A rm)

1
I4uw)(T+uw) - (1+uy)

n
1. Montrer que Z Ve =1-—
k=0
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4‘ Correction

Soit n € N. Alors

n B n Uk
kZ:OVk_;(l—l—uo)(l—i—ul)...(l—i—uk)

72”: 1+u—1
= (Lt w)( A+ ). (1 )
n

. 1+ ug 1
_kZ:c)(l+UO)(1+U1)---(1+Uk)_(1+U0)(1+U1)...(1+Uk)

< 1 1
7;(1+UO)(1+U1)---(1+Uk—1)7(1+uo)(1+u1)...(l+uk)

1
=|1- ar télescopage.
At+w) Qtwm) - (1tu)|P -

2. Montrer que si (u,) est a termes positifs, alors la série de terme général v, est conver-

gente.
Correction
Si (un) est & termes  positifs, on remarque  que la  suite

1
(I4wuw)(T+w) - (1+u)

) est positive, et décroissante car 1 + u, > 1
neN

n
pour tout n. Par le théoréme de la limite monotone, elle converge, donc E Vk converge.
_ . . k=0
aussi, c'est-a-dire que la série est convergente.

3. Montrer que si la série de terme général u, est absolument convergente, alors la série de terme
général v, est absolument convergente.

On suppose ici que E |un| converge. On aimerait pouvoir dire quelque chose comme

u A o , . .
v, ~ —, mais, pour ce faire, il faut démontrer que le dénominateur converge !
n—+o0 C
n

Notons, pour n dans N, p, = kl_[o(l + ug). Comme Z |up| converge, u, n:oo 0 donc
14+ up —+> 1 donc, a partir d'un certain rang, 1+ ux > 0. Quitte a sauter les premiers
n—-+oo

indices, on suppose que ce rang est 0. Ainsi, on obtient

In(pn) = Xn:ln(l + ).
k=0

Or, comme uxy — 0, In(1+ uxk) ~  uk, qui est le terme général d'une série ab-
k—+400 k—+00

solument convergente. On en déduit que la série de terme général In(1 + wuk) converge
absolument, donc on dispose de £ € R tel que In(p,) —+> ¢, donc p, — €
n—-+0o0

n—+o0
Ainsi,
Un
Vi ~ =0
n—-+o0o ﬂ
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et comme E u, converge absolument, E V), aussi.

3.17 Etienne Sponton

Exercice 40. Soit f un endomorphisme d'un C-espace vectoriel E de dimension n. Pour k € N on
pose rx = rg (f¥).

1. Montrer que la suite (r) est décroissante et stationnaire.

Correction

On remarque que si k € N, Im(F**1) € Im(f¥) (car si y = F¥*1(x), alors y = F*(f(x))).
Ainsi, (rg) est une suite d’entiers positifs décroissante. Minorée par 0, elle converge. Elle
est donc stationnaire (si elle ne I'était pas, elle diminuerait de 1 une infinité de fois, ce
qui est absurde).

fR(E) — FAY(E)

, montrer que la suite (rx — rg4+1) est décroissante.
x — f(x)

2. En considérant gy :

Correction

Suivons I'indication et considérons une telle application linéaire. En appliquant le théoréme
du rang a g, on obtient

rg(gx) + dim(ker(g)) = dim(f*(E)) = rx.
Mais rg(gx) = dim(f(f*(E)) = dim(F*™(E)) = rc;1. Ainsi,
ry — kw1 = dim(ker(gg)).

Mais

ker(gi) = {y € f*(E), f(y) = 0} = F*(E) Nker(f).
Comme fX(E) décroit (pour I'inclusion), fX(E) Nker(f) aussi, donc dim(ker(gx)) aussi,
donc (rx — rg+1) aussi!

3.18 Adrien Valette

Exercice 41. Soit (X,),cy- Une suite de variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi

n
de Bernoulli de paramétre 1/2. Pour n € N* on pose S, = ZXk.
k=0

1. Pour i € N* et A > 0, on considére Z; = eMXi=1/2) " Calculer I'espérance de Z;.

Correction

Par la formule de transfert,

1 1 A
E(Z) = §e>\(o—1/2) + Eek(l_l/z) =ch <2> :

2. Pour n € N* et A > 0, calculer E (ex(s”’E(S"))).
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4‘ Correction

d'ou

Soit n € N* et X > 0. Alors

Sn—E(Sn) zzn:x,-—uz (ZX)
=Y X — > E(X)
i=1 i=1

3. Pour t € R on pose f; : R* — R; XA — At — In(ch()\/2)).
Montrer que : YA > 0,Vt € R, P(S, — E(S,) > nt) < e "),

4‘ Correction

Soit A>0ett

Or, la variable a

P (S, —E(S,) = nt) = P(A((Sy — E(Sn)) > Ant) car A > 0

égalité de Markov,

€ R. Alors

=P (ek((s”_E(S”)) > e>‘”t) par croissance de I'exponentielle..

A((Sn

|éatoire e —E(Sn)) est positive et admet une espérance donc, par I'in-

=

(A S—B(S)

eAnt

ch (3)"
eAnt

< e—n(At=In(ch(3))) — o=nf(N)

P(S,—E(S,) > nt) <

11
4, P ——, =
ourte} 2,2[

1 1
, on pose I(t) = (t - 2) In(1 —2t) — (t + 2> In(2t + 1). Montrer que

P (S, —E(S,) > nt) < e™®).
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Etudions la fonction f; décrite ci-dessus. f; est dérivable et pour tout A > 0,

sy 1sh(3) 1 A
ftO\)tQCh(é)tch<2>'

méme si la fonction th en tant que telle n’est pas au programme de PCSI donc pas a celui
de PSI (mais I'expression avec des exponentielles suffira). Par croissance stricte de th, et
comme th varie entre —1 et 1, on sait que f/ sera strictement positive puis strictement
négative. On cherche alors le point d’annulation de f;. Soit A > 0 On a les équivalences

1sh( )@sh(%)
() T )

A
GE =@

=2t

y M\y

Y =2t
e te 3

A . , .
Notons x = e2. Alors on a toujours les équivalences

1sh(3) x-—-1
R by T =2t
2¢ch(3)  x+3
e x?—1=2t(x*+1)

sx3(1-2t)=1+2t

142t
S X = carl1+2t>0etl1-2t>0
1-—2t
N A 142t
e =
1-—-2t

1+ 2t
< =21 }
”( 1—2t>

On a donc bien un point d'annulation, avant lequel f/ est strictement positive et aprés le-
quel elle est strictement négative. Donc f; admet un maximum en cette valeur, maximum
qui vaut

A 1+2t e +e 3
=i (o (3)) - e () (25
BN E AN S FE I 1—2t
=tz "M™aViTar T2V

Or,
1\/1+2t+1\/12t_1 1+2t+1-2t
2V1-2t 2V1+2t 2,/(1+2t)(1-2t)
B 1
(1+2t)(1—-2t)
d'ou

At —In (ch (;)) = tIn Gf;) +1n (\/m)

_ (t—|— ;) In(1 + 2t) + (; _ t) In(1— 2t).

D'ou le résultat désiré.
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5. Comparer I'inégalité précédente avec celle de Bienaymé-Tchebycheff.

Correction

L'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff permet d'affirmer que

P(S, —E(S,) = nt) < P(|S, —E(S,)| = nt)

car on connait la variance d'une binomiale.

La dépendance en n est clairement meilleure dans I'estimation précédente.

3.19 Exos en plus (RMS, BEQOS)

Exercice 42. Soit (P,) la suite a valeurs dans R[X] définie par Py, = 2, P, = X et, pour n > 2,
Pn=XPa_1— Proo.

1. Déterminer le degré de P,. Etudier la parité de P,.

B
Correction

On démontre par récurrence double sur n que le degré de P, vaut n et que P, est de la
parité de n.

Déja, deg(Py) = 0, Py est pair, deg(P1) = 1 et Py est impair, donc I'initialisation est
vérifiée.

Soit ensuite n dans N tel que deg(P,) = n et deg(P,+1) = n+ 1. Alors

Pn+2:X'Dn+1_Pn

Alors deg(XP,y1) = n+ 2 et deg(P,) = n donc deg(Ppi2) = n+ 2.

Supposons, sans perte de généralité, que n soit pair. Alors P, est pair par hypothése
de récurrence. De plus, P,41 est impair donc il ne contient que des monémes de degré
impair. Par conséquent X P,41(X) ne contient que des monémes de degré pair, donc est
pair. Donc P,y est pair.

On fait de méme si n est impair.

L'hérédité est ainsi établie, et le résultat s'en déduit.

1 1
2. Montrer que, pour tout n € N,Vz € C*, P, (z + z) =z"+ >

On démontre aussi le résultat par récurrence double. L'initialisation est claire.
Pour I'hérédité, soit n tel que la propriété soit vraie aux rangs n et n+ 1. Alors, pour
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z e Cr,

1 1 1
(z+> Pot1 <Z+) - P <Z+)
z z V4
1 1 1
+1
<Z+Z>(Zn +ZHH>+—<Z"+ZH>

1
Pn+2 (Z+Z>

1 1 1
_ n+2 - n _n =
=Z +Zn+z +Z”+2 z pr
1
_ n+2
=X +Zn+2’

d'ou I'hérédité et le résultat.

3. Montrer que P, est scindé sur R et a racines simples pour tout n € N*,

Correction

Soit n fixé dans N*. Déterminons les z € C* tels que z + E soit racine de P,. Comme

1 1
= <z+) =2"+ —,
z 72

on a les équivalences

1 1
Pn(z+):0<:>z”+20
z zn

72" =—-1=¢T

im  2ikm i 2k+1

< Jdke0,2n—1], z=emezn =¢" .

2k+1

Ainsi, si k € [0,2n— 1], e™ 2 +

est racine de P,. Mais

w2t n I 5 2k+1
e e cos | — —m ).
2k+1 . S .
Or, pour k € [0,n—1], T [0, 7], intervalle sur lequel cos est injectif. On sait
2k+1

donc que les | 2 cos T sont n racines réelles et distinctes de P, qui
2n ke[0,n—1]

est de degré n. On a donc trouvé toutes les racines de P,, qui est bien scindé a racines
simples sur R.
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4 Concours Centrale-Supélec — Maths 2

4.1 Nathan Couedel

Exercice 43.
D’aprés un écrit trés célebre Centrale 1989.
On s'intéresse aux suites (U,) oll Uy et U; sont positifs et vérifient, pour tout n € N :

1
Uni2 = 5 (U2, +U3)

1. Déterminer I'éventuelle limite de (U,). Montrer que si trois termes consécutifs sont égaux,
alors la suite (U,) est constante.

Correction

Supposons que (Up)nen converge vers £ € R U {—oo, 400}, alors :

e ou bien £ = +oo (£ est nécessairement positif car U2,; + U2 > 0 pour tout n)
e ou bien £ € R, et alors, par unicité de la limite, £ = ¢, donc £ =0 ou 1.

Si I'on dispose de ng tel que Upyq1 = Uy, alors Uyy1o = Uy, d'ol, par récurrence immé-
diate, pour tout n = ng, U, = Up,.

2. [Py] Calculer les premiers termes de la suite (U,) pour différentes valeurs de Uy et U;. Que
peut-on en déduire 7 Pour les suites telles que U, — 400, s'intéresser a la suite définie par :

In (%)
=
Correction
On propose
34 || import numpy as np
35
36 || def suite(u0,ul,n):
37 res = [u0,ul]
38 for i in range(2,n+1):
39 res.append ((res[—-1]#*2+res[—-2]%%2)/2)
40 return res[-1]
On remarque que parfois, la suite tend vers +oc (souvent), mais pas toujours. Les choses
ne sont VRAIMENT pas claires. Et on a I'impression que V,, converge.

3. Comparer les signes de Upi1 — U, et Uy — Up—s.

Correction

Soit n € N. Alors

Ui+Ui, Upa+Ui, Ui-Up,
Un+1 U= 5 - ) = ) '

donc Upy1 — Uy et U, — U,—5 sont de méme signe.
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4. On suppose désormais (U,)neny non constante. Montrer que si 3ng € N tel que Upyy1 = Up,
et Ung+1 = Uny—1, alors la suite (Up)nsno+1 €St strictement croissante.
On admet que si 3n € N tel que Upy1 < Uy et Upg1 < Uy, alors la suite (Uy) est strictement
décroissante.

4‘ Correction

Supposons que I'on dispose de ng € N tel que Up,+1 < Uy, et Up, < Upo—1. Alors par la
question précédente, comme Uy 41 2 Upy—1, Upy+2 2 Uny41. De plus, si on avait égalité,
on aurait aussi Upy41 = Upy—1, donc Upy11 = Up, = Upy—1, donc trois termes consécu-
tifs égaux, donc serait constante, absurde. Donc Up+2 > Upy41 €t, par récurrence, on
démontre la stricte croissance de (Up)nen.

5. Supposons que quel que soit N dans N, la suite (Up)s>n Ne soit pas strictement monotone.
Montrer que Uy # Uy et que si Uy < Ui, alors Uy < Us < Us < Uy (vérifier si I'inégalité est
stricte ou non). En déduire que la suite (U,) converge vers 1.

Correction

Si Ug = Uy, alors
e siU; < U U <
e siU; 2 Us Up 2
donc Uy # Us.
Si Uy < Uy, comme (U,)n>2 n'est pas strictement monotone, on a nécessairement U, <
U;. De plus, comme (Up)ns>3 n'est pas strictement monotone, on a nécessairement Us >
U>. De plus, U — Up est du méme signe que Us — U, c’est-a-dire positif. Donc Uy < Us <
Uy et U3 > U,. Mais si Uz > Uy, alors Uy > Us > Us, donc (Uy,)n=4 serait strictement
croissante, absurde, d'ou

Uy < Us donc (Up)ps2 est strictement croissante,
U

<
1 = Uy donc (Up)n>2 est strictement déccroissante,

Up < U < U3 < U,

On montre ensuite par récurrence que pour tout n dans N,
U0<U2<"'<U2,7<U2,7+1<U2,7_1<"'<U1. (Hn)

L'initialisation a été faite.

Pour I'hérédité, soit n € N tel que H,, est vraie.

Déja, Uop < Uzptr donc nécessairement, Uspio < Uopia (sinon (Uk)ksonto Serait stric-
tement croissante) et Uspiz > Uapao.

Mais si on avait Uspio < Usp,, alors on aurait Uspe1 < Usp,, ce qui est faux. Donc
Uspnio > Usp. De méme, Usprs < Uoprr. D'ol I'hérédité et le résultat.

Ainsi, (Uzn)nen croit et est majorée par U; et (Uapy1)nen décroit et est minorée par Up.
Donc, par le théoréme de la limite monotone, (Us,)qen converge vers £ € R et (Uspi1)nen
converge vers £ € R.

U§n+1 + U22n dOﬂC

Mais U2n+2 = >

el2 £2 22 2/2
e et, de méme, £ = e ,

¢ 2 2

donc £ = ¢, donc (Uy)nen converge vers £ > U, > 0 donc £ = 1.

6. (question ajoutée) Etablir, pour une suite (Un) >0 non constante appartenant a S, I'équiva-
lence des propriétés suivantes :
(a) Il existe un entier N > 0 tel que Uy > 1 et Uy > 1.
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(b) La suite (U)o est strictement croissante a partir d'un certain rang.

(c) La suite (Un),so tend vers +oo.

Correction

e Supposons qu'il existe un entier N > 0 tel que Uy > 1 et Unyy1 = 1. Si on n'avait
aucun N tel que (U,)p>n soit strictement monotone. Alors (Up)qen convergerait vers
1, avec (Uzn)n=ny2 Majorée par 1, ce qui entre en contradiction avec I'hypothese.

e Supposons que la suite (Un),720 soit strictement croissante a partir d'un certain
rang. Alors Upyo > U,%. pour tout n = N. On montre alors qu'on a au moins un n
tel que U, > 1 (sinon on n'a pas la stricte croissance), et que donc U, —+> +o00.

n——+00

e La derniére implication est absolument évidente.

4.2 Liv Craen

Exercice 44. Soit la fonction :

xt3

1 _
F(x):/ Tt
0

et la série :
n

+oo
Sk = nz::o (Gn+1)(3n +2)

1. (a) Tracer F sur l'intervalle [—1, 1].

On propose

41 || import numpy as np
42 || import matplotlib.pyplot as plt
43 || import scipy.integrate as integr

44

45 || def F(x):

46 def f(t):

47 return (1-t)/(1-x*t=*x3)
48 return integr.quad(f,0,1)[0]
49

50 ||X = np.linspace(-1,1,100)

51||Y = [F(x) for x in X]
52 || plt.plot (X,Y)
53 || plt .show ()

On trouve
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0.60

0.58 1

0.56

0.54

0.52

0.50

0.48 -

0.46

T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50

T
0.75

T
1.00

(b) Tracer S,, Ss, Sg, et superposer les courbes (chaque S; étant la somme partielle d'ordre

i de la série S). Que peut-on conjecturer ?

On propose

54 || import numpy as np
55 || import matplotlib.pyplot as plt
56 || import scipy.integrate as integr

57

58 || def F(x):

59 def f(t):

60 return (1-t)/(1-x*t*x3)
61 return integr.quad(f,0,1)[0]
62

63 ||X = np.linspace(-1,1,100)

64||Y = [F(x) for x in X]

65 || plt.plot(X,Y,label="$F$")

66

67 || def S(n,x):

68 res = 0

69 for i in range(0,n+1):

70 res += xsxi/((3%xi+1)*(3%i+2))
71 return res

72

73 ||X = np.linspace(-1,1,100)
74 || for k in [2,5,8]:

75 Y = [S(k,x) for x in X]
76 s = "$S {"+str(k)+"}S$"
7 plt.plot(X,Y,label=s)
78

79 || plt .legend ()
80 || plt .show ()

et on trouve
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— F
S
_55

0.60

0.58 1

— S

0.56

0.54 1

0.52 1

0.50

0.48 -

0.46 -

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

On a I'impression que S(x) = F(x).

2. (a) Montrer que F est bien définie sur [—1, 1].

Correction

11—t
Soit x € [—1, 1], ﬂXé, et f(X, t) = m Alors

e si x =1, alors
—t 1

B 1+ttt

qui est continue sur [0, 1], donc F(1) est bien définie.

f(x,t)= 11

e si x #1, alors t — f(x, t) est continue sur [0, 1], donc F est définie.

(b) Montrer que F est continue sur [—1, 1].

—‘ Correction

[l s’agit d'appliquer un théoréme de continuité des intégrales a paramétre. On sait
que :

e pour tout x dans [—1, 1], t — f(x, t) est continue sur [0, 1],
e pour tout t dans [0, 1], x — f(x, t) est continue sur [—1, 1],

e soit x dans [—1,1] et t dans [0, 1]. Alors 1 —t > 0, et xt> < t3 donc 1 —xt° >
1—t3 donc . .
= i
0<f(x 1)< < :
(xt) 1—t3 " 1+t+1¢2

indépendante de x, continue et intégrable sur [0, 1].

Donc, d'apres le théoréme de continuité des intégrales a parameétre, F est continue
sur [0, 1].

3. Démontrer la conjecture faite en 1.(a).

Soit x € [—1, 1]. Alors pour tout t dans [0, 1],

1-t
(l _ t) ZX”I‘BH _ Z(tBn _ t3n+1)Xn.

1— xt3
n>0 >0
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On note alors @,(t) = (t3" — t3""1)x". On sait que

e pour tout n, @, est continue donc intégrable sur [0, 1],

e sincN,

B |x|"

- 3n+1)(3n+2)
1

SGFDGE T2

terme général d'une série convergente.

Donc, d'apreés le théoréme d'intégration terme a terme,

° Z ©, converge simplement sur [0, 1[, vers t — f(x, t),

1
/ (t3n _ t3n+1)‘x|n
0

=" (5 — 5
o 3n+1 3n+2

' — ' 3n _ 43n+1yn
/Of(x,t)dt—Z/O(t 37X = S(x).

continue sur [0, 1].

n=0
4. Calculer F(1) et F(—1).
On sait que
1
dt
F(1) = —_—
(1) /0 1+t+1¢2
_/1 dt
o (t+5)°+32
= [2Arctan <2 <t+ 1))]1
V3 V3 2)) 1o
2 2 1
= —Arctan (\/§> — —Arctan ()
V3 V3 V3
2 /M0
=-%(-%)
_2m_ T
36 3V3
Ensuite,
Lil=g
F(-1)= ——dt
(=1) A 1+13
! 1—t
o (T4+6)(1—t+1t?)
Or, on «sait » que I'on dispose de (a, b, ¢) réels tels que
1-X  a bX + ¢
1+X3 14+X  1-X+X2
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- 2 .
En multipliant par 1 + X et en évaluant en —1, on trouve a = 3 On trouve ensuite b
. - 2 _
en multipliant par X et en regardant une limite en +00 : a+ b =0 donc b = 3 Enfin,

) 1 _
on trouve c en évaluanten 0 : 1 = a4+ c donc c =1 — a = —. Finalement,

A 1)_2/1 dt 1/1 2t — 1
T 3Jo 1+t 3y 1—t+1t2

— Zin(2) - % [In(1 — ¢+ 3],

5. (a) Montrer que F est dérivable sur | — 1, 1].

Correction

On sait que F = S sur [—1,1]. Or, une série entiére est de classe € sur son
intervalle ouvert de convergence, donc F est de classe € sur ] — 1, 1].

(b) F est-elle dérivable en 17

Correction

On va montrer, plus facilement, que S n'est pas dérivable en 1. On sait que pour
tout x dans ] —1, 1],

F'(x) = S'(x)

n—1

n
- ; Gn+ 1B+ 2) "

n
(Bn+1)(3n+2) nsteo 9n’
diverge. Soit M > 0 et N tel que

On sait que

donc la série de terme général

3n+1)(3n+2)

N
n
> 2M.
nz:; (3n+1)(3n+2)

Soit € > 0 tel que pour tout x dans [1 —¢, 1], x¥ > =. Alors pour x dans [1 —¢, 1],

N -

N N
nx" n

) =S 2 ; Grr)Gn1d) ° ; Gt )Gt = M

donc S'(x) — +o0.
—1

X
Par le théoreme de la limite de la dérivée, on sait que

S(x)—S(1) oo

x—1 x—1

ce qui assure la non dérivabilité de S (ou de F) en 1.

Page 70 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

4.3 Niels Derouet

Exercice 45. On posséde N cases. On y fait tomber successivement n boules qui ont une probabilité

1 , . .
N de tomber dans une case donnée. La variable aléatoire T, correspond au nombre de cases non

vides au n-ieme lancer.

1. Créer une fonction remplir(n, N) qui renvoie une liste contenant N éléments donnant le
nombre de boules dans chaque case aprés n lancers. Créer une fonction nonvides(n, N) qui
renvoie le nombre de cases non vides aprés n lancers. Que se passe-t-il quand n augmente?
Tester pour N = 10.

On propose
81l || import numpy.random as rd
82
83 ||def remplir(n,N):
84 L = [0 for i in range(N)]
85 for _ in range(n):
86 x = rd.randint (0,N)
87 L[x]+=1
88 return L
89
90 || def nonvides(n,N):
91 L = remplir(n,N)
92 res = 0
93 for x in L:
94 if x ==0:
95 res+=1
96 return res
Naturellement, quand n augmente, nonvides renvoie trés souvent V.

2. Déterminer I'ensemble des valeurs prises par T, en fonction de n et N. Donner la loi de T7 et
de Ts.

4‘ Correction

Dans tout I’énoncé, on note X; la case de la i-éme boule. X; suit clairement une
loi uniforme sur [1, N] et les X; sont trés clairement indépendantes.

[l peut y avoir au minimum 1 case non vide (on a mis au moins une boule dans une case)
et il peut y avoir au maximum min(n, N — 1) cases vides (dans que n < N, il y a un
nombre minimal de cases qui restent vides).

T; est la variable déterministe égale a 1 (aprés avoir mis une boule, il y a nécessairement
une case non vide).

T, est a valeurs dans {1,2}. On sait que

N N
. . 1 1
P(TQZ].): E ]P(Xlzl,XQZI): E 7N2:N,
i=1 i=1

donc .

3. Trouver P(T, =1), P(T, =2) et P(T, = n) en distinguant les cas n < N et n > N.
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4‘ Correction

Gréce aux variables astucieusement introduites précédemment, on peut calculer ainsi

Ensuite, pour P(T, = 2) (et n > 2), on va dénombrer. On sait qu'il y a N configurations
de boules possibles. Choisir une configuration qui laisse 2 cases non vides, c'est choisir

N(N -1
deux cases, soit = % puis choisir un nombre de boules dans la premiére
case (n choix, de 1 a n). D'ou
N(N —1) ) . . .
- x n configurations laissant 2 cases non vides.
D'ou
N(N -1 N—-1
P, 2y PNV=1) _ n(N 1)

2N” - 2Nn-1
ce qui, remarquons-le, est cohérent avec le cas n = 2.
Enfin,
e si n> N, il ne peut pas y avoir n cases non vides : P(T, = n) =0,

e si n < N, choisir une configuration qui laisse n cases non vides, c'est mettre chaque
boule dans une case différente, donc choisir une premiére case (N choix) puis une
seconde différente de la premiére (N — 1 choix), etc. d'ol

N(N—1)...(N-=n+1) N
N7 ~ (N=n)IN

4. On fixe n > 2. Montrer que :
N—k+1

k
P(Th1=k)=P(T, = k)N +P(T,=k—-1) N

pour des valeurs de k bien choisies.

Soit k € [2,min(n, N)], de sorte que k et k — 1 soient bien des valeurs prises par T,.
Alors, par la formule des probabilités totales,

P(THH = k) = IED(Tn = k)EDTn:k(TnH = k) + P(Tn =k — 1)PTn:k—1(Tn+1 = k).
les autres probabilités conditionnelles étant nulles. Mais
IP>Tn:k(7—n—§-l = k) = P(Xn+1 € {Xl ----- Xn}) =

et

Pr,=k-1(Ths1 = k) = P(Xpp1 ¢ { X1, ..., Xn})=1-
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d'ou la relation demandée.

des deux probabilités conditionnelles devient juste potentiellement nulle.

Remarque. En fait, la formule fonctionne aussi pour k =1 et k = min(n+ 1, N).

L'une

5. Soit G,(x) la génératrice de T,. Démontrer que pour tout n dans N,

Gopr(X) = % (NG(x) + (1 — x)G,(x))

Correction

On déduit de la formule précédente que

+oo
Gra(x) = Z]P(Tn+l = k)x*

:Z]P’(T —k) x +ZIP(T P Lt k“ Xk
= ZP(T = k)kx*~ 1+ZIP’(T —k)N K
= X630 +x61(x) — 26(x)

= 5 (NGy() + (1 = x)G3(x) .

6. (rajoutée) En déduire I'espérance de T,. Vérifier ce résultat en python. Interpréter la limite de

cette quantité quand n tend vers 4o0.

dérive la relation précédente :

et on évalue en 1 pour obtenir

E(Tht1) =1+ (N& 1)E(Tn)-

On note u, = E(T,). Alors (u,) est arithmético-géométrique, le point fixe de la

de récurrence vérifie
N-—1
X

N

i.e. x = N. Ainsi,

On retrouve la limite trouvée avec les simulations. En python, on peut faire

Les variables aléatoires sont toutes finies, elles admettent espérance et variance. On

4200 = 5 (NGy(x) + (1= X)G3(0) + 5 (NGH(x) = Gh() + (1~ x)Gi(x

un:N+<N/;1>n_1(u1—N):N—(N/V;_ll)n:N<1—(1—/b)n>.

)

relation
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97 || def esp(n,N):

98 res = 0

99 for _ in range(10000):
100 res += nonvides(n,N)
101 return res /10000

102

103 || def suite(n,N):

104 return Nx(1-(1-1/N)#*%n)

4.4 Niels Descourviéres

Exercice 46. On considére la suite définie, pour tout n € N, par :

1 1 3 1 1
U, = _
"= Gan <6n+1+2(6n+2)+4(6n+3) 8(6n+5)>
1. (a) Montrer que la série de terme général U, converge. On note S = Z U,.

Correction

On remarque que

4

|Un| < @,
terme général d'une série convergente. Donc E U, converge absolument, donc
converge.

(b) Donner, a I'aide de python, une estimation de la valeur de S. Que dire de la convergence
de S°7?

On propose

105 || import numpy as np
106 || import matplotlib.pyplot as plt

107

108 || def U(n):

109 return (1/64%x*n)*(1/(6%xn+1) + 3/(2%(6%n+2)) + 1/(4%(6*n+H3))-1/(8%(6%n+5))
110

111 || def S(n):

112 res = 0

113 for i in range(n+1):

114 res += U(i)

115 return res

Quand on teste

116 || >>> S(5)

117/ 1.8137993642331873
118
119 || >>> S(10)

120/ 1.8137993642342178
121
122 || >>> S(100)

123/ 1.8137993642342178
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on a l'impression d'une convergence extrémement rapide.

(c) On pose :

dx

/1/2 1+43x+x% —2x*
0 1—x6
Justifier la convergence de I. Donner une estimation de 21. Quelle relation peut-on conjec-
turer entre I et S7

Correction
14+ 3x+x2 —2x*

La fonction x Tt est continue sur [0,1/2], T converge donc.

Ensuite, on tape

124 || def f(x):

125 return (1 + 3#%x + x#*%2 — 2xx*%4)/(1 — x*%6)
126
127 || print (integr .quad(f,0,1/2)[0])

On conjecture que S = 21I.

2. On note :

1/2 1 1/2 x 2
L= —dx, L= — = _dx, Iz= —Z 4
! /o 1 xt2 0 2 /o 1-xre @ 5 /0 12

(a) Calculer Iy, Ip, Is.

On calcule

1 V3

= % [Arctan <5§ (X - ;))]:/2
= % (O + Arctaﬂ(l/\/g))

- 3L\/§

Page 75 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

Ensuite,

12 X
I, = ——d
2 /0 1-x+2X

_1/“2 x-1 +1/‘1/2 L
2 )y 1-x+x2 T3 o l—x+4+x? X
1 1/2 T
== [In(1 — x+ x? + —
5 Lin€ o 6v3
_ In(3/4) T
2 6v/3
In(3) T
= —In(2) + —=.

Enfin,

2
Iy = ——d
3 /0 1— 2™
1 (Y2 —ox
== d
QA 1— 2™

1 1
—5lin(1 =)l

1
—5In(3/4).

(b) Déterminer (a, b) € (N*)? et (a, B,7) € (N*)? tels que :

™
OtIl +ﬁ12 +’YI3 = —

av'b
—‘ Correction
Avec les calculs précédents, on remarque que
T
L+I3=—=.
2t 13 63

Mais ce n’est pas ce que |'on souhaite, car il faut o, 8,7y non nuls et dans N*... on
remarque donc que

U s

™
V3 6v3 23

L4+L+1;=

3. (a) Développer (1 —x?)(1 —x + x?)(1 + x + x?).

Correction

Un développement donne 1 — x°.

(b) En déduire un polynéme P(x) tel que :

1/2
JL:/) POI_ 4y
avb 0 1—x°
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Correction

On sait que

0
— =L +DL+I
b 1T+ 13

1/2 1
:/ + X o X dx
0

1—-x+x2 1-—x2
/1/2 1—x24+x—x34+x—x24+x8
0 (1—x2)(1—x+x2)
/1/2 1+ 2x —2x2
= dx
o (1—x2)(1—x+x2)

dax

/1/2 (1+2X72X2)(1+X+X2)d
= X
0 1—x6

/21,3 2 _ .4

0 1—x

(c) Calculer la somme :

Correction

Donc S =

S

On montre alors que Z U, =1. On écrit que
n=0

1/2
I= / 4 Zx6n + 3x6n+1 + XxOn+2 _ oy 6ntd 4y
0

n=0

Or, la somme de séries entieres g X0 3x0nFL 4 5 61+2 _ 9614 converge normalement

n=0

sur [0,1/2] d'ou la possibilité d'intervertir somme et intégrale :

1/2 1
I= Z/O X0 + 3x6n+1 + X012 _ oy 6n+4 4y 55

n=>0

4.5 Fleurine Jaegler

Exercice 47. On dispose de deux urnes U; et U, dans lesquelles sont répartis 2n jetons numérotés
de 1 a 2n. L'urne Uy contient initialement r jetons (0 < r < n ). On tire au hasard un numéro de
Jjeton : s'il est dans U; on le place dans U, et inversement. On note X, la variable aléatoire donnant
le nombre de jetons contenu dans U; aprés p tirages.

1. Réaliser une fonction jeu(n,r,p) qui renvoie X,.
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On propose la fonction suivante
128 || import numpy as np
129 || import numpy.random as rd
130
131 || def jeu(n,r,p):
132 Ul = list(range(1,r+1))
133 U2 = list(range(r+1,2xn+1))
134 for i in range(p):
135 x = rd.randint(1,2*xn+1)
136 if x in Ul:
137 Ul.remove(x)
138 U2.append(x)
139 else:
140 U2.remove(x)
141 Ul.append(x)
142 return len (U1)

2. Pour n =9 et r = 4, donner une estimation de |'espérance de X, pour p € [100, 200].

Correction

On propose la fonction suivante

143 || def estim(n,r,p,N):

144 res = 0

145 for _ in range(N):
146 res += jeu(n,r,p)
147 return res/N

On remarque que

148 || >>> estim (9,4,100,1000)

149 || 9.208
150

151 |[>>> estim (9,4,200,1000)
152 || 8.902

On a I'impression d'une convergence de E(X,) vers n quand p tend vers +oo.

3. Tracer, pour différentes valeurs de n et r, I'espérance de X, en fonction de p pour p € [0, 4n].

Que peut-on conjecturer ?

On teste

153 || n

154 || r

155 ||N 1000

156 || X list (range(1,4%n))

157 ||Y = [estim(n,r,p,N) for p in X]
158 || plt. plot (X,Y)

159 || plIt . show ()

9
=3
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Quelles que soient les valeurs testées, on a un joli graphe qui semble dire qu'il va y avoir
convergence vers n, quelle que soit la valeur de r.

4. Déterminer I'espérance de Xj.

4‘ Correction

Les valeurs possibles prises par X; sont r+ 1 (si on a tiré une boule dans U,) et r — 1 (si
on a tiré une boule dans U;). Ainsi,

r 2n—r rP—r+2nr+2n—r2—r r
2n—k+1 k+1

5. Pour k € [1,2n—1], montrer que : P (Xp11 = k) =
Que peut-on dire pour k =0 et k =2n7

Correction

Soit k € [1,2n — 1]. Alors

5P (Xp =k = 1)+ —P (X, = k+1).

2n
P(Xp41 = k) = ZP(XP+1 =k, Xp=1)
i=0
=P(Xpp1 =k, Xp=k—1)+P(Xpp1 =k Xp =k+1)

car pour que Xp4+1 = k, il faut qu'il y ait Kk —1 ou k+ 1 boules dans I'urne 1. Mais alors,

2n—(k—1)

Px,=k—1(Xpt1 = k) = o

car pour que Xpy1 = k en sachant que X, = k — 1, il faut avoir tiré une boule de I'autre

urne. De méme,
k+1

Px,—k+1(Xpt1 = k) = T

d'ot, par la définition d'une probabilité conditionnelle,

2n—k+1 k+1
T]P(Xp—k—l)%—T]P’(Xp—lH—l).

IP>(Xp+1 = k) =
En revanche,
1
P(Xpﬂ =0)= ]Pszl(XpH = O)P(Xp =1)= %P(Xp =1)

et

1
P(Xp+1 = 2n) = Px,=2n-1(Xpt1 = 2n)P(X, =2n— 1) = %P(Xp =2n-1).

1— 2
6. Montrer que : Gx,,,(s) = sGx,(s) + TiG&p(s).
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4‘ Correction

Soit t € [—-1, 1]. Alors

2n—1
GXP-H(t) = IP)(XP-H = O) + Z IP)(XP-H = k)tk + IP)(XP-H = 2n)t2n
k=1
2n—1
1 2n—k+1 k+1 L1 )
P(X, = 1) T P(X, =k —1)+ —P(X, =k +1 —P(X, =2n—1)t*"
= 5?06 =0+ 3 (F 5 TIR0G = k- 14 IR = kD) ¢4 B0 =20 e
2n—1 2n—1
2n—k+1 . k+1 L1 B o
fp(xp_l)jtkzlinp(xp_k 1)t +Z—P(Xp_k+1)t + - B(X, = 2n = 1)t
i 22n 1
IP’(Xp—l)—i—Z k)tk+1+z P(Xp—k)tk S %]P’(Xp:2n—l)t2”
2n k
Z IP’(X —k)tk+1+z P(Xp—k)tk L
ey )
k+1 _ k—1
> (X, = k)t —l—Z%P(Xp—k)t
2n
=Y P(X, =kttt ¢ ZkIP’ )(thH — £k
k=0
2n
= tGXp(t)+—(t2—1)ZkP(X = Kk)tk-1
k=1

1—t%
tGXD(T.')—‘rTGXp(t).

7. Calculer I'espérance de X, et prouver la conjecture établie en 3).
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4‘ Correction

On admet que X, admet une espérance et une variance, c'est-a-dire que Gy, est deux
fois dérivable sur [—1, 1]. On a alors, pour t dans [—1, 1],

t il = 2
Gk, () = Gx, () + tGx (t) — ;G;p(t) + TG§’<D(t),
donc, en évaluant en 1,
1 n—1
E(XPH) =1 +E(Xp) - E]E(XP) =1+ o E(Xp)-

On a donc, si on note u, = E(X,), u, qui est une suite arithmético-géométrique, de
relation de récurrence .
n_

Upp1 =1+ Up,

1
de point fixe w =1+ (1 — n) w, i.e. w = n. On a alors, pour tout p dans N,

n—1\"
Up — W = - (g —w) — 0O,

p—+o0

donc u, — n.
p——+o00

4.6 Marius le Goff

Exercice 48. Définition : On dit qu'une matrice A de taille n X n est a spectre diagonal si son
polynéme caractéristique est scindé et que les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de
A, avec la méme multiplicité. Autrement dit, le polyndme caractéristique est :

H(X - a/’f)
=1

ol ajj sont les éléments diagonaux de la matrice A.

Soit &, I'ensemble des matrices de M,(R) a spectre diagonal et A, I'ensemble des matrices antisy-
métriques de M,(R).

1. Justifiez que toutes les matrices de &, sont trigonalisables.

Correction

Soit A € &,. Alors xa est scindé, donc A est trigonalisable.

2. Ecrire une fonction polydiag(A) qui renvoie les coefficients du polynéme caractéristique d'une

matrice A, c'est-a-dire le produit :
n

[Tex - an)

i=1
Voici six matrices a analyser. Pour chaque matrice, calculez son polyndme caractéristique avec
Python et vérifiez si elle appartient a £ ou &3 en fonction de sa taille :

12 5 7 8 1
(o 8) 2= o) 2= o)

1 2 3 1 -1 1 4 3 2
Ar=14 5 6], A=[0 2 -1, A=1[|1 5 4
7 8 9 1 1 1 3 2 6
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160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174

Correction

La, il faut utiliser le module Polynomial. On propose

from numpy. polynomial import Polynomial
import numpy as np

import numpy.linalg as alg

import numpy.random as rd

X = Polynomial ([0,1])

def polydiag(A):

res = Xx%x0
n = len(A)
for i in range(n):

resx= (X-A[i,i])
return res

def polcar(A):
return Polynomial(np.poly(A)[::-1])

Et on trouve que A; et As sont a diagonale propre.

3. Caractériser &.

Correction

_ b
Soit A = (i d) € M(R).

Analyse. Si A € &, alors on remarque que
xa(x) = (x—a)(x —d) — bc =x>—(a+d)x+ ad — bc

On souhaite que a et d soient racines de x4, c'est-a-dire que bc = 0. Donc b ou ¢ est
nul.
Réciproquement, si bc = 0, alors A est triangulaire et appartient bien a &.

4. Donner une matrice 4 x 4 de &, avec 13 coefficients réels non nuls.

Correction

Par la question 2, on sait que As est dans £;. Alors en posant la matrice définie par blocs

As 03
! __ ,
2= (o, %)

par déterminant par blocs, xa(x) = xxa(x), donc A" est bien dans &,.

5. On définit la matrice M de la maniére suivante :

v- (2 )

Montrer que si A et C sont a spectre diagonal, alors M aussi.
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4‘ Correction

C'est complétement immédiat par calcul par blocs.

6. Soit M une matrice de A,(R)NE&,.
(a) Montrer que M? est diagonalisable puis que M? = 0.

Correction

On sait que M? est symétrique car (M*)T = M'TMT = (=M) x (=M) = M?;
de plus, M? est a coefficients dans R donc, d'aprés le théoréme spectral, elle est
diagonalisable. Mais les valeurs propres (complexes) de M? sont les carrés des valeurs
propres de M, donc sont toutes nulles. Donc M? = 0.

(b) Exprimer Tr(M?) en fonction des coefficients de M. En déduire que M = 0.

—‘ Correction

On sait que

n

Tr(M?) = Z[Mz]n

=1

=> > MMl

i=1 j=1

>,

n
Mais comme Tr(M?) = 0, on en déduit que Z[/\/I],QJ = 0 donc que M est nulle.

i=1

7. Quelle est la dimension maximale d'un sous-espace vectoriel F tel que F C &, 7

Correction

Déja, on sait que si F est un sous-espace vectoriel inclus dans &, alors FNA,(R) = {0},
. . n(n+1

donc F est en somme directe avec A,(R), donc dim(F) < %

Réciproquement, I'ensemble des matrices triangulaires supérieures est un sous-espace

n(n+1)

vectoriel inclus dans &,, de dimension 5

4.7 Maxime Nouvel

+oo
_ _ = sin((2n+ 1)x)
Exercice 49. Soit S(x) = nz:; Qn+ 1)

1. Montrer que S est bien définie, périodique et continue sur R.
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4‘ Correction

in((2 1
On note, pour tout n dans N, @,(x) = M

(2n+1)3
1
(2n+1)%

. Alors pour tout n dans N,

lon(x)| <

qui est le terme général d'une série convergente. Ainsi, g ll@nll,, est une série conver-

gente, donc la série de fonctions Z(p,, converge normalement sur R. La continuité de
S découle donc de la continuité de chaque @,, de méme pour la périodicité.

2. Déterminer (théoriquement ou a I'aide de python) un entier N tel que, Vx € R,

|S(x) — Sn(x)| <1073,

4‘ Correction

Ce n'est pas complétement évident, car nous n'avons pas acceés a la somme S. En
revanche, on sait, par comparaison a une intégrale, que

1 n 1
2 GrrieE S 2 /,7_1 TR

n>N+1 n>N+1

_ {_ (2t+1)2]+°0
1 ) §

T AN+ 1)
Ainsi, il suffit de choisir N tel que
(2N +1)? > 250,
5vV10 -1

soit N > - N = 8 fonctionne trés bien.

On définit le probléme suivant :

Bu _ &
Vx € [0, 7], Vt €]0, +o0], a*l; = aTg' u(x,0) = S(x) pour tout x,  u(0, t) = u(m, t) = 0.
o +oo Siﬂ((2n+ 1)X)ef(2n+1)2t
3. Vérifier que u(x, t) = Z 2n + 1)3

n=1
Correction

Il faut démontrer que pour tout x, t — u(x, t) est €' et que pour tout t, x — u(x, t)
est €2

est une solution du probléme.

sin((2n 4 1)x)e~@nt1)°t

2n+ 1) . Alors

e soit t €]0, +00[. On note P,(x) =

— an converge simplement sur [0, 7],
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— 1, est clairement €2, de dérivées

cos((2n + 1)x)e~(2n+1)%t _ cos((2n + 1)x)e—(2m+1)t

Y60 = e (2n+1)3 - (2n+1)
wion o osin((2n+ 1)x)e~(2n+1)%t
Yn(x) = — S

— pour tout x dans [0, 7],

e—(2n+1)2t
1"
< -
w00l < S
—(2n+1)%t
donc [|[9,] < T terme général d’'une série convergente, donc E Yn

converge normalement.

Donc x — u(x, t) est €2, et

0%u sin((2n 4 1)x)e~(@n+1)%t
Fex == 2n+ 1 '

0x?

n=0

sin((2n + 1)x)e~@nt1)%t

e soit x € [0, 27|, fixé. Soit a > 0. On note 6,(t) = et on
0,27] (1) o
remarque que
o (1) = sin((2n 4 1)x)e~(@n+1)%t
M 2n+1 '
Alors
— pour tout t dans [a, +oo], ZG” converge simplement,
— pour tout t dans [a, +oo[ et n € N,
e—(2n+1)za
On(t)| € ————,
6:(8)] < S5
e—(2n+1)2a
indépendant de t, donc ||9,,||([;’+°°[ < TR terme général d'une série
convergente, donc Z(p,, converge normalement sur [a, +o0o[, donc uniformé-

ment.

Ainsi, t + u(x, t) est € sur [a, +-oo[ pour tout a > 0 donc est € sur |0, +-o0f, et

ou sin((2n 4 1)x)e~ @1t 52
=7 (X, f):Z— = (xt).
ot 2n+1 Ox
n=0
e les conditions au bord sont simples a vérifier : on a bien u(0, t) = u(m, t) = 0 pour
tout t.

4. Tracer la fonction qui a x associe u(x, t) pour t fixé. On prendra t =1 et t = 2.

On propose
175 || import numpy as np
176 || import matplotlib.pyplot as plt
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177
178 || def u(x,t):
179 res = 0
180 for k in range(9):
181 p = 2xk+1
182 res += np.sin(p*x)*np.exp(—p**2%t)/p*x3
183 return res
184
185t =1
186 [|X = np.linspace (0,2%xnp. pi)
187 ||Y = [u(x,t) for x in X]
188 || plt . plot (X,Y)
189 || plt .show ()
On obtient des sinusoides, bon...

5. En considérant, pour w solution du probleme,

/7r w(x, t)? dx,
0

déduire I'unicité du probléme.
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4‘ Correction

Soient u et v deux solutions du probléme. En notant w = v — u, w est solution du
probléme mais avec S(x) = 0.
s

Notons G(t) = w(x, t)2dx. Montrons que G est dérivable et calculons sa dérivée.

0
Soient 0 < a < b.
e pour tout t dans [a, b], x — w(x, t)? est continue (par morceaux), intégrable sur
[0, 7],
e pour tout x dans [0, 7], t — w(x, t)? est dérivable sur [a, +oco[, de dérivée
ow
2 ) ——(x, t
wix, t) e (x, )

e la fonction u est €* sur le fermé borné [0, ] x [a, b] donc, par le théoréme des
bornes atteintes, elle y est bornée par M > 0, indépendant de x et de t, et intégrable
sur [0, 7.
Donc, d'apres le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, G est dérivable sur
[a, b] pour tous 0 < a < b, donc sur ]0, +oo], et pour tout t > 0

G'(t) = /szw(x, t)%—vtv(x, t) = /szw(x, t)‘%"(x, £).

Par intégration par parties, et nullité en x = 0 et x = 2,

G'(t) = —2/07r (?j:(x t)>2 dx < 0.

Donc G décroit. Mais G(0) = 0 (car w(x, 0) = 0 pour tout x) et G est positive sur R,
donc G est constante égale a 0, ce qui signifie que pour tout t dans R,

/ w(x, t)?dt =0,
0

donc, comme x — w(x, t)2 est continue, positive, d'intégrale nulle, on en déduit que
pour tout t dans R, et pour tout x dans [0, 7], w(x, t) =0, i.e. u(x, t) = v(x, t).
On en déduit I'unicité du probléme.

6. (question ajoutée) Etudier la limite de la solution du probléme lorsque t tend vers +oo.

Correction

[l suffit d’appliquer un théoréme de double limite, bien plus simple que tout ce qui a été
vu précédemment !

4.8 Maxence Herbelin

1 2 3
Exercice 50. On donne A= | —1 1 1 |. On définit
1 0 2

A=A
1
Aky1 = EAk(In + (AL A)™Y
Uniquement la question 1 se traite en Python.

1. (a) Diagonaliser AT A. Trouver B tel que ATA = B
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190
191
192
193
194
195
196
197

—‘ Correction

On propose

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.linalg as alg

A = np.array([[1.2,3],[-1,1,1],[1,0,2]])
M = np.dot(np.transpose(A),A)

vp,P = alg.eigh (M)

198 ’

On sait alors que A= PDP" ou D = diag(vp). On sait alors que si on pose

B = Pdiag(v/A1, ..., v/ An)PT,

ona A= B2 Ici, on écrit donc

B = np.dot(np.dot(P,np.diag(np.sqrt(vp))),np.transpose(P))

(b) Déterminer Al A et Al A. Que conjecturez-vous ?

199
200
201
202
203
204

Correction

On propose

def suite (A,k):
res = np.copy(A)
n = len(A)
for i in range(k):
res = (1/2)*np.dot(res,np.eye(n)+alg.inv(np.dot(np.{
return res

205
206
207
208
209
210
211
212
213

On trouve

>>> np.dot(np.transpose(suite(A,6)) ,A)

array ([[ 1.522058 , -0.03823412, 0.82575879],
[-0.03823412, 1.77182152, 1.36351995],
[ 0.82575879, 1.36351995, 3.38510499]])

>>> np.dot(np.transpose(suite(A,7)),A)

array ([[ 1.522058 , -0.03823412, 0.82575879],
[-0.03823412, 1.77182152, 1.36351995],
[ 0.82575879, 1.36351995, 3.38510499]])

La suite (A} A)ken semble converger vers une matrice symétrique.

2. Soit A€ GL,(R). On note M = ATA.
(a) Montrer qu'il existe un B € S+ (R) tel que M = B,

La matrice AT A est symétrique réelle et, de plus, pour X € R”,

(ATAX, X) = |AX|]> > 0,
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Donc ATA € ST(R). De plus, ATA € GL,(R), donc ATA € STH(R). Par le
théoréme spectral, on dispose de P orthogonale, de D = diag(A1, .. ., An) avec 0 <
A1 < --- < A, telles que A= PDPT. En posant B = Pdiag(v/A1, ..., VAn)P',
on a le résultat.

(b) En considérant @ = AB™*, montrer qu'il existe un couple (@, S) € O,(R) x .7, " (R)
tel que A= QS.

—‘ Correction

On pose @ = AB~! et on montre que Q € O,(R). On calcule

QTQ _ (Bfl)TATAsfl
=B7'B’B!

Donc Q € O,(R). Alors A= QB et B € .7, (R).

3. On montre I'unicité du couple :
(a) Montrer que la matrice B de la question (et donc S) peut étre choisie comme étant
un polynéme en M.

Correction

On note ug, ..., Wp les racines distinctes de M. En prenant R le polynéme inter-
polateur de Lagrange vérifiant R(u;) = +/wi, on a B = R(M).

(b) Soit (Q1, S1) un autre couple satisfaisant A = Q;S;. Calculer S?, et conclure.

Correction

On calcule

S?2=5/S=ATQIQ]A=ATA=M.

L'unicité de Sy, puis de Q1, vient alors de 'unicité de la racine carrée d'une matrice
symétrique définie positive vue en cours.

4. Convergence de la suite :
(a) Montrer que pour tout k, AZA;( est inversible,

Correction

On montre le résultat par récurrence immédiate.

(b) On note (Qx, Sk) I'unique couple de O,(R) x S;(R) tel que Ax = Q4Sk. Montrer que
1
la suite (Qk)ken €st constante et que Sgi1 = E(Sk + 5;1).

On sait que

1
Aks1 = §Ak(1n + (AcA)™H

1
= EQkSk(In + 5;2)
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1 . . i
Mais ESK(I” + 5;2) est symétrique définie positive, et Qk est orthogonale, d'o,
par unicité, Q11 = Qx, et

1 1
Sk+1 = Esk(In + 53 = E(Sk +5h).

(c) En déduire que Ax e Q. ot Q est le Q de la question

Correction

On remarque que les Sk sont toutes diagonalisables dans la méme base! Si on note
(Agk) ..... Aff)) les valeurs propres de Sk, on a

1 1
k+1 k
>\I( )2<>\§)+)\(I<)>.

1

On étudie alors upy; = ;<un+;n> = f(u,). On remarque que f'(x) =
% 1-— )}2) donc f décroit sur ]0,1] et croit sur [1,+oo[. Mais si x €]0,1],
f(x) > 1 alors que si x > 1, f(x) > 1 donc finalement, u, € [1, +oo[ & partir
du rang 1.

Enfin, on remarque que sur [1,+oo[, f(x) — x = % (i —x | <0, donc (tp)n>1
décroft. Minorée par 1, elle converge vers le seul point fixe de f, 1.

4.9 Baptiste Rouard

Exercice 51. On considére un candidat qui doit se rendre sur un lieu de convocation. Pour cela, il
dispose de 2 chemins, le chemin A et le chemin B. Il prend le chemin A avec une probabilité p €]0, 1].
On note T la variable aléatoire égale au temps de trajet du candidat. Le temps de trajet du chemin,
en minutes, A (respectivement B) suit une loi de Poisson de paramétre a > 0 (respectivement

b > 0).

1. Justifier que T(2) = N.

Correction

Une variable de Poisson est a valeurs dans N, d'ott T(Q2) = N.

2. (a) Ecrire une fonction prenant comme argument p, a et b et renvoyant la valeur de T

214
215
216
217
218
219
220

On propose

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simulT(p,a,b):
x = rd.binomial (1,p)
if x==1:
return rd.poisson(a)
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221
222

else:
return rd.poisson(b)

(b) On pose a =15 et b =10. Donner les valeurs moyennes de T pour N = 500 simulations

Or€113
POUrPSN\2 2 2 [

On propose

223 |la = b

224 ||b = 10

225 ||N = 500

226

227 || def estimoy(p,a,b):

228 res = 0

229 for _ in range(N):

230 res += simulT (p,a,b)

231 return res/N

232

233 || for p in [1/4,1/2,3/4]:

234 print (estimoy(p,a,b))
On trouve

235 || >>> (executing cell "" (line 1 of "ex009031-python.py"))

236/ 6.18

237/ 7.386

238 (| 8.76

(c) Comment peut-on approcher la valeur de E(T)? A quel résultat du cours pensez-vous ?

Sous quelles hypotheéses ?

—‘ Correction

faible des grands nombres (qui est utilisable si T admet une variance).

La question précédente permet d’approcher la valeur de E(T), en vertu de la loi

3. Déterminer la loi de T en fonction de p, a et b. Donner sa fonction génératrice, et calculer

E(T) et V(T) si elles existent.

par la formule des probabilités totales,

P(T = n) = Px_o(T = n)P(X = 0) + Px_1(T = n)P(X = 1)

e bpn e=23"
+p

=(1-p)

n! nl -

On note X la variable de Bernoulli correspondant au chemin choisi. Soit n € N. Alors,

Page 91 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

On en déduit que, pour t €] — 1,1],

Gr(t) =Y P(T =n)t"

n=0
_ (1 o p)efbebt 4 pefaeat
_ (1 . p)eb(tfl) + pea(tfl)_

Ainsi, on voit que Gt est infiniment dérivable en 1, donc T admet une espérance et une
variance. Déja,

E(T) = GH(1) = b(1 — p) + ap.
Ensuite, on sait que
G7(1) = E(T?) — E(T),
donc

V(T) = GF(1) + E(T) — E(T)?
= b*(1—p) + a°p+ b(1 — p) + ap — (b(1 — p) + ap)?

4. On reprend les mémes valeurs que dans la question 2., avec p = 1/2 On souhaite obtenir dans
95% des cas, un écart maximum de 30 secondes entre la valeur moyenne pour N simulations
et I'espérance de T. Déterminer N afin de respecter cette exigence. Trouver ce N a I'aide de
Python. Indication : On pourra utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

4‘ Correction

1 — _ ; _
On note S, = EZT”' (T,) étant une suite de vaiid telles que T; ~ T. On sait que
k=1

V(T
E(S,) =E(T) et V(S,) = % Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, que
v(T)
P —E(T)>¢) < :
(ISh BT > &) < =
On veut choisir n tel que
5

P15, —E(T) > 1/2) < 155-

Il suffit donc de choisir n tel que

4V(T) _ 5

n 100

donc
n > 80V(T).

Avec python, on trouve n = 1100.

5. On considére maintenant que ce candidat rejoint une amie. Cette amie reste au lieu de rendez-
vous pendant une durée qui suit une loi de Poisson de paramétre ¢ > 0. On note R la variable
aléatoire égale a 1 si les 2 amis se rencontrent et 0 sinon (I'amie est déja partie).
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6. (a) Définir une fonction prenant en argument p, a, b et ¢ et renvoyant la valeur de R.

Correction

On propose
239 || def simulR(p,a,b,c):
240 T = simulT(p,a,b)
241 U = rd.poisson(c)
242 return T<U

(b) Déterminer la loi de R.

Correction

On note U la variable du temps d'attente de I'amie. R est a valeurs dans {0, 1}.
Ensuite, si on note ¢ =P(R = 1), on obtient

g=P(R=1)
=P(T < V)
=Y P(T=nT<U)

n=0

=> P(T=nn<V)

n=0

= ZIP’(T = n)P(n < U) par indépendance

n=>0
—b pn —aa,n k
e ?b e 93 _cC
-S> (a-nSE ) e
n=0 k>n

(c) Exprimer son espérance et sa variance.

Correction

Si on note g le paramétre de R,

E(R) =g et V(R) = q(1 — q).

(d) Veérifier les résultats avec python.

On propose

243 || from math import factorial ,exp
244 |IN = 10000
245 || def estimoyR(p,a,b,c):

246 res = 0

247 for _ in range(N):

248 res += simulR(p,a,b,c)
249 return res/N

250

251 || def somm(p,a,b,c):
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252 res = 0

253 for n in range(100):

254 for k in range(n,100):

255 res+=((1-p)*exp(—b)*b*xxn/factorial (n)+

256 pxexp(—a)*a*xn/factorial(n))*exp(—c)*c*xk/factorial (k)
257 return res

Les résultats sont cohérents.

4.10 Aurélien Simone

Exercice 52. Deux amis se donnent rendez-vous. On modélise par X et Y le temps de retard respectif
des deux amis. On suppose que ces variables aléatoires sont indépendantes. On définit 7 = | X =Y.

1. Que représente T 7

4‘ Correction

T représente le temps qu'attendra I'un des deux amis.

2. En Python, écrivez une fonction rdv qui prend en argument le nombre de simulations et renvoie
n simulations de T pour les quatre cas suivants :

e X,Y uniformes dans [0, 14]
e X +1,Y + 1 géométriques de paramétre p €]0, 1]

e X + 1 géométrique p et Y poisson de parameétre A

e X, Y de Poisson de paramétre A

Pour les simulations, on prendre p = 1/3 et A = 10.

3. A l'aide de Python, tracez une estimation de P(T = k) en fonction de k (on se limitera a
k < 40) et estimez I'espérance de T pour les quatre cas.

258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276

[l s'agit de faire
questions python

beaucoup d'expériences et de moyenner. On propose pour les deux

import numpy
import numpy

import matplotlib. pyplot as plt

def retard (X,Y):
return abs(X-Y)

N = 1000
p =1/3
lam = 10

## deux uniformes

L =
res 0

for _ in range(N):
x = retard(rd.randint (0,15),rd.randint (0,15))
if x<=40:

[0 for _

as np
random as rd

in range (41)]
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277 L[x]+=1
278 res+=x
279
280 ||[L = [x/N for x in L]
281 || res = res/N
282

283 || plt . plot (range (41),L, '-0")
284 || plt .show ()

285

286 ||## deux géométriques

287

288 ||[L = [0 for _ in range(41)]
289 || res = 0

290

291 || for _ in range(N):

292 x = retard(rd.geometric(p),rd.geometric(p))
293 if x<=40:

204 L[x]+=1

295 res+=x

296

297 ||L = [x/N for x in L]

298 || res = res/N

299

300 || plt.plot(range(41),L,’-0")
301 || plt .show ()

302

303 ||## géométrique et poisson
304

305||L = [0 for _ in range(41)]
306 || res = 0

307

308 || for _ in range(N):

309 x = retard(rd.geometric(p),rd.poisson(lam))
310 if x<=40:

311 L[x]+=1

312 res+=x

313

314 [|[L = [x/N for x in L]

315 || res = res/N

316

317 || plt . plot(range (41),L, " '-0")
318 || plt .show ()

319

320 ||## deux poisson

321

322 ||L = [0 for _ in range(41)]
323 || res =0

324

325 || for _ in range(N):

326 x = retard(rd.poisson(lam),rd.poisson(lam))
327 if x<=40:

328 L[x]+=1

329 res+=x

330

331 |L = [x/N for x in L]

332 || res = res/N

333
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334 || plt.plot(range(41),L, ' -0")

335 || plt .show ()

4. Montrer que P(T = 0) = ZP(X = J)P(Y = j) et donner la formule permettant de
Jj=0

déterminer P(T = k).

Correction

On remarque que, par la formule des probabilités totales,

P(T=0)=Y P(T=0Y=n)
n=0
=> P(IX-Y|=0,Y =n)
n=>0

=> P(IX—n|=0,Y =n)

n=0

:ZP(X: nY =n)
n=0
= ZP(X = n)P(Y = n) par indépendance

n=0

Ensuite, par le méme raisonnement,

P(T=k)=Y P(T=kY =n)
n=0
=> P(IX-Y|=kY =n)
n=0
=> P(IX—n|=kY =n)
n=>0
=Y P(X=n—kUX=n+kY =n)
n=0
= Z(IP’(X =n—k)+P(X =n+k))P(Y = n) par indépendance

n=0

5. Déterminez la loi de T pour les deux premiers cas.

Traitons les deux cas :

1
e cas uniforme. On remarque que T est a valeurs dans [0, 14], que P(T =0) = 1
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et que pour k € [1, 14],

P(T=k)=> (P(X=n—-k)+P(X=n+k)P(Y =n)

n=0
1 14
S P(X=n—k)+P(X =n+k)
n=0
1 14 14—k
:B[ZP(X:n—k)—FZP(X:nﬁ-k)
n=k n=0
1 147k+1+147k+1
T 15 15 15
302k
T 225

T est a valeurs dans N et que

2

_ 2 2k—2 _ P _ P
n>1

P(T

Puis, si k > 1,

P(T=k)=>» (P(X=n—k)+P(X=n+k)P(Y =n)

n>1

n>k n>1
_ Z pqnfkflpqnfl+qun+k71pqnfl
n>k+1 n>1
:p2qk Z (q2)n—k—1+p2qk Z(q2)n—1
n>k+1 n>1
2
_ 2k 2 k4
=P a P T
_ 2pg”
=5 p

e cas de deux géométriques de paramétre p. On note g = 1 — p. On remarque que

Y P(X=n—KP(Y =n)+ Y P(X=n+kP(Y =n)

6. Montrer que T admet une espérance finie si X et Y admettent une espérance finie.

Correction

admet une espérance finie.

Si X et Y admettent une espérance finie, comme |T| < |X]| + |Y], on en déduit que T

7. Calculez I'espérance de T pour les deux premiers cas.

On sépare les deux cas :
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e dans le cas uniforme,

E(T) =Y KkP(T = k)
k=1

*ik3o_2k
N 225
k=1
14 14
2 2 )
=5k~ 5 2k
k=1 k=1
314X15_il4><15><29
15 2 152 6
28 x 29
— 14—
6 x 15

e dans le cas géométrique,

E(T) =Y KP(T = k)

k>1

k
ML
k>1
:ﬂ kak—1
2—pk§1 Y
_ 2pq 1
- 2-p(1—g)?
_2(1-p)
- p(2—-p)

8. (Question ajoutée) On admet que si X ~ P(X\) et Y ~ P(u), alors E(T) = /X + . Calculer
V(T) et montrer qu'elle est minimale lorsque A = .
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4‘ Correction

On sait que
V(T)=E(T?) —E(T)> =E(T?) — X — u.
Or,
E(T?) = E(X?) + E(Y?) — 2E(X)E(Y) par indépendance
Mais

E(X?) = V(X) + E(X)* = A + X
On en déduit que
E(T?) = A+ XN +u+u?—22u
=Xt (-

minimal lorsque A = L.

4.11

Etienne Sponton

Exercice 53. Soit la suite (Up)nen définie par :

(="
" on417

1. Montrer la convergence de la somme de la suite et donner une approximation a 107° pres.

o N o & e

_‘ Correction

C'est le DML1... exercice non corrigé !

. Montrer que :

+o0
> Uk =1n(2).
k=0

. On veut réorganiser la suite sous le nom de (V,,)pen €n prenant a la suite deux termes positifs

et un terme négatif :
v-{1 1 11 1 1
73T 2'5 7 4

Ecrire la fonction V/(n) et donner V/(250), V/(251), et V/(252).

Soit t, la somme partielle des suites (V;,). Donner une valeur approchée de tosq, tos1, €t toso.

) 5 _
Faire le rapport t—" et trouver une conjecture.
n

Prouver la conjecture.

Considérons une généralisation de la suite (V) sous la forme suivante : on prend p termes
positifs et g termes négatifs dans la suite. Trouver la limite de cette suite généralisée.
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5 Concours Mines-Telecom

5.1 Théophile Cirier

Exercice 54. Soit X1, ..., Xp des variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de
paramétre p.

1. Calculer P (X; > k) et P(X; < k).

Correction

Soit k € N*. Alors

P(Xi > k) =) P(X; =)

>k

- Y oo
JZk+1
1
=pgs— =d"
-q

Ainsi, P(X; < k) =1—-P(X; > k) =1 — ¢~.

2. Soit Y =min(Xq,..., Xn).
(a) Calculer P(Y > k) puis P(Y < k) et P(Y = k).

—‘ Correction

Soit k € N*. Alors

P(Y > k) =P(min(Xy, ..., Xn) > k)
=P(X; > ket Xo>ket ... et X,> k)

n
= HIP’(X, > k) par indépendance.

i=1
n
SitEra
i=1

Ainsi, P(Y < k) =1—q™ et P(Y = k) = P(Y > k—1) = P(Y > k) = "D —
an — qn(k—l)(l _ qn).

(b) Montrer que Y a une espérance finie, que |'on calculera.

On sait que pour Y a valeurs dans [0, +o0] (fermé!), on a juste a calculer I'espérance.
Mais comme Y Est a valeurs dans N,

E(X) =) P(X>1).

k>1
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Donc, ici,

E(Y) =Y P(Y >k)

k=1

=> P(Y > k)

k=0

:ank

k=0

:1,qn<+oo'

donc Y admet une espérance finie, égale a

1—

Exercice 55. Soit n € N*, et A, € M,(R) la matrice tridiagonale définie par :

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
o -1 2 -1 0
Ap = ) . ) . .
0 o -1 2 -1
0 0 o -1 2

1. Soit D, = det(A,). Montrer que Dpyo = 2D,11 — D,,.

Soit n > 3. Développons D,, selon la premiére ligne. Alors
2 -1 0 0 -1 -1 ©
-1 0 2 -1 0
Dn=219 0 tlo -1 2
o
0 o -1 2 (1] 0 0 -1
Développons le deuxieme déterminant selon la premiére colonne. Alors
2 -1 o0 0 2 -1 0 0
-1 -1
Dh=209 0 —| o 0
: | : o, o
0 o -1 2 (1] 0 0o -1 2 (2]
d'ou la relation de récurrence désirée.

[n—1]

=2Dy 1—Dp»,

2. Calculer D,.
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4‘ Correction

La suite D, satisfait une relation de récurrence d'ordre 2, d'équation caractéristique
x? —2x+1 = (x — 1)?, avec donc une racine double. Donc on dispose de A et B réels
tels que pour tout ndans N, D, = (A+Bn).1", i.e. Do, =A+Bn. Or, Dy =2et D, =3
donc A+ B=2et A+ 2B =3 donc A= B =1 et, pour tout n, D, = n+ 1.

3. A, est-elle diagonalisable ? Est-ce que 0 est une valeur propre ?

4‘ Correction

La matrice A, est symétrique réelle donc est diagonalisable. Ensuite, O n’est pas valeur
propre de A, car det(A,) = n+ 1.

5.2 Elise D’Andrea

1
xn2+n’
1. Montrer la convergence de la série de terme général U,(x) pour x > 0.

Correction

Soit x € R. Alors

Exercice 56. Pour n > 1 et x € R, on pose U,(x) =

1

n—4o00 xn?’

Un(x)

terme général d'une série convergente. Donc, par comparaison de séries a termes positifs,

Z Un(x) converge.

n=0

+00
2. Soit S(x) = ZUH(X). Montrer que S est de classe C* sur ]0; +oo[

n=1

On sait que

e |a série de fonctions E U, converge simplement,

e pour tout n dans N*, U, est €* et

2

n
U =,
n(x) (xn? + n)?
e soit a > 0 Alors pour x € [a, +o0],
2
n
U € ——.
| n(X)| (ang + n)2
indépendant de x, donc
n? 1

7 1la4oo[ < ~
I s s

terme général d'une série convergente. Donc la série de fonctions E U/, converge
normalement sur [a, +o0o].
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Par le théoreme de dérivation des séries de fonctions, Z U, est de classe € sur [a, +o0[
n=>0

pour tout a > 0, donc sur |0, +o0f.

3. Montrer qu'il existe K > 0 tel que :

1<X1
Vx > 0, X ; Z: ey \ -
4‘ Correction
Soit x > 0. Alors
+oo +o0
1 1 1 1
S(x)— - —| = _—— —
(€9) ><;n2 ;x#—i—n xn?

72 xn+1 xn2

nz=1

1 K
<Lim =

n>1

1
en notant K = Zﬁ

n>1

4. (question ajoutée) En déduire un équivalent de S(x) lorsque x tend vers +oc.

Correction

On en déduit que

d'ou

Exercice 57. Soit £ un K-espace vectoriel et p un projecteur de E.
Soit H={he L(E); hop=—poh}
1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.

Correction

On remarque que H = ker(yp) ou

ZL(E) — Z(E)
h—hop+poh’
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qui est linéaire : si h, k sont dans Z(E) et A\, u dans K,

©(Ah+ pk) = (Ah+ pk) o p+ po (Ah+ k)
=Mhop+pukop+Apoh+pupok
= Ap(h) + (k).

2. Soit f € H.
(a) Montrer que ker(p) est stable par f.

Correction

Soit x € ker(p). Alors

p(f(x)) = =f(p(x)) = =f(0) = Ok,

donc f(x) € ker(p) donc ker(p) est bien stable par f.

(b) Démontrer que Im(p) est stable par f.

Correction

Soit x € Im(p) = ker(p — Idg). Alors p(x) = x. Or,

p(f(x)) = =f(p(x)) = —=f(x).

Donc f(x) € ker(p + Idg). Mais —1 n'est jamais valeur propre d'un projecteur !
Donc f(x) = 0g € Im(p). Donc Im(p) est stable par f.

(c) Donner la matrice de f dans une base de E adaptée a p.

Correction

On note (eq, . .., ex) une base de ker(p) et (exy1,. .., en) une base de Im(p). Alors,
dans cette base, la matrice de f est

< A Okv”) , ot A e M (K).

On—kk  Op—k

5.3 Nils Dérouet

cos(x) — 1
2
1. k est-elle prolongeable par continuité en 07

Correction

On remarque que

Exercice 58. Pour x # 0 on pose k(x) =

k(x) ~

(- 1
x—=0 X2 x50 2

donc k est prolongeable par continuité en 0.
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2. k est-elle prolongeable en une fonction de classe C* sur R?

Correction

On sait que pour tout x # 0,

—sin(x)x? — (cos(x) — 1)2x

) —
k (X) - X4
sin(x)x? + 2x(cos(x) — 1)
= — X4 .
Or,
. x3 x? Xt
sin(x)x? +2x(cos(x) —1) = (x—"=+o(x®) | x*+2x | = + = | + o(x*)
x—0 6 2 24
5 5
_ 3 X _ s X 5
X 5 x+12+o(x)
5
x—0 12°

X - .
Dol k'(x) ~ 12 —+> 0, donc k' posséde une limite nulle en 0. k étant continue
X— X——+00

sur R et ¢! sur R*, on en déduit, par le théoréme du prolongement de la classe €*, que
k est prolongeable en une fonction de classe C* sur R.

3. Que peut-on dire de plus?

4‘ Correction

En fait, cos est développable en série entiére sur R et

p X2p
cos(x)—1= p%:l(—l) )]
donc
KGO = > (1P 7y

p=l

développable en série entiére donc € sur tout R.

Exercice 59. Soit, dans R* muni de son produit scalaire canonique, le plan
Z={(xy.z,t) eER" x+y+z+t=x—-y+z—t=0}.

Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a &2.

Correction
On détermine déja une base orthonormée de &2. Pour ce faire, on résout le systéme linéaire :
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soit (x,y,z, t) € R* On a les équivalences

{X+y+z+t0 {x+y+z+t0
&

X—y+z—t=0 —2y —2t=0
x+y+z+t=0
—2y—2t=0
<~
z=a, €R
t=06, BER
X=-a
y=-0
~
z=a, a€R
t=08, BER
X —a
y -8B 2
] € o , (a,B) €R
t 6]

Or, ces deux vecteurs sont orthogonaux, donc une base orthonormée de &2 est (u,v) ol

1 0 -1
1lo 1 o0
A‘E -1 0 1
0 -1 o0

0 0 -

0 0
2A-L=1_ ¢ o
0 -1 0

(On reconnait qu’on a bien la matrice d'une symétrie)

-1 0
u= 20 etv= T st
V2|1 V210
0 1
Ainsi, si T4 est la projection orthogonale sur &, on a;
X X—z
_|Y 4 _ _ Xtz 1y y—t |
VX = 2 ER" mp(X) = (X, u) u+(X,v)v = 5 =5 | 2otz = AX,
& —y+t

oll A est la matrice de T4 dans la base canonique au départ et a I'arrivée :

Comme la symétrie orthogonale par rapport a &2 a pour expression s = p — g = 2p — Idg, on
en déduit que la matrice de cette symétrie dans cette base canonique est donc

=l 0
0 -1
1110
0 1
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5.4 Nicolas Dumitrescu-Palcau

Exercice 60. On pose, pour tout x > 0, pour tout t > 1 :

(=
vty = t(t + x)
1/x  1/x
1. Mont t)y=—"—— .
ontrer que @(t) ; T x
C'est juste un calcul :
I/x 1/x  1t+x—t 1

t t+x x t(t+x) tlt+x)

+oo
2. Donner la nature et calculer / p(t)dt.
1

Correction

On fixe x >0 :
1 .
e t— ——— est continue sur [1, +oo],
t(t + x)
1
o — ~
t(t + x) to+oo t2

+o0
donc / ©(t)dt converge. Soit A > 0. Alors
1

A 1 [Adt 1 (A dt
l[¢®“Z;[‘?‘§1t+x
= % (In(A) — In(1) — In(A) + In(1 + x))

_In(1+x)
= —

1 S
—, intégrable en 400, donc ¢ est intégrable en +oo,

1
3. On pose fn(X) = m

série converge-t-elle ? Etudier la continuité de S sur son ensemble de définition.

. Soit la série Z f, de somme S, pour quelles valeurs de x cette

on remarque que

1
X) oo 72

donc Z f,(x) converge. Donc cette série converge sur R\ {Z" }.
Etudions la continuité de S,

e sur [0, +oo[. On sait que

— pour tout n dans N*, f, est continue,

Si x € Z* , alors f_, n’est pas définie en x. Sinon, pour x qui n'est pas un entier négatif,
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— pour tout x dans [0, +oo],

1
ITa(x)| < P

indépendante de n. Donc Z Hf,,||£;+°°[ converge, donc la série de fonctions

E f, converge normalement.

Donc Z f, est continue.

e soit n €N, et a, b tels que [a, b] C] —n—1, —n[. Alors
— pour tout pour tout n dans N*, f, est continue sur [a, b],
— pour tout x dans [0, +oof,

1
n(n+a)’

[f2(x)] <

indépendante de n et terme général d'une série convergente. Donc Z ||fn||<[>‘3o'b]

converge, donc la série de fonctions E f, converge normalement sur [a, b].

Donc Z f, est continue sur [a, b] quels que soient a et b, doncsur ] —n—1,—nl.

Ainsi, f est continue sur son ensemble de définition.

In x
4. Montrer que S(x) ~ vl +o0.

Correction

Soit x > 0. On effectue une comparaison a une intégrale. La fonction ¢ est décroissante
sur R, donc

1 s 1
< <—F——.
(n+1)(n+1+x) /,, n(n+ x)
d'ot, en sommant de 1 a +oo,

1 +o00
— < <
S(x) . \/1 p(t)dt < S(x),

d'ou ) In(1 )

n(l+x

— < <
>0 1+x X <5k
Mais ! = o0 <In(1—|—x)> d'ou
1+ X x—+o0 X
S(x) ~ In(1+ x) _ In(x) +In(1+1/x) N In(x).
X—>+00 X X X—+00 X

Exercice 61. On dit que u est un endomorphisme anti-adjoint si pour tout x {(u(x), x) = 0.

1. Montrer que pour tous x et y, (u(x),y) = —(x, u(y)).

Soient x et y. Alors (u(x+y),x+y) =0, donc (u(x) + u(y),x+y) =0, d'ou

(u(x), x) 4+ (u(x), y) + (u(y), x) + (u(y). y) = 0,
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donc, comme (u(x), x) = (u(y),y) =0,

d'ou

2. Soit M la matrice de u dans une base orthonormée. Montrer que M est antisymétrique.

Correction

Soit (eq, ..., en) la base orthonormée dans laquelle M est la matrice de u. Alors

Mli = (u(er), ) = — (u(ey), &) = —[M]y;,

donc M est antisymétrique.

3. Montrer que si u est anti-adjoint, s = v o u est un endomorphisme autoadjoint.

Correction

Si u est anti-adjoint, alors pour x et y dans E,

(uou(x),y) = (u(u(x)),y) = = (u(x), u(y)) = =(= {x, u(u(y)))) = (x, uouly)),

donc u o u est autoadjoint.

4. Démontre que ker(u) et Im(u) sont des supplémentaires orthogonaux.

Correction

Soient x dans ker(u) et y dans Im(u). Alors on dispose de w tel que y = u(w). On a
donc

X y) = (x, u(w)) = = (u(x), w) =0,

donc ker(u) L Im(u), donc ker(u) et Im(v) sont en somme directe. Par le théoréeme du
rang, dim(ker(v)) + dim(im(u)) = dim(E) donc ker(v) et Im(u) sont supplémentaires.

5.5 Gavivarsan Ganeshanathan

Exercice 62. Soit A € S,(R).
1. Montrer I'existence d'un vecteur propre X € M, 1(R).

4‘ Correction

La matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable en base orthonormée. |l
existe donc un vecteur propre X de A.

n
On définit B € M»5,(R) par B = < A XX )

XXT A

X
2. Donner les valeurs de a € R pour lesquelles Y, = <aX) est un vecteur propre de B.
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4‘ Correction

On note X le réel tel que AX = XX. On calcule par blocs
gy, — (AX+ aXXTx
27 AXXTX + Aax

_ ((H a ||><||2)x>
(X112 + xa)X

Il faut donc que (||X||> + Aa) = a(x + a || X||?), c’est-a-dire que

IX|I7 &% = [1X]1%,
donc que .

3. Donner une base de Mj,(R) formée de vecteurs propres de B.

Correction

Soit (ey, .. ., en) une base de vecteurs propres de A. Etant donné la question précédente,

() (%) (4)-(2)

est une famille de vecteurs propres de B. On vérifie que c'est bien une base de .#5,1(R).
Soient (o1, —1, 00,2, ..., Qn, —p), 20 réels tels que

zn:a' “‘Via,( % )=0
i e —i —e — Y2n,1-

=1

n
Alors, en regardant les n premiéres lignes de chaque vecteur, on obtient Z(a,-—i—a,,-)e,- =
i=1

0 donc pour tout /, a; + a_; = 0.
n

Ensuite, en regardant les n derniéres lignes de chaque vecteur, on obtient Z(a,- -
i=1

a_j)e; = 0 donc pour tout /, aj —a—_; = 0.
On conclut donc que pour tout /, o = a—; = 0.
111 1/V2
4. On suppose n = 3. On considére A = 1 1 1 et X = —V/2 |. On définit B
1 1 1 1/\f2
comme ci-dessus. Donner un polynéme annulateur de B de degré 3 .

Correction

On sait que A est diagonalisable (car symétrique réelle), de valeurs propres 0 et 3. On
sait ensuite que les valeurs propres de B sont les A + || X||2. Or, ici, |X||* = V/3. Ainsi,
les valeurs propres de B sont

3,—3,3—3,3+43, c'est-a-dire {—3,3,6}.

Ainsi, comme B est diagonalisable et qu'il ne posséde que 3 valeurs propres, on en déduit
que (X 4+ 3)(X — 3)(X — 6) annule B.
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>, cos(nx)
Exercice 63. Montrer que f(x) = B définit une fonction de classe ¢ sur R.
n=1
Correction
On note pour tout n dans N*
R—R
@ cos(nx) -
n3 + x?
Alors
e pour tout x dans R,
1
lon(x)] < =k

terme général d'une série convergente, donc E ©pn(x) converge absolument donc

converge. Donc la série de fonctions E ©, converge simplement (en fait normalement
mais ce n'est pas important ici).

e pour tout n dans N*, ¢, est dérivable et

—nsin(nx)(n® + x?) — 2x cos(nx)
(n3 4 x2)2

©h(x) =

e soit a > 0. Soit n € N* et x € [—a, a]. Alors

4 2
n* 4+ na“ 4+ 2a
lon () € ——5——.
quantité indépendante de x. Donc
1o 22 < n*+ na® + 2a 1
Pnllo = nb n—4oco N2’

terme général d'une série convergente donc, par comparaison de séries a termes positifs,
E llen |L;a""] converge, donc la série de fonctions E @, converge normalement donc
uniformément sur [—a, a].
2 . 1 Lo 2 /
On en déduit donc que g ©, est de classe €, de dérivée E ©,.

n=1 nz1

5.6 Oriane Gicquiaux

Exercice 64. Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de
paramétres respectifs A\ et u.

1. Montrer que Z = X + Y suit une loi de Poisson de paramétre A + u.

Déja, Z est bien a valeurs dans N. Ensuite, si kK € N, comme {(Y = /),i € N} est un
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systéeme complet d’'événements,

+o0
P(Z=k)=) P(Z=kY =)
i=0

400
=Y P(X=k—iY=i
i=0
K
= ZIP’(X =k —1i,Y =) car X est a valeurs dans N
i=0

K
= Z]P’(X = k — )P(Y = i) par indépendance
i=0
K

>\k—i U/i
— - 2
D e k—ins

i=0
1 <~ [k
o —Ou k—i i
- ° k!%(/)A H
=

1
— ef()\%uﬂ()\ +,LL)k,

donc Z ~P(\+ ).

2. Calculer Pz (X = k) pour (k,n) € N,

4‘ Correction

Soient n dans N et k dans N. Alors

. P(Z=nX=k) P =n—kX=k)
Pz=n(X = k) = P(Z=n) P(Z = n)

Déja, si k > n, cette probabilité est nulle. Ensuite, si kK < n, alors

P(Y = n— k)P(X = k)

PZ:H(X = k) - P(Z — n)
n—k K
et (5—k)!eix%

e~ (i) 7(“;!“)”

-() () (=)

3. Reconnaitre alors la loi conditionnelle de X sachant (Z = n).

Correction

A
Donc la loi de X conditionnée & Z = n est une loi A <n, )
A+

Exercice 65. Soit (a1, ..., ap) nréels, M € M,(R) vérifiant, pour tout i dans [1, n], Mp; = M;, =

a; et les autres coefficients sont nuls.

1. M est-elle diagonalisable ?
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4‘ Correction

La matrice M est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable.

2. Préciser les éléments propres de M.
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4‘ Correction

Déja, les colonnes 1 a n — 1 sont toutes proportionnelles, ce qui assure que M est de
rang inférieur ou égal a n — 2.

e si tous les a; sont nuls, M est diagonale.
e si un seul des a; est non nul :

— ou bien c'est a, est la matrice est diagonale,

— ou bien c'est un des a; et la matrice est de rang 2.
e dans tous les autres cas la matrice est de rang 2.

On se focalise donc sur le cas ou il existe / € [1, n — 1] tel que a; # 0. Supposons sans
perte de généralité qu'il s'agisse de a;. Alors M est de rang 2 et on remarque que les

vecteurs
—asz —dn-1
% 0 0
0 a
1
o |- Joo0g
: 0: ai
i 0 0
0
en forment une base. Il reste alors a trouver les deux autres valeurs propres. On résout
X1
une équation aux valeurs propres. Soit A une valeur propre non nulle, | : | un vecteur
Xn

propre associé. Alors

diXp = >\X1

arXp = >\X2
an—1Xn = AXn_1
arxy 4+ anXn = A,

De la premiére équation on tire x, = —x; (si on avait pris a; # 0 on aurait choisi la
a

1
i-éme équation). On en déduit donc que pour tout /,

A di
La derniére équation se réécrit
n
a? A2
X1 = XXy, = —X1
ai ai

Donc \? = E a?. Ceci nous donne exactement deux valeurs propres, =+ E a,?, asso-
i=1
ciées a des vecteurs propres non nuls.

i=1

5.7 Antonio Griffaton

Exercice 66. On pose A = G 1) et soit f définie par : VX € L(R), f(X) = AX.
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1. Montrer que f est linéaire.

Correction

Soient X et Y dans .#>(R), X et u dans R. Alors

FAX + 1Y) = AX + 1Y) = AAX 4+ pAY = A (X) 4+ uf(Y),

d'ou la linéarité de f.

2. Déterminer ker(f) et Im(f)

Correction

. b .
e Soit X = (i d>' Alors on a les équivalences

X € ker(f) & AX =05
- 1 1\fa by (0 O
1 1/\c d/ \0 O
o (2tc¢ b+d\ (0 0
at+c b+d) \0 0
Sa+c=b+d=0
a b
@X_<_a —b)

ereva((4 9.6 1)
oonc e =ver (3, %) (2 1))

e Soit X = (i 2) Alors on remarque que
_f(a+c b+d 10 0 1
f(X)_<a+c b+d>€veCt(<1 o)’(o 1>>

Donc Im(f) C Vect <(i 8) , (8 1))

L'inclusion réciproque se démontre, ou bien directement, ou bien via le théoréme du
rang (car dim(Im(f)) = dim(.#>(R)) — dim(ker(f)) = 2.

3. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de .#5(R).
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On calcule

[y

==
~ N~

fu
o

==
(@]

f(Eu) = (

—
o
o

f(E) =

(
f(Ea) = (
e 1)

D'ou, en notant & = (Eq1, E1o, Eo1, Ex),

—
o
(@)

1
1
1
1
1
1

—
—
(@)
=
(@]

(@]
o
=

7~ N -~ N -~ N
o o
o
N~ N~
Il
~ N~ N -~/ N, -~/
(@]
=
N~ —
Il
m
i
N
+
o
N

[y

Matg(f) =

o~ O
—= o = o
O~ O
= O = O

4. Donner le spectre de f.

Correction

On peut calculer le polyndbme caractéristique de f, ou bien remarquer que, pour tout X
dans .Z>(R),

f2(X) = A2X = 2AX = 2f(X),

donc X? — 2X annule f, ce qui assure que le spectre de f est inclus dans {0, 2}.

5. Donner les espaces propres associés.

4‘ Correction

On a déja calculé ker(f) = Vect(

1 0 a b
( 1 O) , ( )) Ensuite, si X = (C d)
alors on a les équivalences
- at+c b+d
f(X)ZX@(aH—C b+d> ( )
0 0
0 0
1 0 0 1
oxeva((l 9.0 )

Donc I'espace propre associé a la valeur propre 2 est

v (3 9)-6 1))

v O
(.
0 o
T Q
I
Qo
~—
I
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Exercice 67. Etudier |'existence et calculer (si possible) :

* In(t)
/0 a+02dt

_‘ Correction

On pose f(t) In(t)

T2

e f est continue sur ]0, +o0],

e f(t) ~ In(t), intégrable en 0,
t—0

In(t) 1 .
3/2 ~ = —_— é
o t7/°f(t) o 7 vl 0, donc f(t) LSO <t3/2>' intégrable en +oo0,

Alors

Donc f est bien intégrable sur ]0, +oo].

. . . 1 .
Maintenant, cherchons a calculer f, en faisant le changement de variables ¢(t) = = On écrit

que
[T n(1)
=) arat
(% In(1l/s) -1
_Amﬂ+ihﬁﬁd5
[T In(1)s)
_/O @+12%°
-1

DoncI=0.

5.8 Sabrina Guecem

Exercice 68. Soit E, espace vectoriel des fonctions continues de R dans R.
Pour tout réel x non nul, on définit

wmwafﬁmm

X

1. Montrer que @ est un endomorphisme.

e déja, ¢ est a valeurs dans E. En effet,

X
— X / f(t)dt est dérivable sur R,
0
1

— x — — est continue sur R*,
X

donc ¢(f) est continue sur R*.
De plus, si F est une primitive de f,

_ F(x) - F(0)

p(f)(x) 0 o F0)=1(0),

donc ¢(f) est prolongeable par continuité en 0. Donc ¢ est a valeurs dans E.
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e linéarité. Soient f et g dans E, X\ et u dans R. Alors pour x # 0,

O+ ug)(x) = i/ox Af(t) + pg(t)dt

:1/ Af(t)dwl/ ng(t)dt
0 X Jo

= Ap(f)(x) + ue(g)(x),

d'ou la linéarité.

2. Montrer que ¢ est injectif.

4‘ Correction

Soit f € ker(y). Alors ©(f) = 0, ce qui implique que pour tout x # 0,
1 X

- f(t)dt =

x/ (t)dt =0,

0

donc que pour tout x # 0 (et, en fait pour tout x dans R),
X
/ f(t)dt =0,
0

soit, en dérivant |I'expression par rapport a x, pour tout x dans R, f(x) = 0.
D'ou I'injectivité de .

3. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de .

Soit A une valeur propre de ¢ (X # 0 par la question précédente) et f un vecteur propre
associé. Alors pour tout x # 0,

%/ F(£)dt = M (x),

0

Ainsi, f est dérivable sur R*. De plus, pour tout x # 0,

/X fF(t)dt = AxF(x),

0

soit, en dérivant par rapport a x,
f(x) = A (x) + Axf'(x),
d'ot, pour x # 0,
A—1
f —f(x) =0.
() + S=F(x)

Résolvons cette équation différentielle sur les intervalles | — oo, 0[ et ]0, +ool.

e sur |0, +oo[, une primitive de x est x In(x), donc on dispose de

C € R tel que pour tout x > 0<

f(x) = Ce 5 ") = cx'5°
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e sur | — oo, 0[, on trouve f(x) = D(—X)%, ou D eR.

Pour qu'une telle fonction soit prolongeable par continuité en 0, il faut que la puissance
de x soit positive, donc 0 < \ < 1.

Réciproquement, si 0 < X < 1, les vecteurs propres sont de la formes
R—R

- D|X\%six<0
| x 0six=0

Clx|'= si x > 0,

il s'agit donc d'un sous-espace de dimension 2.salu

Exercice 69. Soit N un entier naturel. Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On en

tire simultanément n; on modélise le plus petit chiffre tiré par une variable aléatoire X, et on note
Y la variable aléatoire modélisant le plus grand chiffre tiré.

1. Calculer le nombre de combinaisons possibles de tirage.

4‘ Correction

Il'y a exactement ( > tirages possibles (car on tire les boules simultanément).
n

2. Déterminer I'ensemble des valeurs prises par Y, puis calculer P(Y < k). Déterminer la loi de
Y.

Correction

Y est au minimum égal & n et au maximum a N (vu que I'on tire n boules, au minimum

ontirel,2,..., n).

Ensuite, si k € [n, N], ily a tirages possibles conduisant a avoir Y < k. (il faut tirer
les boules parmi [1, k] uniquement). On en déduit que

KN = n)!
P(Y < k) = ((N)) = n)!I;V!
Ainsi,
(Y = n) = (N - n)!n!’

NI
et pour k >n-+1,

P(Y = k) =P(Y < k) —P(Y < k—1)
_K(N=n)l  (k=1)I(N - n)!

(k—mIN! ~ (k—1—n)IN!
(k= 1DUN =) (k- (k—n))

(k= n)IN!
_ n(k=1)Y(N—n)!
(k= n)IN!

3. Faire la méme chose pour X.
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4‘ Correction

Pour X, on fait l'inverse. On sait que X est a valeurs dans [I,N — n+ 1]. Si k €
[1, N — n+ 1], pour avoir X > k, il faut tirer n boules parmi les boules de k jusqu'a N,

N—k+1 ) .
d'ou ( 5 + ) choix possibles.

(MY (N =k DUN = p)!
== ™M) (N—k+1—n)N!

n

On en déduit alors,

(N —m!n!

P(X=N-n+1)= i

et pour k < N —n,

P(X=k)=P(X > k) —P(X > k+1)
(N—k+1DUN=n)l (N—KkIN—n)
T (N—k+1—n)INl  (N—k—n)IN!
(N = KN —=n)I(N—-k+1—(N—k+1—n)) (N — K)I(N = n)In
B (N—k+1—-n)IN! T (N—k+1-n)NI'

5.9 Maxence Herbelin

n2+n+1tn

Exercice 70. On s’intéresse 3 : Z |
n!

n=0

1. Donner le rayon de convergence et la somme S de cette série.

4‘ Correction

2
1
On note, pour ndans N, a, = % Alors pour n > 2,
n(n—1)+2n+1 1 2 1
I = = + P =
n! (n=2)t (n=1" nl

ce qui, par propriété sur les sommes d'une série entiére, assure que la série entiére S est
de rayon de convergence infini. Ainsi,

n(n—1) 2n t"
S(t)y=) ———t"+ D> "+
n>0 ' n>0 n>0
=(t?+2t+ 1)t
= (t+1)%".

2. Soit X une variable aléatoire. On pose Gx(t) = AS. Trouver la valeur de .

4‘ Correction

1
Il faut que AS(1) =1, donc que A = T
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3. Donner E(X), V(X), et la loi de X.

Correction

On a alors pour tout n dans N,

puis, comme S est dérivable sur tout R,
S'(t) = 2(t + 1)e + (t + 1)%e?,
et donc
E(X)=)AS'(1) = % =2
= b

De méme, on remarque que

+o0 +o0 +o00
E(X?) =AY mPa, =AY n(n—1a, + Y nay = AS"(1) + AS'(1).

n=0 n=0 n=0
Ainsi, comme
S"(1) = 2e + 4(t + 1)e' + (t + 1)%e,

on en déduit que

V(X) = E(X?) — E(X)?
=AS"(1)+5'(1)) -4
14e + 8e 4

4e
3
5

ent
————dt
(1 + et)n+1
1. Montrer que l'intégrale est correctement définie.

+o00
Exercice 71. On définit I, = /
0

. ent
Fixons n € N et notons f,(t) = W.
e f, est continue sur [0, +oo],
e ensuite, .
e 1
f(t) ~ YA+l v at’
t—+oo (el) t—+oo €
intégrable en 400, donc f, est intégrable en +oco, donc I, est bien définie.

1 n—1

I,
n2n n "1t

2. Pour tout n > 2, montrer la relation : I, =

Soit n > 2. On fait, dans I,, une intégration par parties, en intégrant
t
e 1 1

A+enytt " Th{T g e

et en dérivant ™Vt en (n — 1)e(™ Yt Le crochet
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+o00

e(”l)t] converge bien et

1 1
n(l+et)n 9

0

1 n—1
St

d'ou le résultat.

= 1#e(”_l)t +Oo+/+0011(n 1)em Vgt
"l n(1+et) o n(l+et)

3. On pose J, = nl,. Calculer J, et en déduire une expression de I,.

Correction
Par la question précédente,
1

Jn = ? + Jnfly

donc . .
1 1 1
”:ZE—’—JO_ ﬁ_ 2n—1
=1 =1
On en déduit que
2 1
b=~

5.10 Victoire Jalenques

0 —a —-b
Exercice 72. Soit M= | a 0 —c |avec(a b, c) € R
b ¢ 0

1. Trouver un polyndme annulateur de M de degré 3.

| Correction |
On calcule M? et M3 1 Déja,
—(a% + b?) —bc ac
M? = —bc —(a* +¢c?) —ab
ac —ab —(b* + ¢?)
a
Ensuite, si on note u= | b | et ||ul]?> = & + b* + 2,
c
0 allul®>  blul?
M? = —aHUHE 0 , cllul® | =—=llul®Mm,
=bllull® —cllul 0
donc X3 + [[ul> X = X(X — i |lul)(X + i]jul|) annule M

2. M est-elle inversible ?
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4‘ Correction

Comme M est antisymétrique, det(M) = det(M") = det(—M) = (—1)3det(M) =
—det(M), donc det(M) = 0, donc M n’est pas inversible.

3. M est-elle diagonalisable ?

4‘ Correction

Déja, sia= b= c =0, alors M est la matrice nulle.

Ensuite, on suppose ||u]| # 0. Alors M est annulée par un polynéme scindé a racines
simples sur C donc M est diagonalisable sur C. En revanche, la seule valeur propre réelle
de M est 0 et M n'est pas la matrice nulle donc M n'est pas diagonalisable sur R.

4. Montrer que les valeurs propres de M? sont négatives ou nulles.

Correction

Le spectre de M est inclus dans {0, —i ||u]|, 7 ||u||} donc le spectre de M est inclus dans
{0, — ||u||?}, ce qui correspond bien a des valeurs négatives ou nulles.

+o00 1
Exercice 73. Pour n € N*, on pose a, = / dt
o ch(®)"
1. Montrer que (a,)nen est bien définie.
4‘ Correction
Soit n € N*. On note f, : t — —. Alors

ch(t)
e f, est continue sur [0, 400,
n

20
o (1) Yoo art? intégrable en +o0,

donc f, est intégrable sur R, et a, est bien définie.

2. Etudier la limite de a, quand n tend vers I'infini.

Correction

On remarque que

e pour tout n dans N*, f, est continue, intégrable sur ]0, +oo],

e pour tout t dans ]0, +oo], W —+>
n——+oo

e pour tout t dans ]0, +oof et n € N¥,

1 1
<

ch(t)" ~ ch(t)’

indépendant de n et intégrable sur |0, +o0],

donc, d'aprés le théoréme de convergence dominée, a, —+> 0.
n——+oo

3. Etudier la convergence de la série de terme général (—1)"a,,.
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4‘ Correction

La suite (a,)nen- est positive, décroissante (car ch(t)™ ! > ch(t)") et tend vers 0 donc,
d’apreés le critére des séries alternées, Z(—l)”an converge.

+oo
4. Déterminer le rayon de convergence de g anx".

n=1
4‘ Correction

On sait déja que (a,)nen est bornée donc le rayon de convergence de la série entiére est
supérieur ou égal a 1.
Ensuite, on sait que pour t > 0,

ch(t) —ef =% <o,

S [Tdr 1
an/o E—E

Donc le rayon de convergence de E anx" est inférieur ou égal au rayon de convergence

donc ch(t)" < e™, d'ou

1 .
de Z Ex”, qui vaut exactement 1.

Donc le rayon de convergence de g a,x" vaut 1.

5.11 Ivann Minoc

Exercice 74. Pour n > 2, on pose B = J, —1,,, ou J, est la matrice constituée de 1 uniquement.

1. Montrer que B est diagonalisable.

4‘ Correction

La matrice B est symétrique réelle donc, par le théoréme spectral, elle est diagonalisable.

2. Déterminer le rang de B +1,,. En déduire les éléments propres de B.

B+1,, = J,. Toutes les colonnes de J, sont égales et non nulles, donc le rang de J, vaut
1. Donc, par le théoréme du rang,

dim(ker(B +1,)) = n—1,

ce qui assure que —1 est valeur propre de B, de multiplicité n— 1, de sous-espace propre
associé (faire le calcul)

1 é 1
-1 0
Vect . -1 cee )
0: : 0:
0 0 -1
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Ensuite, on remarque que

d'ou la derniére valeur propre de B.

3. Déterminer un polynéme de degré 2 annulant B.

Correction

Comme B est diagonalisable, on sait que

(X+1D)(X—=(n-1))

annule effectivement B.

4. Montrer que B est inversible.

4‘ Correction

0 n'est pas valeur propre de B donc B est inversible.

Exercice 75. Pour n naturel, on pose (E,) I'équation :
xeV¥ =/n

1. Montrer que pour tout n, (E,) admet une unique solution x,.

Correction

On considere la fonction f : x — xeV*. Cette fonction est strictement négative sur
R* donc I'équation n'a pas de solution sur R*. De plus, sur R%, f est strictement
croissante, comme produit de fonctions strictement positives strictement croissantes,
elle est continue, vaut 0 en 0 et tend vers 400 en +oo donc, par le théoréme des
valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones, |'équation f(x) =
v/n admet une unique solution sur R, (donc sur R étant donnée la considération faite
sur R_).

2. Déterminer la limite de la suite (x,).

Correction

La question précédente assure que f est bijective de Ry dans Ry. On a donc x, =
f~1(v/n). Mais f~! est monotone, de méme monotonie que f, donc x, 2, oo
n—-+oo

3. Déterminer un équivalent de (x,) quand n tend vers +oo.

On sait que x,eV* = v/n, donc

In(xa) + v/x0 = In(v/n).
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Mais x, — +oo donc In(x,) + v/Xn ~ +/X5. D'ot /X, ~ In(y/n). Ainsi,
n—-+4oo n—+o0

n—+oo
x»  ~ A/In(+/n).
n—-+o0

5.12 Maxime Nouvel

Exercice 76. Trouver toutes les matrices M € M3(R) qui vérifient tr(M) = 3 et M° = M2,

Correction

Soit M une telle matrice. Le polynéme P(X) = X°® — X2 annule M et

X? = X2 = X3(X? —1) = X3(X = 1)(X = j)(X = /),

ouj = e’ Donc Sp(A) € {0,1,/,j°}. Soient (A1, A2, X3) les valeurs propres (complexes) de
A. Alors

3=Tr(A) = |Tr(A)| = X1 + Ao + X < A+ Do + A3 <1+1+1=3.

Il'y a donc égalité dans toutes les inégalités. En particulier :

e pour tout /, [A\;] =1, donc 0 n'est pas valeur propre de M. En particulier, M est inversible,
donc M® =15 (on a simplifié par M2), donc M est annulée par un polynéme scindé a
racines simples sur C donc M est diagonalisable.

e on a égalité dans I'inégalité triangulaire, donc A1, A, et Az sont positivement colinéaires.
Etant de méme module, ils sont égaux. Donc Tr(A) = 3A;, donc A; = 1.

Ainsi, M est diagonalisable avec seulement 1 comme valeur propre, donc M = I3.

+oo —xt
Exercice 77. Soit f(x) = / esh(®) 4y

t
0
1. Trouver le domaine de définition de f.

Correction

On fixe x € R. On note g(x, t) =

e *tsh(t)
; .
e Xtsh(t e(lfx)t
esh(®) ~ > —, non intégrable en +oo donc t — g(x, t)

ot totoo 2t 2t
n'est pas intégrable.

e 5| x <1,

e si x> 1, alors :
— la fonction t — g(x, t) est continue sur ]0, +oc],
e *tsh(t)

— ona: — 1, donc l'intégrale est faussement impropre en 0,
t—

e tsh(t) ell—x)t
t t—+o0 2t

qui est bien intégrable en 4oc0.

Donc f est définie sur |1, 4+o0l.

Page 126 sur m



N. Laillet

PSI Pasteur 2024-2025
nlaillet.math@gmail.com

Préparation a I'oral

2. Montrer que f est dérivable sur son domaine de définition et calculer .

Correction

[l s'agit d'appliquer un théoréme de dérivation des intégrales a paramétre.

e pour tout x > 1, t — g(x, t) est intégrable,
e pour tout t > 0, x — g(x, t) est €' et

0
a—ig(x, t) = —e *tsh(t).
e soit a> 1. Pour tout t > 0 et x € [a, +o0],
0
Fig(x, t)’ < e ?'sh(t),

indépendant de x et intégrable.
Donc, par le théoréme de classe € des intégrales & paramétre, f est €* sur [a, +o0[
pour tout a > 1, donc sur |1, +o0f, et

f(x) = /O+OO —e *fsh(t)dt

+o00 e—t(x+1) _ et(l—x)

-/ o

O 2

1 [ et(x+1):|+°° 1 |:et(1x):|+°°
2 x+1 |, 21 1-x |,

1 1

= +

2(x+1)  2(1—x)
1
X211

3. Etudier la limite de f en +oo.

Correction

[l s"agit d'appliquer un théoréme de convergence dominée a parameétre continu :

e pour tout x > 1, t — g(x, t) est intégrable,

“Xtsh(t
el

X—+00

e pour tout t > 0,

e pourtout x >42ett >0,

e *tsh(t) ‘ < e *?tsh(t)
t b t '

intégrable et indépendant de x.
Donc, par le théoréme de convergence dominée a parameétre continu, on en déduit que

f(X) X—>—+>OO 0.

4. (rajout) Trouver une expression de f.
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4‘ Correction

Le calcul de la dérivée assure qu'il existe C € R tel que pour tout x > 1,

1 x4+

§|HX71+C

1 1
f(x) = Eln(x+1)f§|n(xfl)+C:
Mais alors, f(x) —+> C, donc C = 0. Donc
X—+00

x+1

f(x):lnx_l.

5.13 Jathusan Satheeskumar

Exercice 78. On cherche les applications f de classe C! sur R vérifiant :

_ f(x+n)—f(x)

Vn e N*,¥x € R, f'(x) -

1. Soit £ vérifiant ().
(a) En considérant des valeurs particuliéres de n, montrer que :

Vx €R, f'(x) = f'(x + 1).

Correction

En prenant n =1, on sait que pour tout x dans R,
f'(x) =f(x+1) — f(x), ie. f(x+1)=Ff(x)+ f(x).

En prenant n=2, on a
f(x+2) = f(x)+ 2 (x).

En prenant n =1 et x4+ 1 a la place de x, on obtient
f(x+2)=f(x+1)+f'(x+1).
En remplacant les expressions de f(x + 2) et f(x 4+ 1), on obtient
f(x)+2f'(x) = f(x) + f'(x) + f'(x + 1).

D'ou '(x) = f'(x + 1).

x+1
(b) Montrer que / f'(t)dt ne dépend pas de x, puis que f’ est constante.
X

On sait que

x+1
(p(x):/ f(t)dt = f(x+ 1) — f(x).

Mais alors ¢ est dérivable et ¢'(x) = f'(x + 1) — f’(x) = 0 donc @ est constante,
ce qui est le résultat demandé.

Mais pour tout x,
p(x)=Ff(x+1) - f(x)=f'(x).
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Donc f’ est bien constante.

2. Donner toutes les solutions du probléme posé.

Correction

Analyse. Si f est une solution du probléme, alors on a vu que f’ était constante. Donc
on dispose de a et b dans R tels que f(x) = ax + b.
Synthése. Soient (a, b) dans R et soit f : x — ax + b. Alors, six € Ret n € N,

f(x+n)—f(x) alx+n)+b—ax—b _p
e = - =a=f(x).

Donc une telle fonction est bien solution du probléme.
Ainsi, I'ensemble des fonctions solutions du probléme est |'ensemble des fonctions affines.

Exercice 79. Soit F un sous-espace vectoriel de .#,(C) tel que toute matrice non nulle de F soit
inversible.

1. On suppose que A et B sont dans E. Montrer que x — det(xA — B) est polynomiale.
Préciser son degré et son coefficient dominant.

4‘ Correction

On montre par récurrence que pour tout n dans N, pour toutes A et B dans .#,(C),
det(xA — B) est polynomiale de degré inférieur ou égal a n.

L'initialisation (n = 1) est évidente.

Pour I'hérédité, soit n > 2 tel que la proposition soit vraie au rang n — 1. Soit (A, B) €
Mn(C)?. Alors

xai1 — b1 -+ Xaw — bin
det(xA—B) =

Xan — bnl Xann_bnn
En développant selon la premiére ligne, on obtient
det(XA — B) = (Xan — bn)det(XAl — Bl) — (X212 — b12)det(XA2 — B2) + ...,

oll les A, et les B; sont des matrices de taille n — 1. Donc pour tout 7, det(xA; — B;) est
polynomiale de degré < n— 1, donc det(xA — B) est polynomiale de degré < n.
D'ou I'hérédité et le résultat.

2. Montrer qu'il existe a € C tel que aA — B ¢ GL,(C).

4‘ Correction

On sait que P(x) = det(xA— B) est polynomiale non constante (car A est inversible donc
est non nulle, donc P n'est pas le polynéme nul). Donc, par le théoréme de D'Alembert-
Gauss, P admet au moins une racine o, donc det(aA—B) = 0, donc aA— B ¢ GL,(C).

3. En déduire que dim(F) < 1 et préciser la nature de F.
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4‘ Correction

Soit A non nulle dans F. Alors pour toute B dans F, il existe a € C tel que aA— B ¢
GL,(C).

Mais comme aA — B € F, nécessairement, A — B = 0, donc B = aA.

Donc F = Vect(A), i.e. F est une droite vectorielle.

5.14 Beryl Spérélakis-Beedham
Exercice 80. Soit E I'espace des applications continues de [0, 1] dans R. Pour f € E, on pose :
S(F)(0) = £(0) et $(F)(x) = %/ F(£)dt si x £ 0.

0

1. Montrer que I'on définit ainsi un endomorphisme de E.

Correction

La linéarité est évidente, par linéarité de I'intégrale.
X

Ensuite, soit f € E. La fonction F : x — f(t)dt est dérivable donc continue sur [0, 1].

0
Donc ¢(f) est continue sur ]0, 1]. Reste a voir si elle est continue en 0. Soit x €]0, 1].

Alors - =
#()() = LA FO)

donc ¢(f) est continue en 0, donc ¢ est bien a valeurs dans E.s

= F'(0) = f(0),

2. Montrer que 0 n'est pas une valeur propre de ¢.

4‘ Correction
X

Soit f € ker(f). Alors ¢(f)(x) = 0 pour tout x > 0, donc / f(t)dt = 0 pour tout

0

x > 0 donc, en dérivant par rapport a x, f(x) = 0 pour tout x > 0 donc, par continuité,
f est nulle sur [0, 1].

Donc ker(f) = {0g}, donc 0 n'est pas une valeur propre de f.

3. Montrer que 1 est une valeur propre de ¢ et trouver I'espace propre associé.

Correction

Soit f € ker(f — Idg). Alors pour tout x > 0, ¢(f)(x) = f(x), donc

Vx € [0, 1], /X f(t)dt = xf(x),
0

d'ou f est dérivable et, en dérivant par rapport a x, pour tout x > 0,
f(x) = f(x)+ xf'(x),

donc pour tout x > 0, f'(x) =0, i.e. f est constante.
Réciproquement, si f est constante, on a bien ¢(f) = f.

Ainsi, 1 est une valeur propre de ¢ et |'espace propre associé est I'ensemble des fonctions
constantes.

4. Déterminer les autres valeurs propres.
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4‘ Correction

Soit A € R.
Soit f € ker(f — AIdg). Alors pour tout x > 0,

/X f(t)dt = Axf(x),

0

d'ou f est dérivable sur |0, 1] et pour tout x > O,

f(x) = XM (x) + Axf'(x),

f(x) — 1}\_7X>\f(x) =0,

donc on dispose de A € R tel que pour tout x > 0,

f(x) = Ae’s ") = Axx 1,

A

. . . . 1 .
Mais f doit étre continue sur [0, 1] donc on doit avoir — —1 >0, ie. 0 <A< 1.

Réciproquement, si A €]0, 1], Vect(x — xifl) est |'espace propre associé a \.

Exercice 81. X suit une loi géométrique de paramétre p < 1.
On considére :

e A : « X prend des valeurs paires »

e B : « X prend des valeurs multiples de 3 »

1. Calculer P(A).

Correction

On note g =1 — p. On calcule

P(A) = > P(X = 2k)

k>1

ququ

k>1

p_q

ql—q?

____Pa
(I1-9)(1+q)
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2. Calculer P(B). On calcule

P(B) =) P(X = 3k)

k>1
— qu3k71
k>1
_p_
ql—gq®
_ pq?
(1-9)(1+qg+4q?)
_ e
1+q+q*>

3. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

4‘ Correction

On calcule

P(AN B) =P(« X est multiple de 6 »)
= P(X = 6k)

k>1

_ Z pq6k71

k>1

=§§jm%k

k>1

_ P 1 pq

T 1T-¢ T 1-g

5

3
PARE) = =)

On a donc I'équivalence

pg° ol

P(AN B) = P(AIB(B) & 1= 5 = i —a)
q° - 1
1-¢31+¢) @Q+q)1-q?)
q° 1
TIt@ 1+4g

1+ ¢
1+gq
&0=1-—aq,

N~

=1-qg+¢°

ce qui est faux car p €]0, 1[. Donc on n'a pas d’'indépendance de ces deux événements.
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6 CCINP

6.1 Sami Bennane + Yssambre Venturini

In
Exercice 82. Pour x > 0, n > 2, U,(x) = (X)Xn_
In(n)
On admet que la série de terme général —— est divergente.
nin(n)

1. Donner le domaine D de convergence de ZUn(x).

n>2
Si x €]0, 1], alors
::ng <IN X",
terme général d'une série convergente, donc ZUn(X) converge absolument, donc
n=2

converge.
Pour x = 1, U,(1) = 0, terme général d’une série convergente.
Pour x > 1, par croissances comparées, U,(x) — oo, d'ou la divergence grossiére

n—-+oo
de > Up(x).
Donc D =]0, 1].

2. La convergence de cette série est-elle normale sur D7

4‘ Correction

On remarque que

_1 1
Unle™) = =ity
donc .
0] 5
1Unlloc™ = e.nin(n)’

terme général d'une série divergente par le résultat admis. Donc il n'y a pas convergence
de la série de fonctions E U,.

+o00
|
3. On note S(x) = ZUH(X) et Ry(x) = Z ln();)xk. Montrer que pour tout x € D,
n>=2 k=n+1 ﬂ( )

1
|Ra(x)] < m
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Soit x €]0, 1] (pour x = 1, c'est évident). Alors

f ln(X)xk < L [ In(x)] Z xk
= In(k) Sin(n+1) S

1 [ In(x)|x"*1
Sn(n+1) 1-x

1 [In(1/x)|x"
Sin(n+1) 1/x-1

1
< CICE) car [In(y)| < |y — 1| pour y > 1.

4. En déduire que S est continue sur D.

Correction

On sait que pour tout n > 2, U, est continue, que la série de fonctions Z U, converge
simplement, et que, par la question précédente,

Rll?2 < —— —
[[Rnlls N0+ 1) noroe

donc la série de fonctions E U, converge uniformément. Ainsi, S est continue.

5. S est-elle intégrable sur D7

4‘ Correction

La fonction S est continue sur 0, 1]. Il reste a déterminer un équivalent de S en 0 pour
en déterminer I'intégrabilité. On peut écrire que

~In(x) 5 In(x) In(x)
S0 =12* TThe 2 in(k)*

Mais, par la question précédente,

x3
= In(4) x:>0

In(x)
In(k)Xk

o (In(x)x?) .

k>4

Ainsi,

S(x) In(x) »

x50 In(2)X '

qui est prolongeable par continuité en 0. Donc S est intégrable sur D.

Exercice 83. Soit (A, A, As, Ay) € Mp(R)*, A= A Ao B = A et B, = Az
Ay Ay A3 Ay

1. Montrer que : rg(A) < rg(B1) +rg(B); puis que : rg(A) < rg (Ax).

4
k=1
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4‘ Correction

Notons Cq, ..., Cn.Cotts-- -, Cs,, les colonnes de A. Alors

rg(A) = rg(Cy, ..., Cn. Cog1, ... Cop)
= dim(Vect(Cy, . . ., Cn Chr1, ... Cop))
< dim (Vect(Cq, .. ., Cp) + Vect(Cpy1,...Cop))
< dim (Vect(Cq, . . ., Cp)) + dim (Vect(Cpa1, ... Can)) par la formule de Grassmann
<1g(Cy, ..o, Cn)) = EF st oy Con) = rg(B1) +18(B2).

Ensuite, en raisonnant de méme sur les lignes de By, on montre que rg(B;) < rg(A;) +
rg(As) puis que rg(B2) < rg(Az) +rg(As). Le résultat s'ensuit alors.

2. Montrer que si rg (A1) =rg (A;) = net A3 = 0, A est inversible. Que vaut alors A~ ?

Correction

Si A3 =0, alors det(A) = det(A;)det(As) # 0, car rg(A1) = netrg(As) = ndonc A; et
A, sont inversibles. Donc A est inversible. On cherche alors I'inverse de A sous la forme

Y
(Al D ) En calculant

0, Al
ATl D (A AN (T ATA> + DA,
0, Al 0, As)  \0, I, '
Il faut (et il suffit) alors de prendre A7'A, + DA, = 0, donc D = —AT*AxA; . Donc

Al (AT AT AAL
0, At ‘

6.2 Etienne Bouilleau, Thomas Faure, Maxence Herbelin

Exercice 84. Soit ¢ I'application qui au polynéme P € R3[X] associe le reste de la division eucli-
dienne de X?P par X* — 1.

1. Prouver que @ est un endomorphisme de R3[X].

e Déja, comme ¢ associe un reste de division euclidienne par X* — 1, pour tout P de
R3[X], ©(P) est de degré < 4, i.e. dans R3[X].

e Ensuite, soient P, et P, deux polyndmes de R3[X], X et u deux réels. Ecrivons

X?P = (X* = 1)Q1 + @(P1) et X>P, = (X* — 1)Q2 + ¢(P2)
Alors
X2(APL + uP2) = (X* = 1)(AQ1 + 1Q2) + (Ap(P1) + wp(P)).

Mais comme deg(Ap(P1) + ue(Ps)) < 3 < 4, l'unicité du reste de la division
euclidienne assure que (A@(Py) + wp(P>)) est le reste de la division euclidienne de
X2(A\Py 4 uP5) par X* — 1. Ainsi,

O(APL + pP2) = Xp(P1) + po(P2),
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donc ¢ est bien linéaire.

2. Donnez A la matrice de ¢ dans la base canonique de R3[X]. A est-elle diagonalisable? (on
pourra calculer A?)

Correction

On calcule I'image de chaque vecteur de la base canonique par @ :
e X21=0.(X*—-1)+ X2 donc p(1) = X?

X2.X =0.(X* = 1) + X3 donc o(X) = X3

X2.X?=1.(X*=1)+1donc p(X?) =1

X2.X3 = X(X* = 1)+ X donc p(X3) = X

En notant & la base canonique de R3[X], on en déduit que

Matz(p) =

O = O O
= O O O
O O O
O O~ O

On remarque que A? =1, donc A est la matrice d'une symétrie, donc elle est diagonali-
sable.

3. Donner le spectre de ¢.

4‘ Correction

Comme A% = 14, on en déduit que le spectre de ¢ est inclus dans les racines de X2 -1,
ie. {—1,1}. Or, A#1, et A# —I, donc le spectre de A ne peut pas étre seulement {1}
ou seulement {—1} : si c'était le cas, A serait directement égale a Iy ou —I4 (car une
matrice semblable a une homothétie est nécessairement cette homothétie).

4. Donnez les sous-espaces propres de .

Correction

a
On raisonne matriciellement. Soit P € R3[X], U = [2 sa matrice dans la base cano-
d
nique 4. Alors on a les équivalences
€ —
d=>b c=a
PeEi(p) o AU=U<% =
a=c d=0>b
b=
1 0
Donc AU = U < U € Vect (1) é . Donc Ey(p) = Vect(1 + X%, X + X3).
0 1

Un calcul presque identique assure que E_;(p) = Vect(1 — X2, X — X3).
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5. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, donnez son inverse.

Correction

Etant donné le calcul qu'on a fait, A est inversible, d'inverse elle-méme.

6. L'application ¢ est-il un automorphisme de R3[X]?

4‘ Correction

L'application ¢ est un endomorphisme représenté par une matrice inversible, donc c'est
un automorphisme de R3[X].

nx3
14 nx "1+ nx?
1. Montrer que (f,) converge uniformément sur R vers une fonction que I'on précisera.

Correction

Exercice 85. Pour n € N on pose f,(x) = six >0 si x < 0.

Soit x € R.
2
nx
. _
e six >0, f(x) T x n_}—+>oC ,
nx3

o six <0, fr(x) X.

H— —=
1+ nx2 n—+oo

Donc (f,)nen converge uniformément vers la fonction f : x — x. Vérifions que la conver-
gence est uniforme. Soit x € R. Alors

e six >0,
nx? nx? — x — nx? X 1 x 1
[fa(x) — x| = — x| = = =157
14 nx 14 nx 14 nx nx+ < n
® six <0,
1£.(6) — x nx3 nx® — x? — nx3 X2 1 x? <1
X)—X|=|——=—x| = = = =
" 1+ nx2 1+ nx2 1+nx2 nx2+L T
o 1 .
On en déduit que ||f, — f|l., < = — 0. La convergence est donc uniforme.
n n—+oo

2. Démontrer que f, est dérivable sur R et étudier la convergence de (f).

Déja, f, est dérivable sur R’ et R*. Mais

e Vx>0,

F(x) = 2nx(1 + nx) — nx°n
0+ )2
2nx +2n°x% — n’x?
(1+ nx)?
2nx + n?x?
=—
(14 nx)2 x—ot
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e Vx <0,
F(x) = 3nx?(1 + nx?) — nx32nx
(1+ nx?)?
_3nx2 4+ nPxt
= A1)
— 0.
x—0~

Donc f, est continue sur R, dérivable sur R\ {0}, et f;(x) = 0 dong, par le théoréeme
X—r

du prolongement du caractére €%, f, est €* sur R et f/(0) = 0.
On étudie ensuite la convergence de () en.

Soit x € R.
e six >0,
() 2nx + n?x? n?x2 "
X)) = —m ~ —_—
" (14 nx)?2 n—+oo n?x?
e si x <0, ) )4 -
3nx n°x n<x
filx) = St —1

(14 nx2)2 n—too n2x4
Donc (f;)nen converge simplement vers la fonction

R—R

g: 1six#0
X )
O0six=0

La fonction limite n'étant pas continue, la convergence ne peut pas étre uniforme.

6.3 Eva Chaudanson
Exercice 86. Soit r € N* et |x| < 1.

1 . . 1
— puis celui de ——
— X

1. Donner le développement en série entiére de
1 (1 —x)"
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On sait que
1
f(x)= = n
() =1 ;)x
Ensuite, ( )
— 1!
Fr=1) 5y = \[
O =a=
donc
1 g n—r+1
T = G Z n(n—1)...(n—r+2)x
T nxr—1
1
— WZ(rﬂ-1)(r+/<—2)...(/<+1)xk
r " k=0
r+k— 1) p
=2 x
k>o< 5

k4+r—1

2. Soit p €]0,1[. On pose g = p — 1 et Vk € N*, pk—< p

>pqu. Montrer que P(X =
k) = px définit une probabilité.

Correction

On calcule

}:pk=§:<k+;_l>M¢
k>0

k>0

donc (pk)ken définit bien une probabilité.

3. Calculer la fonction génératrice de X.

Correction

On calcule, pour t € [-1,1],

Zpktk :Z <k+/:_1>pqutk

k=0 k>0
__ P
(1—tq)

r

4. En déduire I'espérance et la variance de X.

Gx est clairement deux fois dérivable en 1, donc X admet une espérance et une variance.
On a notamment E(X) = G%(1). Or,

rap’

k() = T gy

Page 139 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet

Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com
donc ,
rqp rq
E(X) = Gk(1) = W = ra
Ensuite,

Gx(1) = E(X?) — E(X),

donc
E(X?) = Gx(1) + E(X)
_r(r+1)g?p”
- @=gr® TEX)
r(r+1)g* r
_ 2)(7 o 14
p p
Donc

V(X) = E(X?) — E(X)?
_r(r+1)q? +g_i
p

p? p

2
:rq—2—|—rg.
P p

Exercice 87. On munit M, 1(R) du produit scalaire canonique.

Soit M € O,(R) telle que 5(1” +2M) € O,(R).

1. Montrer que VU € M, 1(R) on a (MU, U) = ||U]?

Correction

1
Soit U € .#,1(R). Alors = (I, +2M) € O,(R), donc

2

1
H3(In+2M)U = |U|1?,
Or,
1 21
S+ 2m)U|| = 2 (IUIP + 44U, MU) + 4 [ MU
3 9
1 2
= (5 VI + 4 (U, Mu>) car M € O(R).

2
=||UJI?, d'ou

1 1
Mais comme 5(1,7 — 2M) est une isométrie, ‘3(1,7 +2M))U

9| U|I> =5 |U|I* + 4 (U, MU),

ce qui améne exactement au résultat voulu.

2. Démontrer que pour tout U dans ., 1(R), U est vecteur propre de M.
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4‘ Correction

Soit U € #,1(R). Alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(U, MU) < Ul MU = V)12

Mais comme on sait, par la question précédente, qu'il y a égalité, on en déduit que U et
MU sont (positivement) colinéaires, donc que U est un vecteur propre de M. Donc tout
vecteur de |'espace est un vecteur propre de M.

3. En déduire que M est une homothétie et en déduire M.

Correction

Soit (ey, ..., e,) une base de E = .#,1(R). Par la question précédente, pour tout i,
Me; = Xjej ol \; € R. Soit alors i # 4. On a

u(ei + ej)par la question précédente
M(ej + ej) = , . .
Aiej + Ajej par ce que I'on vient de faire.
Par liberté de (ej, &), Ai = . = A;j, donc tous les A; sont égaux a A € R, donc M = Al,,.

) . . . 1 )
Mais M est une isométrie donc A = +1. Mais comme 5(1,, +2M) € O,(R), nécessaire-
ment M =1,.

6.4 Jean Compagnon

Exercice 88. Soit a € R, £ = R[X], on pose pour tout P € E :

NL(P) = |P(a)| +/O P(1)] dt

1. Montrer que N, est une norme.

e Déja N, va bien de E dans Ry,
e (homogénéité) Ensuite, soit P € R[X] et A € R. Alors

1
N, (AP) = |AP(a) +/O INP'(t)|dt

= PRI+ [ 1Pt
= [AINa(P),
d'ou I'homogénéité.
e (séparation) Soit P € E tel que N,(P) = 0. Alors |P(a)| =0 et/ |P'(t)]dt = 0.

Mais |P’| est une fonction continue, positive, d'intégrale nulle, donc pour tout t dans
[0,1], |P'(t)] = 0. Donc P" admet une infinité de racines, donc P’ est le polynéme
nul.

Ainsi, P est constant et, comme P(a) =0, P est nul. D'ou la séparation.
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e (inégalité triangulaire) Soient P et Q dans E. Alors

1 1 1
Na<P+Q>:|P<a>+Q<a>|+/O |P’<t>+o’<t>|dt<|P<a>\+/0 \P’(t)ldtHQ(a)H/O Q(8)] dE = Na(P) + Na(Q),

d'ou la séparation.

Donc N, définit bien une norme.

2. (a) Montrer que Ny et Ny sont équivalentes.

Correction

Soit P € E. On remarque que

1
|P(1)] = ’P(0)+/O P'(t)dt’
1
< \P(O)H/O IP(D)ldt = No(P)
On en déduit que
1
Ni(P) = |P(1)] +/O IP(6)]dt < 2No(P).

De méme,
1
1P(0)] = ]P(l) —/0 P'(t)dt] < N(P),

donc
No(P) < 2N1(P).

Donc les normes Ny et N; sont équivalentes.

(b) Montrer que pour toute suite de polynémes (P,)nen, P, converge dans (E, Np) si et
seulement si elle converge dans (E, Ny).

Correction

C’est une question de cours, liée a la définition de normes équivalentes.

3. (a) Montrer que ¥(a, b) € [0,1]?, P, converge dans (E, N,) si et seulement si P, converge
dans (E, N).

On raisonne comme précédemment. On écrit que

|P(b)| = ‘P(a) +/b P'(t)dt‘
b
< |P(a)\+/ |P'(t)|dt

1
< |P(a)] —1—/0 |P'(t)|dt car [a, b] C [0, 1]

< Na(P).
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Donc Np(P) < 2N,(P) et N,(P) < 2N, (P), donc N, et N, sont équivalentes, donc
P, converge dans (E, N,) si et seulement si P, converge dans (E, Np).

(b) Montrer que si 1 < a < b, alors I'équivalence précédente n’est plus valable. (Indication :

n
on pourra poser P, = () avec ¢ une constante.)
c

—‘ Correction

a+b
On considére ¢ = % le.,a<c<b, et

o= (2

a\n 1 anl
Na(Pn) = () +/O n*dx

a\”n 1
SORE )
c c" n—+oo

Alors

donc (P,) converge vers le polynéme nul pour N,.
En revanche,

b\" 1
No(Pn) = (c> o o T

donc (P,) ne converge pas pour la norme N, (car toute suite convergente est
bornée).

4. Que dire si E =R,[X]7?

Correction

Si E = R,[X], E est de dimension finie et, en dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

Exercice 89. 1. Soient (U,)nen et (Vi)nen deux suites positives tendant vers +o0o0. Montrer que
Si Uy ~ vy, alors In(u,) ~ In(v,).

4‘ Correction

On écrit que

In(up) = In(vy) + In(up) — In(vy) = In(v,,) + In (3’)

n

Mais ] — 1, donc In (U"> — 0, dou In <u”

Vp n—+oo Vi n—+o0

) e o(In(v,)). On en déduit

Vn
que In(up) et In(vy).

2. Montrer que In(n!) ~ nin(n).
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4‘ Correction
. - . n\" L .
Par I'équivalent de Stirling, on sait que n!' ~ 2mn (7) . Ainsi, par la question
n—+oo e
précédente,

In(n!) et In ( 27n (g)n) .

Mais

In ( 271N (g)rI) = %M(Zﬂ') + % In(n) +nin(n) —n ~ nlin(n),

n—-+oo

d'ou le résultat attendu.

+oo
3. En déduire le rayon de convergence et une expression de Zln(n!)z” a 'aide de la fonction
n=0
g9(z) = In(n)z".
n>1
Correction
On sait que

In(n!) et nin(n).

(n+1)In(n+1) nin(n)
nin(n) nstoo nin(n)

. - 1 .
donc le rayon de convergence de la série entiére Z nin(n)z" est 1= 1. Ainsi, le rayon

de convergence de la série entiere Z In(n!)z" vaut 1. Soit z tel que |z| < 1. Alors

Z In(nHz" = Zzn: In(k)z".

n=0 n>0 k=1

Comme

3

In(k)[z]" =" In(n)|z|" < +o0,

n>0 k=1 n>0
le théoréeme de Fubini nous assure la possibilité d'intervertir les sommes.

D In(az" =" Tin(k)z"

n=0 k=1 n>k

:Zm(k)lzjz

k>1

——o(2).
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6.5 Elise D’Andréa + Beryl Spérélakis-Beedham

+o00
1
Exercice 90. Soit f(x) = Z anx" avec ap = —5—.
n=0

)

1. Vérifier que pour tout n dans N, (4n+2)apy1 = (n+ 1)a,.

4‘ Correction

Soit n dans N. Alors

(4n+2)apy1 = (4n+2)

(n+1)2
= (4n+2)m
B (n+1)? (n1)?
=+ ) G e+ 1) (2n)
=(n+1)a,,

d'ou le résultat demandé.

2. Donner le rayon de convergence de f, que I'on notera R.

Correction

Comme a,, # 0 pour tout n, on peut appliquer la régle de D'Alembert :

an+1 n+1 1
= s —
an 4n+2 n—+too 4’

donc R = 4.

3. Montrer que : Vx €] — R, R[, x(4 — x)f'(x) — (x + 2)f(x) +2 =0.

Soit x €] — R, R[. Alors

x(4 — x)f'(x) = (4x — x*)f'(x)

n>1
= 42 na,x" — Z napx"1
n>1 n>1
= 42 na,x" — Z(n — 1)ap—1x
n>1 n>2
=4da1x + Z (4nap, — (n—1D)ap—1) x". =2x+ Z (4na, — (n—1)a,_1) x".
n>2 n>2
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De plus,
(x +2)f(x) = Z ax"t 42 Z anx"
n=0 n=>0

=2ao + Z(anﬂ + 2a,)x"

n>1

=2ag + (a0 + 2a1)x + > _(an—1 + 2a,)x"

n>=2

=24 2x+ Z(a”—l +2a,)x".

n>=2
Ainsi,

x(4 = x)f'(x) — (x +2)f(x) = 2x + Z (4na, — (n—1)ap—1)x" —2 —2x — Z(a”—l +2a,)x"

n>=2 n>=2
= -2+ Z (4na, — (n—1)a,—1 — an—1 — 2a,) x"
n=2
=2+ Z ((4n—2)a, — nap—1) x"
n>2

= _2,

par la relation de récurrence trouvée a la question précédente. Le résultat est ainsi prouvé.

4 —x o V4 —x
4. En posant u =/ ——, trouver une primitive de sur ]0, 4.
X Xy/X

On imagine que ceci nous aidera a déterminer f par méthode de variation de la constante.

VA —t [4 —t
On cherche a caIcuIer/ T dt On pose u = ' et on a alors

du 1 4—t  t+4-t 2

dt ~  2vA—t/i 20Vt 2tvE | VA —tvt

On exprime enfin t en fonction de u : Pt =4—tdonct = . On a dong, en

u?+1
particulier,
Vi —t 4 —t
tVt tVa4 — tV/t

U2+ 1t/4 =ttt
v du
u?+1dt
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*Vh—t VE R
VI gt =2 -
tV/t w+1
4—x

4 —x

On en déduit donc, par changement de variables, que

du

1

—_2 S
/ u?2+1

du

= —24/ —— + 2Arctan (
X

4 —x
. .

x+2 a

5. Déterminer (a, b) € R? tel que X —x)

x 4—x

b
= — 4+ ——. Trouver enfin I'expression de f(x).

On remarque que

R 3 A —=x+3x  x+2
2x  2(4—x)  2x(4—x)  x(4—x)

On sait ensuite que, sur ]0, 4], f est solution de I'équation différentielle

x+2 -2

S vy L e
Or, une primitive de
x+2 1 3
Xa—x) T
est 1 3

donc I'ensemble des solutions de |'équation homogéne est

{XHAW%, AER}.

Ensuite, on fait une méthode de variation de la constante pour déterminer exactement

f. On pose
. f(x
91X =
(4—x)32
X+ 2 = .
Al flx) - ——f(x) = —— é
ors, comme f'(x) XE =) (x) X@—x)" on en déduit que
VX -2
g'(x) 375 = :
(4 — x)3/ x(4 — x)
donc que
G = 2B VA x
Vxx(4 = x) X/X
N Va4 —
Comme une primitive de x +— X est
Xv/X

[4—x 4 —x
X = =2 +2Arctan< )
X X
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on en déduit que I'on dispose de A € R tel que

4— 4—
gx)=A+4 = 4Arctan< X) ,
X X

donc

VX 4 VX 4 —x
f(x):)\(4_x)3/2 +4_X—4(4_X)3/2Arctan< 5 )

Pour déterminer X, on rappelle que f et 7' sont continues en 0, que f(0) =1 et f'(0) =

1 1
= —. L'information f(0) = 1 ne nous apporte rien. En revanche,

@ 2
o X+2 4 X+2 4 —x VX 1
700 =2 = T R R e (V x ) PG T

X+ 2 4 —x 6
:W <>\—4Arctan< X )) +m

Pour que cette quantité tende vers une limite finie en 0, il faut que

A — 4Arctan <\/ 4 X) — 0,
X x—0

T
donc que A = 45 = 2.
Finalement,

B VX 4 VX 4 —x
f(X)_2W(4—X)3/2+4—x 4(47X)3/2Arctan = .

Exercice 91. Soit n > 2 entier naturel, A une matrice dans .Z,(R) non nulle. On pose ¢ :
Mn(R) = Mn(R)
M s Tr(AM)I,

1. Exprimer ¢? en fonction de .

Correction

Soit M € #,(R). Alors

0> (M) = o(Tr(AM)1,) = Tr(AM)p(1,,) = Tr(AM)Tr(A)1,.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit diagonalisable. Préciser ses
espaces propres.

On remarque que

9* = Tr(A)¢ = 02, ®):
donc P(X) = X2 — Tr(A)X annule o.
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e si Tr(A) =0, ©° = 0 donc ¢ ne posséde que 0 comme valeur propre. Une CNS pour
que ¢ soit diagonalisable est alors que @ soit nulle, c'est-a-dire que A soit nulle (car
si @ est nulle, 9(A") = 0 donc Tr(AAT) = 0, donc A = 0).

e si Tr(A) # 0, v est annulé par P qui est scindé a racines simples, donc ¢ est
diagonalisable et Sp(p) C {0, Tr(A)}.

— détermination de ker(¢). Soit M € #,(R). Alors on a les équivalences :
(M) =0, < Tr(AM) = 0.

Or, ¥ : M — Tr(AM) est une forme linéaire, donc ker(y) est I'hyperplan
ker(1) (si on met la structure euclidienne canonique sur .#,(R), c'est en fait

(A1)
— deétermination de ker(¢ — Tr(A)Id 4,r)) = Etr(a)(@). Soit M € Egy(a)().
Alors
o(M) = Tr(A)M donc Tr(AM)I, = Tr(A)M, d'ou M = T‘:'(r/(AAA;l) I,

donc M € Vect(1,). Réciproquement, si M € Vect(I,), w(M) = Tr(A)M.

6.6 Nils Derouet

/2 /2
Exercice 92. Soit I = / In(sinx)dx et J = / In(cos x)dx.
0 0

1. Justifier I'existence de I et de J puis montrer que I = J.

Existence de I. Notons f(x) = In(sin(x)).

) T
e f est continue sur ]O, 5},

e Equivalent en O :

In(sin(x)) = In(x) + In (sin)gx)) ]

mais M — 1, donc In (sm(x)) — 0, donc
X x—0 X x—0
In(sin(x)) ~ In(x),
x—0

intégrable en 0. Donc f est intégrable en O.

Ainsi, I existe bien. .
Existence de J. On considére la bijection ¢ : 5~ X, bijection strictement décrois-

i ) .
sante de [O, 5} dans lui-méme. Alors, par le théoreme de changement de variables,
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0 ©(0)
/ In(cos(p(x))¢'(x)dx et / In(cos(t))dt ont méme nature et
/2 o(m/2)

1= [ n(eos(5 - x)) o

:/O In(cos(w(x))'(x)dx
/2

»(0)

:/ In(cos(t))dt
o(n/2)

=W

On répond ainsi sur I'existence de J et son égalité avec L.

2. Calculer I+ J. En déduire la valeur de I.

4‘ Correction

On calcule alors

us

I+J= /5 In(sin(x)) + In(cos(x))dx
0
= /5 In(sin(x) cos(x))dx
0
B 2 sin(2x)
_/0 In (2 )dx
= —g In(2) + /: In(sin(2x))dx.

Dans l'intégrale, on fait le changement de variables y = 2x. On obtient

/05 In(sin(2x))dx ;/me(sm()/))dy

1/0g In(sin(y))dy + %/fln(sin(y))dy

2 ™
2
1.1 (%
=-I+= In(sin(m — z))dz en posant z=m — y
272 J,
=1L
. T
Donc, comme I = J, on en déduit que I = —3 In(2).

Exercice 93. Soit A une matrice antisymétrique de taille n, f I'endomorphisme canoniquement
associé a A. Soit E I'ensemble des matrices colonnes de longueur n. On utilisera le produit scalaire
canonique sur E.

1. Montrer que : ¥(x,y) € E2, (f(x),y) = —(x, f(y))
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4‘ Correction

Soient x et y dans E. Alors

(F(x),y) = (AX)TY = XTATY = XT(—A)Y = —XT(AY) = — (x, f(y)).

2. (a) Montrer que det(f) = (—1)"det(f). Que peut-on en déduire?

—‘ Correction

On sait que

det(f) = det(A)
=det(A")
= det(—A)
= (—1)"det(A).

On en déduit que, si n est impair, A et donc f ne sont pas inversibles.s

(b) Montrer que kerf et Im f sont supplémentaires orthogonaux dans E.

—‘ Correction

Soient x dans ker(f) et y dans Im(f). On dispose alors de w € E tel que y = f(w).
Alors

(x.y) = (x. f(w)) = = (f(x),w) =0,

donc ker(f) et Im(f) sont orthogonaux. lls sont donc en somme directes donc,
comme, par le théoreme du rang, dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E), on en
déduit que ker(f) ® Im(f) = E.

(c) Montrer que I'endomorphisme induit sur Im f est antisymétrique injectif.

Correction

On sait, par le cours de sup, que toute application linéaire réalise un isomorphisme
d'un supplémentaire de son noyau sur son image, donc I'endomorphisme induit sur
Im f est un automorphisme. Il est antisymétrique car V(x, y) € Im(f), (x,y) € E?

donc (x, f(y)) = — {f(x), y).

3. On suppose maintenant n = 3. On note toujours f I'endomorphisme canoniquement associé
aA.

(a) Montrer que dans une base orthonormée % = (e, e, €3) de E, on peut écrire :

0 0 O
Matg(f) =10 0 —a],oua€eR
0 a O

On sait déja que f n'est pas inversible, que E = ker(f) @+ Im(f) et que dim(Im(f))
est paire car l'induit de f sur Im(f) est inversible. Donc
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e ou bien Im(f) = {0} et le résultat est évident,

e ou bien dim(Im(f)) = 2. On prend alors e; une base de ker(f) et e, € Im(f)\
{0}, et e3 = f(e>). Alors g3 # O car f réalise un automorphisme de Im(f), et

(e, €3) = (e, f(&2)) = — (f(e2), &),

€ .
donc (ep, £3) = 0. Donc €5 L e;. En posant e3 = ﬁ et a = ||es||, on a bien
3

(e1, e, e3) qui est une base orthonormée de E.
De plus, f(e) = aes. Enfin

(f(es), e2) = —(e3, f(e2)) = —a et (f(e3), e3) =0,

donc f(e3) = —aep + Oes, d'ou la forme de la matrice.

(b) Démontrer qu'il existe u dans R tel que pour tout x dans R?, f(x) = uAx, ol A désigne
le produit vectoriel.

Correction

Soit u = ae; + Be + yes. Alors

une =—Bes+ve
UnNe =oaes—ye

uANes=—ae + Be

En prenant &« = a, B = = 0, on a le résultat attendu.

6.7 Nicolas Dumitrescu-Palcau
Exercice 94. On dispose d'une urne contenant n boules blanches et n boules rouges. On effectue
des tirages selon la régle suivante :

e si |'on pioche une boule rouge, on la remet dans |'urne;

e si |'on pioche une boule blanche, on la met de c6té et on rajoute une boule rouge dans I'urne.

On note la variable aléatoire X, qui désigne le nombre de boules blanches dans I'urne au p-ieme
tirage, pour tout p € N*.

1. Donner la loi de X; et Xs.

Correction

On notera, dans tout I'exercice, Y la couleur de la boule tirée au k-iéme tirage (0 :
blanche, 1 : rouge). X; est une variable aléatoire certaine égale a n : au premier tirage,
on a n boules blanches.

X> est égale ou bien a n, ou a n— 1. On peut dire que

1 1
IP(XQ:n):]P’(lel):Eet]P’(Xn:n—l):a

2. Pour tout p € N, calculer P(X, = n).
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4‘ Correction

Il reste p boules blanches au p-iéme tirage si on a uniquement tiré des boules rouges,
donc, par la formule des probabilités composées,

]P)(Xp:n) :]P)(Yl = ...:Yp_l = 1)
= P(Y; = 1)Pyi—1(Ys = D)Pymysmt(Ys = 1) ... Py, o1 (Yoo1 = 1)
1
= 2p—1'

3. Donner, pour k € [0, n — 1], une relation entre P(Xp41 = k), P(Xp, = k + 1) et P(X, = k).

4‘ Correction

Soit p € N et k € [0, n— 1]. Alors pour que Xp+1 = k, il faut qu'il y ait eu k ou k+ 1
boules blanches a |'étape précédente. Par la formule des probabilités totales,

P(Xpi1 = k) = Px, =k (Xp+1 = K)P(Xp = k) + Px,—ir1(Xpt1 = K)P(Xp = k + 1)
= PXp=k(Yp =1)P(X, = k) + PXp=k+1(Yp =0)P(X, =k+1)
_2n—k
~2n

k+1

4. Justifier que la fonction génératrice G,(t) de X, est un polynéme.

Correction

Xp est a valeurs dans un ensemble fini d’entiers, donc G, est bien un polyndme.

5. Démontrer la relation )

t /!
= Gy(b).

Gp+1(t) == Gp(t) +
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Soit t € R. Alors

Gpy1(t) = zn:P(XpH = k)t

1 n
fﬁt

1
—t”+ZP th— o

Gp(t)—

1 _4n
plz‘L

= G,(t) — —t”— —ZkIP’(X
= Gp(t) — n]P’(Xp =mt" —

1=
= G,(t) + 7G,’,(t).

k
P(X, = k)t

n—1
> Z KP(X, = k)t" +
k=1

k
+ LP(XP =k+1)th

n—1

Uy |
kP(X, = k)t¥ — TP(X, =k + 1)t~
é(" )t+;2n(9 + 1)t

1 n
K< + o > KP(Xp = k)t*
k=1

1
—G'(t
2n p(t)

6. Donner une relation entre E(X,41) et E(X,

+o00. Interpréter.

). Calculer E(X,). Calculer sa limite lorsque p —

On dérive la relation précédente :
1 1—t
pa() = Gi(t) = Z-Gh(t) + = GA(®)
Soit, en évaluant en 1,
E(Xerl) = E(Xp) E(Xp) = E(Xp)
d'ou
2n—1\"" 2n—1\""
0= (252) s =n (252)
Exercice 95. 1. Rappeler la forme d'une matrice de Vandermonde et |'expression de son déter-
minant.

Correction

C’est du cours!

2. Pour k € {1,..., n} on pose f, : x € R +— e Montrer que la famille (f;,..., f,) est
libre.
n
Soit (A1,.... An) € R” tel que > Aifi = Oge.
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Premiére méthode : avec le déterminant de Vandermonde. On dérive I'égalité pré-
n

cédente p fois et on évalue en 0 : cela donne Z)\,-/p = 0. On obtient donc le systéme,
i=1
en dérivant de 0 a n — 1 fois
AMt+X+-+ X, =0
>\1+2>\2+~-~+n>\n:O >\1 0
)\1+22>\2+"'+n2>\n2050it\/x : —

An 0

M A2+ -4+ 0"IN, =0,
ol V est la matrice de Vandermonde associée a (1, ..., n) : elle est inversible car (1, .. ., n)
sont deux a deux distincts.
Deuxiéme méthode : avec des limites. Supposons que (Aq, ..., M) # (0, ..., 0). Soit
n

- . N -~ .
p le plus grand indice tel que A, # 0. Alors 02; Aifi(x) ety Ap€”%, ce qui est absurde,
=
PX /. —
Ape X/—>+oo 0, donc (Aq, ..., M) =1(0,..., 0).
Remarque : cette deuxiéme méthode ne fonctionne pas si on regardait des exp(a;x) avec
a; € C.

3. (a) Sans les calculer, montrer que le polynéme P(X) = X® + X + 1 admet trois racines
distinctes dans C, que I'on notera a, B et 7.

—‘ Correction

Déja, si on pose f : x — x> +x+1, f' 1 x = x>+ 1 est strictement positive sur
R, donc f croit strictement. f est de plus continue et f(x) iy +oo donc, par le
X— 00

théoreme de la bijection, f est une bijection de R dans R. Donc il existe un unique
a € R tel que f(a) = 0.

Ensuite, P est de degré 3 donc admet trois racines complexes (comptées avec
multiplicité). Comme il n'admet qu’une racine réelle, il admet aussi deux autres
racines 8 et vy, complexes non réelles, conjuguées (et donc différentes).

X+y+z =0
(b) Reésoudre le systeme < ax + By + vz =0
a’x+B%y+9°z =0

Correction

[l s’agit d'un systéme de Vandermonde, qui n’a comme solution que (0, 0, 0).

6.8 Theodore Froment

1
Exercice 96. Soit, pour ne N, I, = / e Vitn gt
0

1. Montrer que I'intégrale est bien définie et donner son signe.
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4‘ Correction

Soit n € N. On note f,(t) = e ¥tt". Alors

e f, est continue sur 0, 1],

1 o
e —— — —oo donc f,(t) — 0, donc f, est prolongeable par continuité en 0.
t t—0+ t—0

Donc I,, est bien définie.

2. Etudier les variations de I,,.

Correction

Soit t € [0,1]. Alors t"™ < ", donc f,41(t) < f,(t) d'ou, par croissance de I'intégrale,
I,+1 < I,. Donc (I,)qen décroit.

3. Montrer la convergence de I, et déterminer sa limite.

Correction

On remarque que f, est positive donc I, > 0 pour tout n. Décroissante et minorée, I,
converge. Mais, en fait,

efl/f < eil,

donc
=il

1
O<In<e_1/t”dt: —
0 n+1 ns+oo

4. Montrer que pour tout ndans N, (n+ DI, + 1,1 = e L.

Correction

Soit n € N. Alors

1
(n+1)I,= / e Yi(n+1)t"dt.
0

—1/t

NPT . . _ 1 .
Effectuons une intégration par parties, en dérivant u(t) = e/t en 2 et en primi-

tivant (n+ 1)t" en v(t) = t"". Le crochet [u(t)v(t)]s converge bien. Ainsi,

1
1
(ﬂ + ]-)In — [e—l/t't.n-kl](lJ _/ pe—l/ttn-kldt
0

1
=e! —/ e V=14t
0

= eil —I_1,

d'ou la relation attendue.

-1
e
5. Montrer que I, ~ e quand n — oo.
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4‘ Correction

Par décroissance de (I,)nen, ON a, pour tout n,

n+2), < (n+ DI, + 1,1 < (n+2),-1,

ou encore

<I, < ——
n+3 > " pn42’

d’'otl, par encadrement, nl, — e~ !, d'oll I'équivalent désiré.
n—-+o00

6. Déterminer la nature de la série ZI,,; de Z(—l)”ln.

4‘ Correction
-1

Par comparaison de séries a termes positifs, I, ~ ——, terme général d'une série
n—4o0o n

divergente, donc ZI,, diverge.
Ensuite, (I,)en est une suite positive, décroissante, qui tend vers 0, donc, par le critére
des séries alternées, z:(—l)”l,7 converge.

7. Déterminer le rayon de convergence de la série E I,x".

Correction
-1 -1

e e
Comme I, ~ —— et que le rayon de convergence de E —x" vaut 1, le rayon de
n—+oo N n

convergence de E I,x" vaut aussi 1.

Exercice 97. Soit A € M3(R) telle que A* = 4A%. On suppose que 2 et -2 sont valeurs propres de
A. Montrer que A est diagonalisable.

_‘ Correction

Déja, on remarque que X* — 4X? = X2(X2 — 4) est un polyndme annulateur de A. Donc les
valeurs propres de A sont dans {0, 2, —2}. Deux possibilités alors

e si 0 est valeur propre de A, alors A posséde 3 valeurs propres et est de dimension 3 donc
A est diagonalisable,

e si 0 n'est pas valeur propre de A, alors comme A* = 4A% A% = 415, donc X? — 4 est
annulateur de A, donc A est annulé par un polynéme scindé a racines simples, donc A
est diagonalisable.

6.9 Sabrina Guecem

Exercice 98. Soit n > 2. Un secrétaire téléphone a n clients. On modélise par une variable aléatoire
X le nombre de clients que le secrétaire parvient a joindre avec une probabilité p €]0, 1[ a chaque
appel. On suppose que les appels sont indépendants entre eux.
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1. Déterminer la loi de X. Donner E(X) et V(X).

Correction

Si on note Y; la variable aléatoire valant 1 si le i-éme client décroche et 0 sinon, X =
Y1+ -+Y, est une somme de n variables de Bernoulli indépendantes, donc X ~ Z(n, p).
Donc E(X) = np et V(X) = np(1 — p).

2. Parmi les n — X clients restants, le secrétaire appelle une seconde fois. On note Y la variable
modélisant le nombre de clients que le secrétaire parvient a joindre lors de cette seconde série
d’'appels. On note Z =X +Y.

(a) A quoi correspond Z ? Déterminer |'ensemble des valeurs prises par Z.

Correction

Z correspond au nombre total de clients que le secrétaire arrive a appeler. Ainsi, Z
est a valeurs dans [0, n]

(b) Calculer P(Z = 0).

Correction

On sait que

P(Z=0)=P(X =0) x Px—o(Y =0) = (1 - p)"(1—p)".

(c) Montrer que P(Z = 1) = npg®2(1 +q) avec ¢ =1 — p.

Correction

C’est énervant, pourquoi ne pas directement tout faire... On peut écrire que

P(Z=1)=P(X=1Y=0)+P(X=0,Y =1)

P(X = 1)Px_1(Y = 0) + P(X = 0)Px—(Y = 1)
= npq +q"npq"

np(l+ q)g>" 2.

n—=1_n-1
q

(d) Soit hun entier appartenant a [0, n—k]), avec k appartenant a [0, n]. Calculer P(Y = h | X = k).

—‘ Correction

On remarque que la loi de Y conditionnée a X = k est binomiale de paramétres
(n—k, p). Ainsi,

—k
P(Y =h|X=kK)= <” , >phq”kh.

(e) En déduire la loi de Z.
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—‘ Correction

Soit k € [0, n]. Alors

P(Z=k)=P(X+Y = k)
k
=Y PX+Y=kX=1)
i=0

k
=3 P(Y=k—iX=i)
i=0

k
=3 P(X = )Px=i(Y = k—1)

i=0

k .
-y (n) p'q"! (Z B '.) pig"k
s ! — 1

k

= nl(nil)l i n—i i n—
—Z/!(n—/)!(k—/')!(n—k)lpq pkignk

k! n!
k' ik — N (n—k)!

N
k 2n—k —i
pkq Z(i)q

I yn—i ~k—i ,n—k

pa pq

N
x >

=

=X

(1—a)(g+1)kg>

S x

(1-¢°)(g*)"

)
(¢
n)Dquk _—
-1
-

/\/\3/_\/_\

-

Donc Z ~ %B(n, 1 — ¢°).

Exercice 99. Soit £ I'espace vectoriel des fonctions de classe C? de [0, 7] dans R.
s

On consideére le produit scalaire (f, g) :/ f(t)g(t)dt.
0

Soit G={feE|f"+f=0}

1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et que G = Vect(f1, f») avec fi,  deux
fonctions a déterminer.

4‘ Correction

Par le cours sur les équations différentielles, I'ensemble des solutions d'une équation
différentielle homogéne du second ordre est un plan vectoriel, donc F est un plan vectoriel.
De plus, on sait, toujours par le cours sur les équations différentielles, que

G = Vect(sin, cos).

2. Calculer le produit scalaire de f; et f.
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4‘ Correction

On calcule

™

(f,f) = /Owsin(t) cos(t)dt = B sin(t)ﬂ =0.

0

3. (question ajoutée) Démontrer que pour tout n dans N\ {0, 1}, x — sin(nt) et x — cos(nt)
sont dans G*.

4‘ Correction

Soit n € N, f(t) = sin(nt). Alors

i) = /Ow TR = ;/Ow cos((n — 1)t) — cos((n+ 1)t)dt = 0,

et

s

(f,cos) == /07r sin(nt) cos(t)dt = %/o sin((n+1)t) —sin((n—1)t)dt =0,

et on adapte pour cos. Donc f est bien dans G*.

4. (question ajoutée) Démontrer que pour toute suites (an)n>2 €t (bp)a>o telles que Z |a,|n?
et Z |ba|n? convergent, alors la fonction
fix— Z ansin(nx) + by cos(nx)
n>2

est définie et est dans G*.

C'est en fait une question de séries de fonctions. On note, pour tout n dans N, ¢,(x) =
apsin(nx) + b, cos(nx). Alors

e pour tout n dans N, ¢, est dérivable deux fois et
¢!, (x) = na, cos(nx) — nb,sin(nx) et (x) = —n?a,sin(nx) — n’b, cos(nx).
e soit x € R. Pour tout n dans N,
00 ()| < [an] + [bal < 7?(1anl + [bal). [@0a(x)] < nlan| + nlb| < 1?(|an] + [bal),
donc les séries de fonctions Z(pn et Z(p’n convergent simplement (en fait nor-

malement).
e de méme, pour x e Ret n €N,

lh(x)] < ”2‘an| + ’72|bn|r

indépendant de x, donc [|¢%||.. < n?|an| + n?|bn|, terme général d'une série conver-

oo
gente. Ainsi, la série de fonctions E ©, converge normalement.

Par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, on en déduit que f est bien deux
fois dérivable, donc est dans E.
Mais, par convergence normale de la série de fonctions,

/0 f(x)sin(x) = Z/o sin(nx) sin(x)dx = 0,

n>2
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de méme pour cos. Donc f est bien dans G*.

6.10 Frederic Hor

Exercice 100. On considére 3 points A, B et C.

Une puce se trouve a l'instant 0 en A. A chaque instant la puce se déplace sur un autre point avec
équiprobabilité.

On note A, I'événement « la puce se trouve en A a l'instant n», et P(A,) la probabilité associée.
De méme avec P(B,,) et P(Cp).

On note J la matrice 3 x 3 avec que des 1, et M = J — 13, et

P(A,)
Up= | P(By)
P(Ch)

1. Trouver une relation entre U,11 et U,.

Correction

Par la formule des probabilités totales,

P(An+1) = IPB,,(An+1)]P)(Bn) + HDCn(AnJrl)IP)((—‘n)
IED(Bn-ﬁ-l) = ]P)An(Bn+1)P(An) + IEDCr,(Bn-&-l)IP)(Cn)
IPy(CnJrl) = ]P)AH(CM»I)P(AH) + PBN(CH+1)P(BH)’

d'ou

]P(AnJrl)
Unt1 = | P(Bry1)
IED(Cn-%-l)

1pB,) + Lr(Cy)

1 i

= 7P(An) + 7P(Cn)

i 1

§P(An) + EP(B")

1
= EMU”

2. M est-elle diagonalisable ? La diagonaliser et donner les espaces propres. En déduire M".

La matrice M est symétrique réelle, donc est diagonalisable. On diagonalise J pour en

déduire une diagonalisation de M.

Comme J? = 3J, J possede 0 et 3 comme valeurs propres. L'espace propre associé a
1 1

la valeur propre 0 est Vect —-11].,10 , celui associé a la valeur propre 3 est
0 -1
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1
Vect 1 . Ainsi, si
1
1 1 1
P=1-1 0 1
0o -1 1
alors
0 0 O
J=P|0 0 0] P
0 0 3
donc

PIMP = P 1JP + P3P

0
+15

OO+~ OOO

O O OO
>~ O O W oo

On a donc diagonalisé M. Les espaces propres sont ceux trouvés pour J, avec pour valeurs
propres respectives 1 et 4. On peut en déduire

10 0
M=pP|0O 1 0]Pt
0 0

n

~

3. Déterminer un polyndme annulateur de J. Déterminer le reste de la division euclidienne de
(X —1)" par X(X — 3). En déduire M".

On a déja fait le travail : X(X — 3) annule J.
Ensuite, le reste de la division euclidienne de (X —1)" par X(X —3) est de degré inférieur
ou égal a 1, donc de la forme aX + b. On écrit

P(X)=(X—-1)"=X(X=3)Q(X) + aX + b.
On évalueen 0O et ona b= (—1)". On évalue en 3 et on a 2" = 3a+ b donc

_ B — (1)

b
3
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On en déduit une autre expression de M" :
M" = i(J —1I3)"
o a
— 2nP(J)
5 (J(J=3)Q(X) +aJ+b)

1
2" - (=1)"

4. Expression de P(A,), P(B,), P(C,)? Limites?

4‘ Correction

On en déduit que

1 142 x (=1/2)" 1
=M (0] =3 | 1-(-12" | — 2|1
0 1—(=1/2)" ) "2 \1

ce qui signifie qu'en temps long, la variable aléatoire du numéro du sommet est uniforme.

( 1)k+1
Exercice 101. Pour n € N*, soit u, = Z

k=n+1
1. Justifier la définition de la suite (u,) et montrer qu'elle converge vers 0.

Correction
La suite () est positive, décroissante et tend vers 0 donc, d'aprés le critére des
VK / ken
(_1)k+l
séries alternées, la série de terme général T converge. Donc son reste d'ordre n,

up, est défini et tend vers O

(_ n
2. Pour n € N*, on pose v,, = ——u,. Montrer que la série de terme général v,, converge.
n

Correction

Attention, piége : v, n'est pas alternée, elle est de signe constant, car u, est du signe
de (—1)"".
En revanche, le critére des séries alternées nous assure que pour tout n dans N,

1
lun| € —=,
vn
d'ou
ol < =5
v 275
nl X n3/2
terme général d'une série convergente. Par comparaison de séries a termes positifs,
E |va| converge donc E V, converge.
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6.11 Fleurine Jaegler

+00 <in3
Exercice 102. On définit I = / sin”(1) dt.

0 t2

1. Justifier la convergence de 1.

Correction
sin®(t)

On note f(t) = et Alors

e f est continue sur ]0, +o0],
3

t L .
e f(t) ~ — =t — 0, donc f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable
t—0 t2 t—0

en 0,

1. . .
o |F(t)] < et intégrable en +o00, donc, par comparaison, f est intégrable en +oo.

Donc I converge bien.

1 3
2. Montrer que Vt € R, sin®(t) = ~7 sin(3t) + 7 sin(t).

4‘ Correction

On calcule

it —it\ 3
3 et —e
t)=| —=——
sin®(t) ( 5 )
1

=5 (e¥t —3e't +3e7't —e'f)
sin(3t) 3 .
1 + i sin(t).

D’ou le résultat.

3 ¥ sin(t
3. Montrer que I = I lim /X smtg ) dt.

Correction

|

On ne peut pas utiliser la question précédente et séparer l'intégrale en 2... On sait que

+00 o t 3
I=Im / sm(2) dt. Soit x > 0. Alors
x=0 /, (g

12 12

+oo 400 i
:_1/ Sm(3t)dt+3/ Sm(t)dt,

4 t2 4 t2

/+°C sin(t)® e /+°° —3sin(3t) + %sin(t)dt

la séparation étant licite car les deux intégrales convergent. Dans la premiére intégrale,
on fait le changement de variables u = 3t et on obtient

+00 ; +0o +00
/ Sm(3t)dt :/ sin(u) " 9@ _ 3/ Sln(u)du_
« t2 3 u? 3 3 u?

X X
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Ainsi,

+00 i t 3 1 +00 ; t 400 i t
/ sin(t) dt:—f/ sin( )dt+§/ sin( )dt
« t2 4 Ja 22 4/, ¢

3X i
:/ Sm(t)dt.
t2
X

D'ou le résultat désiré.

in(t) —t

4. Montrer que g(t) = ! 2

est définie et prolongeable par continuité sur |0, +ool.

5. En déduire la valeur de I.

Correction

On sait que pour tout t dans R,

t3
t— & <sin(t) <t

(I'inégalité de droite est claire, celle de gauche se fait par étude de fonction ou par la
série entiére par exemple)

Ainsi,
3x t— it &2 F t 3x t
/ 26dt</ Smg)dtg/ —dt.
X t X t X t
Or,
3x t
/ ﬁdt = In(3x) — In(x) = In(3),
X
et
3x ¢ _ %3 (3x)2 X2

Ainsi, par encadrement, I = In(3).

Exercice 103. Soit

M(a, b, c) =

0 O w
o T O
v O 0

ot (a, b, c) € R3.

1. Déterminer les valeurs propres de M(a, b, ¢).
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On calcule le polynéme caractéristique de M. Pour x € C,

X—a 0 —C
xmu(x)=1| 0 x—b 0
—C 0 X—a
X—a—=c¢ 0 —C
=C1¢-Ci14Cs 0 x—b 0
X—a—=c 0 X —a
1 0 —C

=(x—a—-¢)|0 x=b 0
1 0 X—a
1 0 —C
“Ll3Lz—L; (x—a—c) 0 x—=0»b 0
0 0 X—a-+c
=(x—a—c)(x—a+c)(x—b),

Donc les valeurs propres de M sont {b,a+ c,a — c}.

2. Calculer le déterminant de M(a, b, ¢).

Correction

On sait que le déterminant est le produit des valeurs propres de M(a, b, ¢), donc

det(M(a, b, ¢)) = b(a+ c)(a— c) = b(a® — c?).

3. Si le déterminant est nul, déterminer le noyau et I'image de la matrice.

Correction

[l faut disjoindre les cas :
(a) si b#0, alors 2 —c?>=0, donca=+c:

e si a=_0, alors on lit sur la matrice que

0 1 0
Im(M) = Vect 1 et ker(M) = Vect 01,10
0 0 1

0 a 1 a
Im(M) = Vect 11,10 et ker(M) = Vect 0. O
0 c 0 —C

compte, 0)
(b) si b=0, alors

e ou bien a2

a alors
a c 0
Im(M) = Vect 0,10 et ker(M) = Vect 1
c a

e si a # 0, alors les colonnes 1 et 3 sont proportionnelles non nulles, et donc

(j'ai essayé de faire des combinaisons des colonnes qui donnent, au bout du

— 2 #0, et donc les colonnes 1 et 3 sont non proportionnelles. On
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e ou bien a> = ¢°. Alors si a = 0, M est la matrice nulle et les choses sont

évidentes, ou bien a # 0 et alors

a 0 a
Im(M) = Vect 0 et ker(M) = Vect 1
c 0 c

4. M(a, b, c) est-elle diagonalisable ?

4‘ Correction

La matrice M(a, b, ¢) est symétrique réelle, elle est diagonalisable.

6.12 Victoire Jalenques

Exercice 104. On considére N boules numérotées de 1 a N, avec N > 2.

On note X; la variable aléatoire correspondant a la valeur de la boule tirée au i-ieme tirage avec
remise. Les variables X1, ..., Xp sont supposées indépendantes.

On note M,, = max(Xy, ..., Xn).

1. Calculer P(M, < k) et en déduire la loi de M,,.

Correction

Soit k € [1, N]. Alors

- ()

2. (a) Montrer que

N—-1
E(My) =Y P(M, > k).
k=0

Correction

C’est une question de cours.

(b) Donner la limite de E(M,) quand n tend vers +oo et interpréter ce résultat.
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—‘ Correction

On en déduit que

N—-1
E(M,) =S P(M, > k)
k=0
N—-1
=N " 1-P(M, < k)
k=0
1

k n
Or () — 0 pour k € [0, N — 1], donc
N n—r+00
N—1
E(M,) — > 1=N,
n—+oo =0

moins ait une valeur égale a N.

ce qui est cohérent : plus on fait de tirages, plus on a de chances qu'une boule au

Exercice 105. Soient A et B deux matrices, et P un polynéme.

1. Montrer que si P(A) = 0, alors toute valeur propre de A est racine de P.

Correction

C’est une question de cours.

2. Soit U # 0 telle que AU = UB. Montrer que P(A)U = UP(B).

4‘ Correction

On montre par récurrence sur n que AU = UB".
L'initialisation, pour n = 1, est claire.
Pour I'hérédité, soit n € N tel que AU = UB". Alors

ALY = ATAU = A"UB = UB"B = UB™!,
d'ou I'hérédité et le rnésultat.

Ensuite, si P(X) = Z ar XX, on écrit que
k=0

n n n
PAU = aAU =) aUB"=U)_ aB*=UP(B).
k=0 k=0 k=0

3. Montrer que Sp(A) N Sp(B) # 0.

Si on avait Sp(A) N Sp(B) = B, alors on pourrait appliquer la question précédente a

Page 168 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

P = xa. Alors
xa(A)U = Uxa(B).

Mais, par le théoreme de Cayley-Hamilton, xa(A) = 0. De plus, si on écrit xa(X) =
n
H(X — Xi), I'hypothése nous dit que les A; ne sont pas valeurs propres de B. Mais alors
=1

n

xa(B) = [[(B = A1),
i=1
et pour tout /, B=X1, € GL,(K). Donc xa(B) est inversible. Ainsi, comme Uxa(B) = 0,
on en déduit que U = 0, ce qui est absurde.
On conclut donc au fait que Sp(A) NSp(B) # 0.

6.13 Aurélien Simone

Exercice 106. Le but est de trouver les fonctions f € €2 telles que
X+y
Y(x,y) € R? f(x)f(y):/ f(t)dt,
xX=y
qu’on notera (E).

1. Selon la valeur de ¢ € R, déterminer les solutions de I'équation y” — cy = 0.

Correction

e si ¢ > 0, alors les solutions de I'équation sont les {x — aeVex —&—,Be_‘/gx, (a,B) €
R2}.

e si c =0, alors les solutions de I'équation sont les {x — a 4+ Bx, (a,B) € R?}.

esi ¢ < 0, alors les solutions de I'équation sont les {x + asin(v/cx) +

Bcos(vex), (o B) € R?}.

x+y 2/_— 2/_—
f(t) dt. Calculer oFr_oF

2. V(x,y) € R?, on pose F(x,y) = / Z By

X=y
Correction

Notons ¢ une primitive de f. Alors

X+y
/ F(1) dt = p(x + ) — w(x - ).

-y

On en déduit que

%Z(x,y) =o' (x+y) - (x—y)=Ff(x+y)—f(x—y)

%(x,y) =o' (x+y)+ @ (x—y)=Ff(x+y)+flx—y)
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Ensuite,
0’F
X)) =1 x+y) = f(x=y)
0%F

aTz(X,y) =f'(x+y)—f(x-y)

Ainsi,
or o _
Ox2  dy?

3. Soit f € €2 solution de (E)
(a) Calculer £(0)

Correction

On sait que £(0)? = 0 donc f(0) = 0.

(b) Calculer f"(x)f(y) — f"(y)f(x)

Correction

Le calcul précédent nous méne sur la voie. On remarque que F(x,y) = f(x)f(y).
Alors

O°F  O°F

FOOFY) = FW)F) = 525 = 5o =0

(c) Déterminer alors la forme de f.

On sait que pour tous x et y,
f')f(y) = " (y)f(x) = 0.
Soit yg tel que f(a) # 0. Alors

" (vo)
(o)

Donc on dispose de a et B, 1y tels que f soit e |I'une de ces trois formes :

(x) —

f(x)=0.

fix—=a+Bx, Fix—ae?™+Be™, ouf:x— asin(yx)+ 6 cos(yx).
De plus, £(0) = 0, donc les possibilités restantes sont
fix— Cx, f:x— Csh(yx), f:x— Csin(yx).

Continuons d'explorer. En prenant y = x, il vient

2x
Vx, f(x)? = / f(t)dt = p(2x) — ¢(0),
0
soit, en dérivant,

2" (x)f(x) = 2¢'(2x) = 2f(2x), donc f'(x)f(x) = f(2x).
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Donc
f(x)f'(x) = f(2x).

Regardons, pour chacun de ces trois cas, si f vérifie I'équation précédente :

e sif:x— Cx, alors
f(x)f'(x) = C?x et f(2x) = 2Cx.

Ainsi, f est solution de I'équation si et seulement si C? = 2C, donc C = 0 ou
2.

e si f: x> Csh(yx), oll 7y # 0, alors
f(x)f'(x) = C*ysh(yx)ch(vy).
et
f(2x) = Csh(2yx) = 2Csh(yx)ch(vx).

Ainsi, f est solution de I'équation si et seulement si C?y = 2C, donc C =0 ou

2
c==.
7

e on a exactement la méme relation pour le troisiéme cas.

4. Conclure.
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4‘ Correction

On fait la synthése du probléeme.
e |a fonction nulle est bien solution.
e soit f : x — 2x. Alors

-y

. 2 .
e soity#0etg:x— ;sm(fyx). Alors

2 2
a(x)gly) = p” Sln('YX); sin(yy)
— 2 sin(p)sin(1y)

et

X+y X+y 2
/ g(t)dt:/ —sin(yt)dt
X X ry

-y -y

2
= (cos(y(x —y)) —cos(v(x +y))) s
2
= ?2 sin(yx) sin(vyy),
donc g est bien solution.

n'est exigible.

[ #0dt = 64302 = - 9 = 41 = 10070

e pour h, on fait pareil, mais presqu’aucune formule de trigonométrie hyperbolique

Exercice 107. Soit (A, B, P) € #,(R) x #,(R) x GL,(C) vérifiant : AP = PB. On écrit P =

P +iP, avec (P, P,) € #,(R) x #,(R) et I'on pose : Q(x) = det (P, + xP»).
1. Montrer que pour tout x e Rona: A(P, +xP,) = (P + xP) B.

Correction

membres de I'égalité, on obtient le résultat.

On sait que AP = PB donc AP, + iAP, = PiB + iP,B. Les matrices APy, AR, P B,
P> B sont a coefficients réels, donc en égalisant les parties réelle et imaginaire des deux

2. Montrer qu'il existe xp € R tel que : Q (xp) # 0.

Correction

Par la formule de développement sur une ligne, appliquée n fois, on sait que @ est une
fonction polynomiale de x. Or, comme Q(i) # 0 (car P, + iP est inversible), on sait
que @ n'est pas le polynéme nul. Donc il existe x; € R tel que Q(xg) # 0 (sinon Q
s'annulerait sur tout R, donc une infinité de fois, donc Q serait le polyndme nul).

3. En déduire qu'il existe Py € GL,(R) tel que : APy = PyB. Qu'a-t-on démontré?
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4‘ Correction

En posant Py = P, + xgP, on obtient le résultat. On a démontré que si deux matrices
étaient semblables sur C, alors elles étaient semblables sur R.

6.14 Etienne Sponton

+oo 1— t
7COS( )e_Xt dt.

Exercice 108. Soit f : x — / "~
0

1. Justifier I'existence de f sur R™.

Correction

Soit x > 0. Alors
1-— t
cos( )e

o t— 3 Xt est continue sur |0, +o0],
1—cos(t) _ 2 1 _ .
o — e ~ —e " — — donc l'intégrande est prolongeable par conti-
' t2 t—0 2t2 t—0 2 g > 2 g
nuiteé,

1 — cos(t) ot

2 .
e pour tout t > O, ‘ o) < 7 intégrable en 400, donc t —

1 — cos(t) ot
t2
donc f est bien définie sur R...

est intégrable en +o0,

2. Montrer que f est continue sur R™.
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4‘ Correction

On cherche a appliquer un théoréme de continuité des intégrales a paramétre. Notons,

1—cos(t) _,; ) R 1
pourtout t > 0etx >0, g(x, t) = — ¢ (prolongé par continuité par 5 en 0.
Alors
e pour tout , t = g(x, t) est continue sur R,

x=0
e pour tout t > 0, x — g(x, t) est continue sur R,
t>0

e pour tout et x e Ry,
1—cos(t) _
lg(x, )] = e
1—cos(2%) .,
= <’¢
t2
2Sin2 (%) —xt
1 Sin2 (%) —xt
(3)
5 sit<1
< h(t) = 5
— sit>1,
t2

fonction continue par morceaux, indépendante de x et intégrable sur R...

Donc, par le théoréme de continuité des intégrales a parameétre, f est continue sur R, .

3. Montrer que f est de classe €2 sur R
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4‘ Correction

On applique le théoréme de la classe € des intégrales a paramétre.
Remarque : I'intervalle sur lequel montrer la régularité de f incitera a montrer la classe

€2 sur tout segment.

1 —cos(t
7()&“. Alors
t—2
e pour tout t dans R, x — g(x, t) est de classe €2 sur R%,

On note toujours g(x, t) =

e on a, pour tout x dans R*,
— t — g(x, t) est continue, intégrable,

0 1 —cos(t . )
— t G—ig(x, t) = —f()e_” continue, intégrable car prolongeable par
o . 1 — cos(t 2e™Xt
continuité en 0, continue sur Rj et car —f()e_” < — intégrable
en +oo,
o)

— t— (x,t) = (1 — cos(t))e ™, fonction continue sur R,

ox2?
e enfin, on fixe 0 < a < b. Alors pour tout t dans R4, pour tout x dans [a, b],

|(1 = cos(t))e™"| < 2™ < 2e7 7,

fonction intégrable sur R, indépendante de x.
Donc, par le théoréme de classe €2 des intégrales a paramétre, f est de classe €2 sur
tout segment de R, donc sur R} .

4. Calculer Iim f(x)et lim f'(x).
X—r+00 X—r—+00

On applique le théoreme de limite des intégrales a paramétre. Toujours avec g(x, t) =
1—cos(t) _,. .
————=e™**, on sait que
f2
e pour tout x dans R, t +— g(x, t) est continue, intégrable sur R,

1 —cos(t
1 cos(t) )e*Xt — 0,
t2 X—+00

e pour tout t dans R*,

e on a la domination déja faite.
Ainsi, par le théoréme de convergence dominée a paramétre continu, f(x) —

X—+00
+o0
/ 0dt = 0.
0

Ensuite, pour tout x > 0,

cos(t) — 1e_Xt.
t
e pour tout x dans R, t — @(x, t) est continue, intégrable sur R,

cos(t) —1
( ) eth N Ov
t X—+00

Or, en notant p(x, t) =

e pour tout t dans R* ,
e pour x >letteRY,

cos(t) — 1
t

(t
_Rsind) o

efxt| ;
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intégrable et indépendante de x,

donc, d’apres le théoréeme de convergence dominée a paramétre continu, f'(x) — 0.

X—+—+00

1
5. Montrer que ¥x >0 f'(x) = In(x) — 5 In (1 + x?), puis calculer f(x).

Correction

Soit x > 0. Alors

f(x) = /0+00(1 — cos(t))e *tdt

+o0 +oo
:/ e_Xtdt—%e(/ e(’_x)tdt)
0 0
)
= — —fRe :

X X —1

1 X+
—X—%(Xul)

1 X

x  14x2

Ainsi, on dispose de C € R tel que pour tout x > 0,

f'(x) = In(x) — % In(1+ x?) + C.

f(x) = xIn(x) — x — %/X|n(1+ t2)dt 4+ D
0

v/(t) =1, on calcule

1 X 5 1 ) X X t2
1 X 1
= xIn(1+x*) - [ 1-——=dt
X n(l+x7) /o T e
= —x + Arctan(x),
donc

1
f(x) =xIn(x) —x — §X|n(1 + x?) + x — Arctan(x) + D

X
=xIn | ———— ) — Arctan(x) + D.
(\/1+x2> )

Comme f(x) —+> 0, D= g donc pour tout x > 0,
X—+00

+ T Arctan(x).

Mais '(x) —+> 0 donc C = 0. Donc on dispose de D € R tel que pour tout x > 0,
X—r+00

Or, en faisant une intégration par parties, en dérivant v : t — In(1 + t2) et en intégrant

Page 176 sur m



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

. 0 sin(t) _ .
6. Soit I = ; dt. Exprimer I en fonction de f(0) et calculer 1.
0

Correction

On remarque que

f2

£(0) = /Oﬂo 1=cos(®)

On effectue une intégration par parties, en posant u(t) = 1—cos(t), donc ¢/'(t) = sin(t),

1 . 1
et v/(t) = e v(t) = 3 Le crochet [u(t)v(t)]§> converge (et vaut 0) donc, par

intégration par parties,
400 ; t
T~ f(0) :/ Sint) 4.
2 0 t

d'ou la valeur de I'intégrale!

Exercice 109. Soit A € O,(R), X € M, 1(C) et X € R tel que AX = AX.

1. Exprimer XT X avec les coordonnées de X.

4‘ Correction

n
On remarque facilement que XT X = Z |x; |2
=

2. Calculer de deux maniéres différentes (AX)T(AX). Que peut-on dire de A?

Correction

On note (yi, ..., yn) les coordonnées de AX.

o deja, (AX)T(AX) = AXTAXT = A2 Y xl.
i=1

e ensuite,

(AX)T(AX) = XTATAX
= XTATAX car A est réelle

n
=XTX=> |x/.
i=1

Comme X est non nul, on en déduit que |A| = 1.

6.15 Adrien Valette

Exercice 110. Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension finie.

1. Montrer que si f est diagonalisable alors 2 aussi.

Correction

Si f est diagonalisable, alors on dispose d'une base % de E telle que Matg(f) soit
diagonale. Alors Matz(f2) = Mat(f)? aussi.
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2. Montrer que si f est diagonalisable alors Ker(f) = Ker (£?).

Correction

On sait déja, par le cours que ker(f) C ker(f?). Mais si on écrit

Op,
>\2In2
Matz(f) =
Ay,
ou Ao, ..., A, sont non nulles, alors
Op, ,
A51
Matp(F2) = "
NI,

de rang égal au rang de Matz(f), et donc le noyau de 2 est égal a Vect(ey, ..., en)-
Donc ker(f?) = ker(f).

3. Soit A une valeur propre non nulle de f2 et u une racine carrée complexe de A. Montrer que :
Ker (f2 = Xldg) = Ker (f — pldg) ® Ker (f + plde).

Déja, on remarque que si x € ker(f —uldg), alors f(x) = ux donc f2(x) = u’x = Ax; de
méme si x € ker(f +uldg). Donc ker(f —uldg) et ker(f +uldg) sont deux sous-espaces
vectoriels de ker(f% — Mdg).

Ensuite, on démontre que ker(f2 — A\Idg) = ker(f — uldg) @ ker(f 4+ uldg) par analyse-
synthése. Soit x € ker(f? — XIdg).

Analyse. Soient y dans ker(f — uldg) et z dans ker(f + uldg) tels que x = y + z. Alors
f(x) = wy — wz donc, comme u # 0,

x+if(x) x — 1f(x)
V= et z=—~=58°

d'ou 'unicité de y et z.
Synthése. Posons
x+ Lf(x x —1f(x
_ X ¢
2 2

Alors

e déja, y+ z = x,

e ensuite,

1 =3 () +5700)

(f(x) + iAX)

(f(x) + px) car u?> =X

= NI~ N~

I
TN
=

donc y € ker(f — uldg).
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e enfin,
1 1
(@) =3 (10 - 1 7()

1 1
1 2

= E(f(x) — ux) car u° =X

= —/J,Z,

donc z € ker(f + pldg).
D'oll I'existence et la supplémentarité de ker(f —Idg) et ker(f+Idg) dans ker(f2—XIdg).

4. Montrer que si f2 est diagonalisable et inversible, alors f est diagonalisable et inversible.

Correction

Si 2 est diagonalisable et inversible, on note Aq, ..., X, les valeurs propres de 2, qui
sont non nulles. Alors on sait que

E = @ ker(f? — Alde).

i=1

Sion note 1, ..., W, des racines carrées de Aq, .. ., A, alors la question précédente nous
assure que

p
E = P ker(f — pilde) ® ker(f + plde),
i=1
donc E est somme directe des sous-espaces propres de f (quitte a retirer, dans la somme
ci-dessus, les sous-espaces propres qui sont réduits a 0). Donc E est diagonalisable.

5. Montrer que si f2 est diagonalisable, f est diagonalisable si et seulement si Ker(f) = Ker (fz).

Correction

On a déja fait le sens direct.
Pour le sens réciproque, on écrit que si on note Aq, ..., A, les valeurs propres non nulles
de £2, alors

E = ker(f?) & @D ker(f? — AIdg).
i=1

Si on note w1, ..., W, des racines carrées de Aq, ..., Ar, alors comme, de plus, ker(fz) =
ker(f),
.
E = ker(f) © @ ker(f — pildg) @ ker(f + plde),
i=1
donc E est somme directe des sous-espaces propres de f (quitte a retirer, dans la somme
ci-dessus, les sous-espaces propres qui sont réduits & 0). Donc E est diagonalisable.

® sin(xt)et
t

Exercice 111. Sans préparation. Soit ¢(x) = / dt.
0

1. Montrer que ¢ est bien définie sur R.
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4‘ Correction

sin(xt)e™t
On note, pour t >0 et x R, f(x,t) = &

. Fixons x € R. Alors
e t— f(x,t) est continue sur |0, +o0],
xt L .
o f(x,t) S x, donc I'intégrale est faussement impropre en 0,
—
fix, t) = ~1), intégrabl ,
o |f(x, 1) o o(e™"), intégrable en +oo

donc p(x) est bien définie.

2. Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R.

Correction

Il s’agit d'appliquer un théoréme de classe €' des intégrales a parameétre.

e pour tout x, t — f(x, t) est continue et intégrable sur |0, +o0],

e pour tout t > 0, x — f(x, t) est dérivable, et

of B 4t
a—X(X, t) = cos(xt)e".

e pour tous x dans R et t > 0,

of
- < et
e (x, t)‘ <e™’,

indépendante de x et intégrable sur ]0, +o0l.

Donc, d'aprés le théoreme de dérivation des intégrales a parameétre, ¢ est dérivable sur
R.

3. Donner alors ¢’ et en déduire ¢ a I'aide des fonctions usuelles.

Correction

En continuant la question précédente, on obtient, pour tout x dans R,

+o0
¢ (x) =/ cos(xt)e fdt
0
+oo
= Re (/ e’“e_tdt>
0
(ix—1)t7to°
= Re ([e‘ } )
ix—11,
1
e (1 = /'x)

1
1+ x2°

On en déduit que p(x) = ¢(0) + Arctan(x) = Arctan(x).
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6.16 Exos en plus (RMS, BEQS)

. " 1 X\ 1 1
Exercice 112. On note pour n € N*x — f,(x) = > ((1 + E) — 1) et I, = / fa(x)dx.
0

1. Citer le théoréeme de convergence dominée.

Correction

C'est du cours.

2. Justifier, pour n € N*, la définition de I,,.

4‘ Correction

Soit n € N*.

e la fonction f,, est continue sur 0, 1],

w00 2,5 ((1+3)"-1)

-
~  — n—
x—0 X n
~ 1’

x—0

e étudeen O :

donc f, est prolongeable par continuité en 0, donc I, est bien définie.

“+oo
: 1
3. Montrer que nﬂ)rroo I, = ; Pk

On sait que

£(x) — exflzzx

n—+oo X

e —1
X

1
On montre déja que I, — / dx.
n—-+o00 0

e on sait que pour tout n, f, est continue sur [0, 1] (prolongeable par continuité en 0,
e —1

e pour tout x dans [0, 1], f(x) e x
n—-+o00

e pour tout n dans N* et x dans [0, 1],

o<ae=L((1+2) )

X
et e
(1 + E) _ enln(l—&-%) < e = e
d’ol 1
e p—
0< )<

intégrable sur [0, 1] (quitte a prolonger par continuité) et indépendante de x.
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On en déduit, par le théoréme de convergence dominée, que

1 x
—1
1,7—>/e dx.
0

n—+oo X

On écrit ensuite que

e —1
dx =
[ T

0 k>1

k-1
. Alors

On note, pour k > 1, @u(x) =

1
Vx € [0,1], ok(x)| < Pk

[, 1]

1 . .
indépendant de x, d'ou |l@kll5 < o terme général d'une série convergente, ce qui

assure que la série de fonctions E ©, converge normalement sur [0, 1], d’ou

[Sire=>[

k>1 ! k>1

1
:ZW

g=>1

kl

Exercice 113. On considére f : (x,y) € R x R™ = x%y + y(In(y))?.

1. Déterminer les points critiques de f.

4‘ Correction

On calcule les dérivées partielles de f : f est bien €* sur R x R’} et pour tout (x,y) €
R xR}, ona

of
&(XJ/)—ZO/

g—;(x,y) = x>+ (In(y))> + 2In(y)

Ainsi, (x,y) est un point critique si et seulement si x = 0 et In(y)(In(y) +2) =0, i.e.
y=1louy= e 2.
On calcule alors

f(0,1) =0 et £(0,e72) = 4e2.

2. Déterminer les extrema locaux et globaux de f.

On va voir si ces points critiques sont des extrema locaux, en calculant la hessienne de
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2y

2x

He(x,y) =

2x §(|n(y) +1)

H(0,1) = ([1) g) ,

clairement symétrique positive. Donc f atteint un minimum local en (0, 1). Comme f est
toujours positive, il s'agit d'un minimum global.

Ensuite,
_ (2e? 0
0 —2¢e? )"

donc ni Hg, ni —Hr n'est dans ST (R), donc f n’atteint pas d’extremum local en (0, e™2).
f ne posseéde pas d'autre point critique et R x R, est ouvert, donc f n'atteint pas de

En particulier,

maximum.
-2 =2 0
Exercice 114. Soient A = 2 3 0 | et(S) lesysteme différentiel X' = AX.
1 0 3

1. Montrer que A est diagonalisable.

Correction

Calculons le polynéme caractéristique de A :

X+2 2 0

xa(x)=| -2 x-3 0
! 0 x—=3
X+ 2 2

5 x_3 (x — 3) en développant selon la derniére colonne

=((x+2)(x=3)+4)(x—3)
= (x> =x—2)(x—13)
=(x+1)(x —2)(x — 3),

donc xa est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable et ses sous-espaces
propres sont des droites.

2. Expliciter P et D telles que A= PDP~!.

[l s'agit de trouver, pour chaque sous-espace propre, un vecteur propre :

e détermination de E_;(A). On sait que

-1 -2 0
A+L;=[2 4 o0
1 0 4
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4
On remarque que 4C; —2C, — C3 =0, donc | =2 | € E_1(A). Donc
-1
4
E_1(A) = Vect -2
-1
e ensuite,
-4 -2 0
A-2I3=1 2 1 0
1 0 1
On remarque que C; — 2C, — C3 = 0. Donc
1
E>(A) = Vect -2
-1
e enfin,
-5 -2 0
A-33=] 2 0 0
1 0 0
On remarque que C3 = 0, donc
0
E5(A) = Vect 0
1
En posant
4 1 0
P=-2 -2 0
-1 -1 1
On sait que
-1 0 0
A=P| 0 2 0
0 0 3

3. Onnote U = P71 X. Déterminer le systéeme différentiel vérifié par U et le résoudre. Déterminer

alors les solutions de (S).

u
Onnote U = | v |. Alors, par linéarité de X +— PlX,
w
U'(t) = P71X'(t) = PTLAX(t) = DP71X(t) = DU(t),
donc
u'(t) —u(t)
Vi) | = | 2v(t) |,
Wty \Swtt)/
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donc on dispose de (o, B, y) tels que pour tout t dans R,

u(t) = ae™t, v(t) = Be*, w(t) =ye*.

On en déduit que

x(t) u(t)
y(&) | =P o)
z(t) w(t)
4ae™t + Be*t
= —2aet —2pe%

—ae t — et 4 yedt

4. Soit (S') le systeme différentiel X” = AX. Déterminer les solutions réelles de ( S ).

Correction

En posant U de la méme maniére, on a

u"(t) —u(t)
V(1) 2v(t)
w”(t) 3w(t)

donc on dispose de (o, az, 81, 062,71, 72) tels que

u(t) o sin(t) + ap cos(t)
v(t) | = | BieY?t +Bre V2
w(t) Y163 + ye 3t
On en déduit alors
x(t) 4y sin(t) + 4o cos(t) + BreV2t + Boe V2
y(t) | = —2a sin(t) — 2a cos(t) — 28:eV2 — 286V
z(t) —a sin(t) — o cos(t) — BreV2 — Boe V2 4 i3t 4 e

5. Soit E I'ensemble des solutions réelles bornées de (S’). Montrer que E est un espace vectoriel
et déterminer sa dimension.
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4‘ Correction

En faisant des équivalents de la solution trouvée en 400, on trouve que v, =¥ =01 =
B> = 0. Ainsi, I'ensemble des solutions bornées de (S’) est

4o sin(t) + 4o cos(t)
—2a sin(t) — 2ap cos(t) | . (a1, a) € R? 3 = Vect(X1, X)),
—ag sin(t) — o cos(t)

o 4sin(t) 4 cos(t)
Xi1(t) = | =2sin(t) | et Xo(t) = | —2cos(t)
—sin(t) —cos(t)

[l s’agit d'un espace vectoriel de dimension 2.

7 ENSEA
7.1 Nicolas Dumitrescu-Palcau
1 n
Exercice 115. On pose, pour tout n entier naturel, la suite a, = / Ty dt ainsi que la fonction
+o0 0
f(x)= Z anx".
n=0

1. Donner le rayon de convergence de a,,.

Correction

On note R ce rayon. On encadre a, pour n > 2. On remarque que

a </1tndt !
"= 2 2n+1)

donc R est supérieur ou égal au rayon de Z " c'est-a-dire 1.

1
2(n+1)°
Ensuite,

a >/1tnd1'—1
")y 37 3(n+1)

1
donc R est inférieur ou égal au rayon de Z mz”, c'est-a-dire 1.
Donc R = 1.

2. Pour tout |x| < R, donner une autre expression de f.

Soit x €] — 1, 1[. On peut écrire que
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On cherche alors a intervertir somme et intégrale. Comme

on peut écrire que

1 +oo (tX)n
f(x):/ Z2+t2dt
0 n=0
| 1
= ———dt
/0 24121 —tx
On cherche alors a écrire

1 1 at+b c

2+t21—tx_2+t2+1—tx'

- 1
En multipliant par 1 — tx et en évaluant en < on trouve

1 1 2
- X Eln(2+t2) +; iArctan z —&-Xi
C1+2x2 |2 o l+2x2 [V2 V2)], 142x?

s (30(3) pen () -ona-0)

/ M (x)" x|
o |12+1t2] 7 T 2(n+1)
1 n
t . .
d'ou Z/o 2(—1)—()1_“2 dt converge. Donc, par le théoréme d'intégration terme a terme,

X
C = ———=
1+ 2x2
En évaluant en 0, on trouve
1 b
3 21°¢
donc
b=1_2c=1__2¢ L
= — CcC = — = .
1+2x2  142x2
Finalement, on trouve a = ﬁ en multipliant par t et en faisant tendre vers +o0.
D'ou
1 Dxt+1 X2
f = dt
() 1+2x2/O 2+ T 1-tx

[In(1 — tx)]p

Exercice 116. ¢ est un endomorphisme de R,[X] défini par ¢(P) = P(1 — X).

1. L'application ¢ est-elle injective ? Bijective ?

4‘ Correction

On remarque que @ o @ = Idg,[x], donc @ est bijective.

2. Donner les éléments propres de ¢.
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4‘ Correction

N. Laillet

Comme ¢ est une involution, c’est une symétrie : ses éléments propres sont 1 et —1.

Soit P € ker(p —1d). Alors P(1 — X) = P(X). Notons Q(X) = P (X + ;) Alors

Q(X):P(X—i—;) :P(l— (x+;)> =P<—X+;) = Q(—X),

donc Q est pair. Réciproquement, si P est de cette forme, P est dans ker(¢ — Id), donc

ker(p — Id) = {Q <X - ;) , Q pair }
v (- ;)“)@

ker(i + Id) = {Q (X - ;) . Q impair }

De méme, on trouve que

7.2 Thomas Faure
Exercice 117. On pose :

w=exp(2it/7) ; S=w+w’+w® ; T=w'+w’+uw°
Calculer S+ T, ST, puis Set T.

—‘ Correction

On calcule

car la somme des racines de |'unité vaut 0.
Ensuite, on remarque que T = w3S, d'oll

S(1+w?) =—1,

d'ou

" 2cos (3)
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Ensuite,
T =w3S
6ir _3in
__&re ©
~ 2cos (35)
3im
___ 97
"~ 2cos (3)
Ensuite,
1
ST =——n—.
4 cos? (3)

Exercice 118. On dispose d'une urne de 2n boules avec n boules numérotées de 1 a n et n boules

numérotées 0. On préléve une poignée de n boules. Soit k un entier dans [1, n].
On pose :
{1 si la boule k est piochée
U =

0 sinon

1. Déterminer la loi de Uy, son espérance.

Correction

P(Ux = 1).

. 2n L
e ilya ; poignées au total,

. 2n—1 .
boules restantes, c'est-a-dire (n 1) choix.

D’'ou

_(@n=1)! n'n! n 1

T (=Dt @2n)!  2n 2

, . 1
Son espérance est aussi de 5

La variable U est une variable de Bernoulli. Raisonnons par dénombrement pour trouver

e choisir une poignée contenant k, c'est choisir la boule k (1 choix) puis les n — 1

2. Calculer la covariance Cov(U;, U;) pour (i,)) € [1, n]?.

1

Si i =Jj, Cov(Ui, U)) = 7.

poignée contenant les boules / et j, c'est choisir les n— 2 boules restantes, i.e. <

Si i # j, on calcule E(U;U;) —E(U))E(U;). Or, E(U;U;) = P(U; = U; = 1). Or, choisir une

2n—2
n—2
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choix. D'ou

(2nn:22)

()
_(@n=1)! n'n!
~ (n=2)In! (2n)!

n(n—1)
(2nm)(2n—-1)
. on—1
- 2(2n—1)°

E(UiY)) =

3. Onpose N =U; + -+ U,. Que signifie N et donner son espérance.

4‘ Correction

N correspond au nombre de numéros distincts piochés. Par linéarité de I'espérance,

E(N) = Y E(U) = 5.

4. Déterminer la variance de N.

Correction

La, on utilise la formule

V(UL + -

+U,) = zn:V(U,-) +2 ) Cov(Ui U))
=1
n
T4

1<i<j<n

n(n—1)(n—-1)
2 2 2n—1"

8 Navale

8.1 Aurélien Simone

Exercice 119. Pour P et Q dans R,[X], on pose

(P.Q) = /01 P(t)Q(t) dt et u(P) = /Ol(x +£)"P(t) dt.

1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique.

On vérifie que pour tout i et j, (u(X"), X?) = (X', u(X?)). On conclura par linéarité de
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u. Or,

1
u(X’):/ (X +t)"t'dt
0
1 n )
= Zth”’kt’dt
0 k=0

n
P G ——
pard k+i+1
Mais alors

(u(X"), X)) = /1Zn:t”‘k1tfdt
' o = k+i

A ktitlntl—k+j
1 1
e+ it+1e+,+1

—{=n—

et, par symétrie, on retrouve (X', u(X’)).

2. Justifier I'existence d'une base orthonormée Ry, P, .. ., P, constituée de vecteurs propres de
u.

Correction

L'endomorphisme u est symétrique dans un espace euclidien, donc il est diagonalisable
en base orthonormée.

3. Soient (Ag, A1, ..., An) les valeurs propres de u. Montrer que :

Vix,y) €R? (x+¥)" =D MPulx)Puly).
k=0

_‘ Correction

Soit y € R. Alors

n

X+y)"=D (X+y)".P)P.

i=1

Mais
1
(X +y)". P) = / (t+y)"P(D)dt = u(P)(y) = NP().
Donc

(X+y)" =Y _NP(y)P.

i=1

D’ou le résultat en évaluant en évaluant en x.
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9 ENS Paris-Saclay

0.1 Liv Craen

Exercice 120. Soit E I'ensemble des suites indexées sur N. On définit F : E — E par :
Pour u € E, pour tout n € N :

F(u)p = Upy1

1. Montrer que F est linéaire.

Correction

C"est évident.

2. Est-elle injective ? Surjective ?

Correction

On remarque que la suite vérifiant ug = 42 et u; = 0 pour tout / > 1 est dans le noyau
de F donc D n'est pas injective.

En revanche, F est surjective : si (V,)nen €St une suite, la suite définie par up = 42 et,
pour n > 1, u, = v,_1 est bien un antécédent de (Vj)nen.

3. Construire G endomorphisme linéaire de E tel que F o G = Idg.

4‘ Correction

On pose

On remarque qu'alors F o G = Idg.

4, Quevaut Go F?

Correction

Si v = (Up)nen, G o F est la suite (v,)pen définie par vo =42 et pour n > 1, v, = u,.

5. Conclure.

Correction

On n'est pas en dimension finie, c'est normal d'étre inversible a droite mais pas a gauche!
De plus, on peut remarquer que Go F est un projecteur (je ne sais pas si c'était attendu).

On note désormais E I'ensemble des suites indexées sur Z. On définit H: E — E par :
Pour u € E, et, pourtout n € 7Z :

H(u)n = Unt1 + Un—1

6. Montrer que H est linéaire. Est-elle injective ?
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4‘ Correction

La linéarité est claire. Pour I'injectivité, on remarque que la suite (u,)qen définie par
Uop = (*1)” et Uopt1 = (*1)"

est dans le noyau de H. Donc H n'est pas injective.

7. Soit A € R. Soit u € ker(H — Idg). Trouver My € M>(R) tel que :

Correction

Si u € ker(H — Idg), alors pour tout n,
Upy1 + Up—1 = AUp,
donc up+1 = AUy — Up—1, donc
up \ (0 1\ fup—1\ _ Un—1
(am) = (5 ) () =m ()

Une telle matrice convient.

8. Pour |A| # 2, montrer que M, est diagonalisable dans C. Déterminer les valeurs propres et
les vecteurs propres.

4‘ Correction

On calcule

x =1

XM(X): 1 x—\

‘X(X}\)+1X2>\X+1,

qui possede, pour A # 1, deux valeurs propres complexes distinctes :

o si |\ >2,
AEVAZ—4
2
e si [N\ <2,
At iva— N2
2

9. Existe-t-il des suites de ker(H — A\ ldg) périodiques? Les caractériser.

Une suite de ker(H — A ldg) est périodique lorsque les suites des puissances des valeurs
propres sont périodiques, ce qui est possible :
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A+ VA2 -4
o sl >2et 22V "0 — 41 o,
A2
W:l@i\/ﬂ—zL:Q—)\

SN —4=4—4N+ )N
=>A=2.

Ce cas est a exclure.

e si |[A| < 2, on calcule le module et un argument de

A+ V4 — N2
2
Son module vaut
AN4+4-2 )
4 - i)
A
On note 6 = Arccosa Alors
A+ iV4E— N2 i
—— =

Ainsi, les suites de ker(H — AIdg) sont périodiques si et seulement si la suite (€°") ez
I'est, i.e. si et seulement s'il existe (p, q) € Z x N* tels que 6 = B7r.

Si on revient au cas particulier de I'énoncé, A = 1. Les racines sont donc

1 i2\/§ _ it

donc toutes les suites de ker(H — Idg) sont périodiques.

10. Etudier le cas |A| = 2.

Correction

Pour |A| = 2, on disjoint les cas :

e si A =2, alors les suites de ker(H — Idg) vérifient
Upt1 — 2Un + Up—1 = 0,

donc sont de la forme
u, = a+ Bn,

oll a et B sont réels. Les seuls suites périodiques sont alors constantes.
e si A = —2, alors les suites de ker(H — Idg) vérifient

Upt1 + 2Un + Up—1 = 0,

donc sont de la forme
up = (e +Bn)(-1)",

oll et B sont réels. Les seuls suites périodiques sont alors constantes.
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Exercices classés par catégorie

mélange plusieurs thématiques bien distinctes.

Les (T) signifient que I'exercice est transverse, donc qu'il

Catégorie Exercices
Complexes et polynémes 42 [117]
Algebre linéaire de sup 8| [55] [11} [17} [40} |57} |79} [83} |95} [107|
Réduction (7). 15 2 (T),F@[I% 36] SIEIBJ'IJ@H E! 72@,@@,@
97| [100[(T), 103 [105| [T10] [L 16} [o1} [120 (T), [T14] (T)
Algebre bilinéaire de sup 21}, 159 (61}, 199
Endomorphismes des espaces euclidiens | [5} [13] [19] |26} [37} |50} [62] [87} |93} [109} [119]
Analyse de sup 41191 (T). [14] [16 [31] [32[ (T). [38] [43} [58] (T). [75} [78} |120] (T)
Séries 39| 46}, 53] (101
Intégration 3] 167 [71], 9§HIOQ|
Suites de fonctions o[ (T).[32[(T). [85} [o7]
Séries de fonctions 120[ (T), [56} |60} [63] [82]
Séries Entiéres 12} [20} [24] [29] [34} [70] [73[ (T). [89} o0} |9€] (T), 115

Suites d'intégrales

w
(€3]

73(T). el (1. [117]__

Intégrales a paramétres

P [10L 18] o4 [108] T [T

Equations différentielles 1 (T), [7} [106} [114{ (T)
Normes 23| (88|
Topologie 6l [22] (T)
Calcul diff 28] [58[ (T), [120[ (T), [113]

Exo transverse d'analyse

B [958 73] oe]

Probabilités finies 69} |98} [100[ (T), [118]
Probabilités discretes 27 [30] [45] 147} [51} |52} [54] |64} [81} [86] |94} [104]
Exo transverse général 1} 22} [120] |100} [114|
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Exercices... déja dans les feuilles de TD!
o |'exercice D est I'exercice 14 de la feuille de TD 9.

o |'exercice[8 est I'exercice 9 de la feuille de TD 3.

e I'exercice [I0] est I'exercice 12 de la feuille de TD 9.
e |'exercice [IT] est I'exercice 8 de la feuille de TD 3.
e I'exercice [I2 est I'exercice 10 de la feuille de TD 10.
e |'exercice [IH est I'exercice 25 de la feuille de TD 8.
e I'exercice [I7] est I'exercice 15 de la feuille de TD 3.
e |'exercice [I§ est I'exercice 11 de la feuille de TD 9.
e I'exercice 21] est I'exercice 10 de la feuille de TD 4.
e I'exercice 23 est I'exercice 4 de la feuille de TD 5.
e |'exercice 29 est I'exercice 13 de la feuille de TD 8.
e I'exercice 27 est I'exercice 13 de la feuille de TD 6.
e |'exercice [33 est I'exercice 28 de la feuille de TD 8.
e I'exercice B est I'exercice 5 de la feuille de TD 9.

o |'exercice [36] est I'exercice 29 de la feuille de TD 8.

e I'exercice [39 est I'exercice 7 de la feuille de TD 2.

e I'exercice [4Q est I'exercice 4 de la feuille de TD 3.

o |'exercice [47] est I'exercice 10 de la feuille de TD 12.

e I'exercice [[2 est I'exercice 15 de la feuille de TD 8.

e |'exercice [62] est I'exercice 14 de la feuille de TD 13.

e I'exercice [68] ressemble énormément 2 I'exercice 6 de la feuille de TD 8.
e |'exercice [6] ressemble énormément a I'exercice 1 de la feuille de TD 4.
e I'exercice [B4] est I'exercice 9 de la feuille de TD 6.

e I'exercice [B0 est I'exercice 6 de la feuille de TD 8.

e |'exercice [66] est I'exercice 4 de la feuille de TD 8.

e I'exercice [64] est I'exercice 11 de la feuille de TD 6.

e |'exercice [59 est I'exercice 3 de la feuille de TD 4.

e I'exercice [T05 est I'exercice 27 de la feuille de TD 8.

e |'exercice [0 est I'exercice 17 de la feuille de TD 4.

e I'exercice [@Q est I'exercice 6 de la feuille de TD 10.

e I'exercice [B3 est I'exercice 2 de la feuille de TD 4.

o |'exercice [84] est I'exercice 1 de la feuille de TD 8.

e I'exercice [BY est I'exercice 2 de la feuille de TD 7.

e |'exercice [@7] est I'exercice 17 de la feuille de TD 8.

e I'exercice [I07] est I'exercice 16 de la feuille de TD 3.

o |'exercice[108] est I'exercice 8 de la feuille de TD 9.

o |'exercice 88 ressemble énormément a I'exercice 4 de la feuille de TD 6.
o |'exercice [110] ressemble énormément a |'exercice 27 de la feuille de TD 8.
o |'exercice [113] est I'exercice 18 de la feuille de TD 15.
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