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Oraux blancs

02011

X X
Exercice 1. Centrale PSI 19. Soit P, = X(1 — X)(1 — E) (1= ;) pour tout n € N*,
Partie Info

1. Ecrire la fonction Python P(n, x) qui retourne P,(x).
2. Tracer P,(x) pour n € [0, 10] et x € [0, 1]. Commenter.

3. Ecrire la fonction Max(n) qui retourne I'abscisse x, du point réalisant le maximum global de
P, sur [0, 1].

4. Calculer x,Inn pour n = 10% avec k € [1,5]. Commenter.

Partie Maths
5. Montrer que P, admet un maximum global sur [0, 1] atteint en un point unique appartenant
alo, 1.

n n
. . 1 1 1
6. En considérant la fonction x + In P,(x), montrer que : E p < — < E P
T k=1

X
k=1

1
1—x,

7. En déduire un équivalent de x,.
1
8. Montrer qu'il existe C > 0 tel que : Yu € [0, E]' [In(1 — u) + u| < Cu?

9. En déduire un équivalent de P,(x,).

—‘ Correction

} X X
Soit Pn:X(l—X)(l—E)...(l—;) pour tout n € N*,
Partie Info

1. On propose

1||import numpy as np

2 |limport scipy.optimize as resol

3

4| def P(n,x):

5 res = X

6 for k in range(1,n+1):

7 res *= (1-x/k)

8 return res

9
10
11||X = np.linspace(0,1,100)

12 || for i in range(1,11):

13 Y = [P(i,x) for x in X]
14 s = "n="+str (i)

15 plt.plot(X,Y,label=s)
16 || plt .legend ()

17 || plt .show ()

On obtient
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P, a un unique maximum, et les abscisses du maximum, ainsi que sa valeur, semblent
tendre vers 0.

On ne peut calculer qu'une valeur approchée !

def x(n):
X = np.linspace(0,1,101)
im =0
m = P(n,im/100)
for k in range(len(X)):
if P(n,k/100)>P(n,im/100):
im = k
return im/100

4.

On a I'impression de quelque chose qui converge !

K = [10xxk for k in range(1,6)]
L [x(n)*np.log(n) for n in K]

et on a

>>> L
[0.6677496769682733, 0.8289306334778564, 0.8980081862676779,
0.9210340371976184, 0.9210340371976183]

Partie Maths
5.

La fonction P, est continue sur le segment [0, 1] donc elle y est bornée et atteint ses
bornes, en particulier son maximum. S'annulant en 0 et en 1, le maximum est atteint sur
10, 1[. Pour I'unicité, sortons du cadre!

La fonction P, admet n racines, en 0,1, ..., n. Donc, par n applications successives du
théoreme de Rolle, P, admet n—1 racines, dans chaque intervalle ]/, i+1[ (i € [0, n—1]).
En particulier, P, n'admet qu'une racine sur ]0, 1[, donc P, n'admet qu'un point critique.
Comme le maximum de P, est atteint a I'intérieur de ]0, 1[, il est donc unique!

On remarque que pour x sur 0, 1[, P,(x) < 1, donc un maximum de P, est un maximum
de InoP, (par croissance de In), et InoP, est strictement négatif. Or,

In(Pn(x)) = In(x) + Z In (1 - %) = In(x) + Z In(k — x) — Z In(k).
k=1 k=1 k=1
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En x,, la fonction ci-dessus est maximale, donc (point intérieur) la dérivée est nulle, i.e.

n

1 1 _0
Xy k:lk_xn '
donc .
1 1
Xn 7;/(7&,

1 . .
> —, d'ou I'inégalité de gauche.

— Xp k )
1
——).D
K x < k—l) onc

n n n
1 1 1 1 1
< < L
k=1 k=2 k=1

Comme x, €]0,1[, 0 < k — x, < k, donc

De plus, x, < 1 donc k — x, > k — 1 donc (sauf pour k =1,

. . L ) 1
7. Par la minoration par la série harmonique, — tend vers +oo, donc x, j) 0, donc,
Xn n——+oo

n

1
D% nSloe (),
k=1

comme

n

L 1 1 1 . 1
on en déduit que = o0 E — |, donc — ~ In(n), ie |x, ~ .
1 — x, n—too pt k X n—>+o0 n—+oo In(n)
(remarque : on retrouve |'équivalent de la série harmonique en remarquant, par une

comparaison série-intégrale, que

In(k +1) —In(k) < - < In(k) —In(k — 1),

x| =

et en sommant.

. 1 . .
8. La fonction u ~ In(1 — u) est €2 sur [O, 2] donc sa dérivée seconde, continue sur le
1 . : .
segment [O, 2], y est bornée (en valeur absolue) par un certain C > 0. L'inégalité de

1
Taylor-Lagrange a I'ordre 1 permet de conclure que Yu € [O, 2] CIn(l—u)+ul < Cu?
9. L'idée est d'utiliser

IN(Ph(x1)) = In(xy) +Zln(l——>

Par la question précédente,

n

;nl|n(1—xk”)+ X?

k=1

3
SN

<C = o(x,),

k2
k=1

1
car la série de terme général 2 converge. Dol
1
In(Pr(x1)) = In(xy) — Xn kz:l P + o(xp).

Or, comme x,

i |n(n) Z k n%+oo

'Dn(Xn) — eIn(><ﬂ)71+o(1) ~ X, XEe ~ ;
n—s+oc0 n—+oo eln(n)

Page 3 sur



PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

Python corrobore bien le résultat !
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16009

1—et
X X t
t#0et f(0)=1. Soit H:x~— sin(x)/ f(t)cos(t)dt — cos(x)/ f(t)sin(t)dt. On note enfin
0 0

(&) I'équation différentielle y” +y = f.

Exercice 2. Centrale PSI 19. (RMS 1036) Soit f I'application définie sur R par f(t) = si

1. Montrer que H est définie sur R et tracer son graphe sur [0, 10].

2. Soit a un réel. Montrer qu'il existe une unique solution g, de (&) telle que g,(0) = a et
g,(0) = 0. Tracer les graphes de g, et g, — H sur [0, 10] pour a=1,2 et 5.

3. Soit a un réel. Montrer qu'il existe une unique solution h, de (&) telle que h,(0) = 0 et
H,(0) = a. Tracer les graphes de h, et h, — H sur [0, 10] pour a = 1,2 et 5.

4. Emettre une conjecture sur H et la prouver.
1
. S .
5. Soit F : x |—>/ mdt. Montrer que F est solution de (£).
0

6. Donner I'ensemble des solutions de I'équation homogéne associée a (&).

7. Que peut-on dire de H — F ? Et de I'ensemble des solutions de (£)?

.
Correction

[Betethbtbettl
(RMS 1036) Soit f I'application définie sur R par f(t) =

__ ot

sit#0et f(0)=1.

Soit H : x — sm(x)/ f(t)cos(t)dt — cos(x)/ f(t)sin(t)dt. On note enfin (&)
I'équation différentielle y” +y = f.

(a) Définition de H.
Graphe de H. On propose

31 || import numpy as np

32 ||import matplotlib.pyplot as plt
33 ||import scipy.integrate as integr
34

35| def f(t):

36 if abs(t)<10x%(—-6):

37 return 0

38 else:

39 return (l-np.exp(-t))/t
40

41 || def H(f,x):

42 def a(t):

43 return f(t)#*np.cos(t)
44 def b(t):

45 return f(t)*np.sin(t)
46 return np.sin(x)*xintegr.quad(a,0,x)[0] - np.cos(x)*integr.quad(b,0,x)]
47

48 ||X = np.linspace(0,10,100)

49 1|Y = [H(f,x) for x in X]

50 || plt.plot (X,Y)

51| plt.title ("Graphe de $H$")

52 || plt.show ()

et on obtient

Page 5 sur

0]



PSI Pasteur 2024-2025
Préparation a I'oral

N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

(b)

53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

Graphe de H

1.25

1.00 4

0.75 1

0.50 1

0.25

0.00

—0.25

—0.50 1

-0.751

T
10

Montrer que H est définie sur R et tracer son graphe sur [0, 10].

Pour les deux questions qui suivent, il s’'agit de I'existence et de I'unicité de la
solution d'un probléme de Cauchy linéaire. On tape :

def F(Y,t):

return [Y[1],f(t)-Y[O0]]
a=h
X = np.linspace (0,10,100)
Y = [H(f,x) for x in X]
sol = integr.odeint(F,[a,0],X)
Z = [sol[i][0]-Y[i] for i in
plt.plot(X,sol[:,0])
plt.plot(X,Z, ' —=")
plt.show ()

range (len(Y))]

obtient les graphes suivants : pour la premiére série

a=1 (solution en trait plein, différence en point

a=2 (solution en trait plein, différence en pointillés)

1.004 - 2.04

0.75 4 1.5

0.50 4 1.0

0.25 \ 0.5

0.00 0.04
—0.25 - —0.5
—0.50 - —1.0
—0.75 A —1.5
—1.00 A —2.0

0 2 4‘1 6 8 0 2 4‘1 6 8 1‘0
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a=5 (solution en trait plein, différence en pointillés)

pour la deuxiéme série

a=1 (solution en trait plein, différence en point a=2 (solution en trait plein, différence en pointillés)

2.0 A

154

1.04

0.5

0.0

—0.51

~-1.01

—-1.54

a=5 (solution en trait plein, différence en pointillés)

On voit les deux fonctions qui semblent se rapprocher quand a croit...

(c)
(d) Quand on y pense, on voit que la différence des solutions semble étre une belle
sinusoidale, i.e. une solution de I'équation homogéne! Peut-étre que H est solu-

X
tion de I'équation différentielle ! Vérifions-le. Les fonctions x +— / sin(t)f(t)dt et
0
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(f)
(9)

X

X / cos(t)f(t)dt sont clairement dérivables, comme primitives de fonctions
0
continues. Ainsi, H est dérivable et, pour tout x € R,

H'(x) = cos(x) /OX f(t) cos(t)dt + sin(x)f(x) cos(x) + sin(x) /OX f(t)sin(t)dt — cos(x)f(t)sin(x)

= cos(x) /X f(t) cos(t)dt + sin(x) /X f(t)sin(t)dt
0 0
et

H"(x) = —sin(x) /OX f(t) cos(t)dt + cos(x)f(x) cos(x) + cos(x) /OX f(t)sin(t)dt + sin(x)f(x) sin(x)

= —H(x) + f(x),
donc H est bien solution de I'équation différentielle (non homogéne) !
. . _ _ et
La, il faut déja démontrer que F est deux fois dérivable! On pose g(x, t) = -t

e pour tout x dans R, t — g(x, t) est continue par morceaux donc intégrable sur
le segment [0, 1].

e pour tout t dans [0,1], x — g(x, t) est deux fois dérivable, de dérivée x —

efxt —xt
—t——— et de dérivée seconde x > t? .
1+ t2 1+ t2
efxt
e pour tout x dans R, t —+— —tm est cpm, intégrable.

e soit a€ R et (x,t) € [a, +00[x]0, 1]. Alors

Xt t2efat

2 & <
S 142

1+ t2

fonction intégrable sur [0, 1] et indépendante de x.

Donc, d'aprés le théoréme de classe € des intégrales a paramétres, F est de classe
%2 sur R et, pour tout x dans R,

1 (1 + t2)e7><t 1 efxt X 1—e X
F F// — = *Xtdt = | — = = f t
c+F00= [ S = [emar— [-22] -5 o)

donc F est solution de (£). Soit F : x +— /1 fTX;dt. Montrer que F est solution
de (€). ’
La, on répond aussi vite qu'en physique! L'ensemble des solutions de I'équation
homogéne associée a (£) est {Asin(t) + Bcos(t), (A B) € R?}.
Comme H et F sont deux solutions de I'équation, elles different de Asin(t) +
B cos(t). Or,

e H(0) = H'(0) =0.

11 1 T ; Lot 1
o F(O) = . mdt = [Arctaﬂ(t)]o = Z et F (O) = 5 mdt = E |n(2)
Donc

F(x) = H(x)+ %cos(x) - %In(Q)sin(x).

De maniére générale, si y est une solution de I'équation différentielle avec y(0) = yo
et y'(0) =y,
y(x) = H(x) + yo cos(x) — yi sin(x).
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a b c
Exercice 3. Centrale PSI 19. Pour u= (a, b,c) €R3 onpose M, = |c a b

b ¢ a

1. Montrer que M, est combinaison linéaire de trois matrices indépendantes de u et dont 'une
est le carré d'une I'autre.

2. Ecrire un programme qui renvoie M,. Calculer M7 _141 X My23 et Mi23 X M7 _141.

3. Soit M = {M,, u <R3} Quelle est la structure de M? Cet ensemble est-il stable par x ?
La loi x est-elle commutative dans M7

at+b+c 0 0

1 V3
4. Montrer que M, est semblable a 0 a-— §(b+ c) —7(13 —c)

V3

1
0 7(b—c) a—i(b+c)

5. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que M, soit diagonalisable sur R.

6. Soit S = {(a,b,c) €R? a4+ b’ +c2=1}, T ={(abc)cR a+bt+c=1}et
T'={(a,b,c) €R® a+b+c=—1}. Montrer que M, est une matrice orthogonale si et
seulement siu e SN(TUT).

64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

—‘ Correction

1. On écrit que

0 1 0 0 0 1
M,=alz+b|{0 0 1]+c|1 0 O
1 0 0 1 0
010 00 1\°
De plus, on remarque quesi J=10 0 1| =11 0 O et réciproquement !
1 00 0 1 0

On propose

import numpy as np
import numpy.linalg as alg

def M(u):

[a,b,c] = u

return np.array ([[a,b,c],[c,a,b],[b,c,a]])
u = [7,-14,1]
v = [1,2,3]

print (M(u).dot(M(v)))
print (M(v).dot(M(u)))

En testant avec plusieurs valeurs, on a vraiment |'impression de commutativité !

On n'a pas beaucoup de structures a notre disposition... Essayons de démontrer que M
est un sous-espace vectoriel de .Z3(R). On peut le faire a la main, ou remarquer que
I"application

| R® = #4(R)

2 u— M,

Page 9 sur
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a d
est linéaire:siu= bl etv=|e], sixeR,
C f
Aa+d
odu+v)=p | | Xb+e| | =a+d)Iz+Ab+e)J+ e+ ) = xp(u)+o(v).
Ac+f

Ainsi, M = Im(¢) est bien un sous-espace vectoriel de .Z5(R).
Cet ensemble est stable par x. En remarquant que J° =I5, on a, en prenant les mémes
notations que précédemment,

M, x M, = (als 4+ bJ 4 cJ?) x (dIz + eJ + fJ?)
= (ad + bf + ce)lz + (ae + bd + cf)J + (af + be + cd)J?
=M, x M,.

Donc M est stable par produit, et x est commutative dans M.

4. J'aid'abord commencé cette question en voulant résoudre un systéme : c'est un peu béte !
En effet, si I'on prend la matrice J, elle est diagonalisable, de polynéme caractéristique

égal a
A -1 0
-1 X 0/=X-1
0o -1 X
1 0 0 . 1 0 O
donc Jest semblablea [0 45 0| ot = e . Donc J? est semblable a | 0 20
0 0 0 0
Ainsi, M, est semblable a
at+b+c 0 0
0 a+jb+j%c 0
0 0 a+j°b+jc

. . 1 .sqrt3
Or, a+Jb+ch:a—§(b+c)+/Sqr

.sqrt3 .
c)— /Sq; (b—c)=aiB.
Mais si U est un vecteur propre (complexe) associé a a — i, en posant U =V + iW,
on remarque que AU = AV + iAW = aU — iBU = (aV + W)V + i(aW — BV), d'oll la
1
forme de la matrice dans la base 1], VvW]!
1

5. Calculons le polynéme caractéristique de M, ! Par déterminant par blocs, c'est

1
b—c)=a+iBeta+j?b+jc=a—=(b+
2

2
(X =(a+b+0)) x <<X—a+;(b—|—c)> +z(b—c)2>.

on remarque que le deuxiéme terme est irréductible sur R, sauf sib—c = 0. Si b = c,
alors la matrice est clairement diagonalisable.

6. On pose P, = X3 — X2+ m, avec m € {-0,1,0;0,1;0,2}; tracer les courbes des
. ) 3
différents polynémes P,, sur I'intervalle [—1, 5].

7. Trouver une C.N.S. sur m pour que P,, admette trois racines réelles.
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8. Il faut que les colonnes de M, soient de norme 1, i.e. que a° + b> + ¢® = 1. De plus, il
faut que les colonnes soient orthogonales, i.e. que ab+ ca+ bc = 0.
Si C'est le cas, alors

(a+b+c)P=a+b>+c?+2(ab+ca+bc)=1

donc a+ b+ ¢ = +£1. La réciproque est évidente.

Il'y avait deux autres questions sur le sujet que j'ai trouvé, mais qui étaient décorrélées du reste
1. On pose P, = X®> — X? + m, avec m € {-0,1;0;0,1;0,2}; tracer les courbes des
différents polynémes P, sur I'intervalle [—1, E]'

2. Trouver une C.N.S. sur m pour que P,, admette trois racines réelles.
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08014

Exercice 4. Centrale PSI 19. (RMS 130 1039) On effectue des tirages dans une urne contenant
initialement deux boules rouges et une boule noire. A chaque étape, on tire au hasard une boule dans
I'urne, puis on la replace dans 'urne et on ajoute une boule supplémentaire de la méme couleur.
On note X la variable aléatoire valant 1 si la boule tirée au k-iéme tirage est rouge et 0 sinon.
On note S, le nombre de boules rouges tirées aprés n tirages. On convient de poser So = 0.

{ex008014}

1. Ecrire une fonction simulant n tirages et revoyant la liste [SO, . ..,Sn].

2. Ecrire une fonction renvoyant E(S,) pour n allant de 0 a 20. Tracer la ligne brisée représentant
E(S,) en fonction de n.

Soient n € N et k € [0, n]. Déterminer la loi conditionnelle de X,1; sachant que S, = k.
Déterminer une relation entre E(S,11) et E(S,).
En déduire E(S,) en fonction de n.

o kW

Déterminer la loi de Xj.

—‘ Correction

(RMS 130 1039)
1.
2. On propose

75 || import numpy as np

76 || import matplotlib.pyplot as plt
77 || import numpy.random as rd

78

79 || def simu(n):

80 L =1[0,1,1] #0 = noire, 1 = rouge
81 res = [0]

82 for i in range(n):

83 k = len(L)

84 x = rd.randint (k)

85 Sn = res[-1]+(L[x]==1)
86 res .append(Sn)

87 L.append(L[x])

88 return res

89

90 || def esp(n,M):

91 L = np.zeros(n+1)

92 for _ in range(M):

93 L+=np. array (simu(n))
94 return L/M

95

96 || X = range(21)

97 ||Y = esp(20,1000)

98 || plt. plot (X,Y)

99 || plt .show ()

On trouve quelque chose d'assez remarquable pour des simulations en probas : I'espérance
a clairement I'air linéaire !
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254

204

154

10 A

3. Si S, = k, on a pioché k boules rouges et n— k boules noires. Ainsi, |'urne contient n+3
boules, dont k 4 2 boules rouges et n — k + 1 noires. Donc

k+2 n—k+1
Ps,—k(Xnt1=1) = T3 et Ps,—x(Xpy1=1) = “hr3

4. On calcule
E(Spt1) = E(Sp + Xnt1) = E(Sp) + E(Xp11).

Mais
n
E(Xnt1) = P(Xpy1 = 1) = > Ps,—(Xny1 = 1)P(S, = k)
k=0
n
k+2
=2 n_—::?)IP’(S,, =k
k=0
1 n n
= ( KP(Sp=k)+2> P(S, = k))
k=0 k=0
1 2
B n+3ﬂ§(5”)jL n+3
Donc ! 5
n
E = E )
En faisant une simulation python, on remarque que les courbes coincident vraiment trés
bien !

5. On aurait envie de dire que E(S,) est linéaire en fonction de n (étant donnée la simu-

an(n+4)+

. 2
lation). Essayons E(S,) = an! Alors E(S,+1) = =% . On veut E(Sp41) =

a(n—+ 1), donc nécessairement

a(n+1)(n+3)=an(n+4) + 2,
. 2
ie. an® +4an+3a = an’+4na+2, donc a = 3

o ) 2
On montre alors immédiatement par récurrence que E(S,) = 3"

6. On en déduit que X, est une variable de Bernoulli de paramétre
2 2n n 2 _ 2n+6 _ 2
n+3 3(n+3) n+3 3(n+3) 3

1
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14020

1
Exercice 5. Centrale PSI 23. On pose J,(x) = / 1 - u)du.
0

1. Déterminer le domaine de définition D de J,.

2. Calculer J,(x) pour tout x € D.

x—1 _ E ! H
3. On pose up(t) = t (1 n si €00l
0 sinon
(a) Déterminer u(t) = nﬂ)rroc un(t).

(b) Tracer sous Python u,(t) pour n € {2,5,10} et u(t) (on choisira une valeur de x ).

n
(c) Déterminer nETOO/O up(t)dt =T (x).
4. (a) Montrer que I'(x + 1) = xI'(x).

/ ' n'n
(b) Démontrer que I'(x) = nﬂToo x(x+1)---(x+n)

(c) Montrer que I'(n) = (n— 1) ! pour tout n € N*.

(d) Tracer la fonction I sous Python.
+o00
5. (a) Démontrer que / 7L(In(t))ke* dt est convergente pour x € D et k € N.
0

(b) Montrer que " est C* sur D et donner ses dérivées k-iémes.
6. Montrer qu'il existe ¢ €]1,2] tel que "(¢) = 0.
7. Tracer alors le tableau de variations de I'.

8. Ecrire en Python un script permettant de tracer les dérivées k-iémes de . Conjecturer les
limites en 0 et en +o0.

9. Donner les limites en 0 et en +oc de la fonction I et de 9.

—‘ Correction

1
(exercice ultra-long et ultra-classique sur la fonction gamma) On pose J,(x) = / L -
0
u)'du.
1. Par critére de convergence des intégrales de Riemann, J,(x) est convergente en O si, et
seulement si x > 0.

2. Soit x € D. Alors en faisant une intégration par parties (en dérivant (1 — u)" et en
intégrant v*~!, et comme les valeurs aux bornes sont nulles (en intégrant v*~* on a du

X

v, nul en 0), on obtient

n(n—1) n! n!

n !
o) = ;Jnfl()ﬁ_l) T X(x+ 1)J”72(X+2) T T X(x+ 1) (x+n-— 1)J0(x+n) T x(x+1).. . (x

3. (a) Soit t € R,. Pour n assez grand, t € [0, n], donc

n
Un(t) — px1 (1 _ f}) _ tx—lenln(l—%) Ly pxlg-t

n—+oo

(b) C'est une question utile en fait : elle sert pour la convergence dominée de la suite.
On propose
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100 || import numpy as np

101 || import matplotlib.pyplot as plt
102

103 || def un(n,t,x):

104 if t<n:

105 return t#x(x-1)%(1-t/n)**n
106 else:

107 return 0

108

109 || def u(t,x):

110 return tsx(x-1)*np.exp(-t)
111

112 || x=3

113

114 ||T = np.linspace(0,10,200)

115

116 || for n in range(10):

117 Un = [un(n,t,x) for t in T]
118 s = 'n="+str(n)

119 plt.plot(T,Un,label=s)

120

121 ||U = [u(t,x) for t in T]

122 || plt . plot (T,U, label="limite ")
123 || plt . legend ()

124 || plt . show ()

et on obtient

0.5

53333333333

| |
:
o

0.31

©O~NOUAWNKHO

| | T (| 1 I

0.21

0.1

0.0

On voit que u,(t) < u(t).

(c) Il s'agit d'appliquer proprement un théoréme de convergence dominée. Soit x > 0.
Alors

e pour tout n, t — upy(t) est continue par morceaux,

e pour tout t dans R*, up(t) —

)
n—-+o0

e pour tout t dans R, grace a l'inégalité /n(1+ h) < h,
Un(t) _ tx—lenln(l—%) < tx—le—n% _ U(t),

intégrable sur R, et indépendante de n.
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n
Donc, d'aprés le théoréme de convergence dominée, /un(t)dt =
0

+o0 [e's)
/ up(t)dt — / tletdt = I'(x).
0 n—+oo Jq

o
4. (a) Soit x € R. On fait, dans / t*"le~tdt, une IPP en intégrant t*! et en dérivant
0

e~ t. On obtient le résultat.

. . t .
(b) Soit n € N. Alors par le changement de variables s = -on obtient

nn!

[ unteyae = "o (1 - ri)ndt = /01<ns>x—1(1 T einds =mhb) =S5

D’ou le résultat !

(c) On peut utiliser I'une des deux questions précédentes. Par récurrence immédiate,

Mn=nh-rnh-1)=---=m-DI(1)=(n-1)!

(d) On propose

). (x+n)
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125 || def gamma(x):

126 def f(t):

127 return t#x(x-1)*np.exp(-t)
128 return integr.quad(f,0,np.inf)[0]
129

130 || X = np.linspace (0.1,5,200)
131 || plt . plot (X,[gamma(x) for x in X])
132 || plt . show ()

On obtient

25

201

154

101

. 1 S
5. (a) Soit x € D et k € N. Alors pour tout a > 0, In(t)* = o (ta> Ainsi, si on prend

x—0

X
a=_-,ona
2

7 n(t)ke ™t =ttt et = o(t7Y),
t—0

intégrable en 0. De méme, on écrit que

(NI

P Lin(t)ke t = (e_%tx_l In(t)k) ez = o (e_

t—+oo

).

(b) Il s'agit d'un théoréme de classe € des intégrales a paramétres. On dit que

intégrable en +o00. D'ou le résultat !

e pour tout x, t — t*~ e~ est continue et intégrable,
e pour tout t, x — " le7f est €, de dérivée k-ieme t — In(t)ktle 7t
fonction aussi continue et intégrable,
e (probléme de la domination qui doit étre locale) soit a > 0. Alors, si x €
[a, +o0],
[In(t)t* " te~t| < |In(t) t* tet

fonction continue, intégrable, indépendante de x.

Donc, par le théoréme de classe € des intégrales a paramétres, [ est dérivable
sur tout intervalle de la forme [a, +-o00[, donc dérivable sur R

6. On remarque que (2) = (1) = 1. Comme I est continue sur [1, 2], dérivable sur ]1, 2],
par le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]1, 2] tel que (c) = 0.

7. Soit x < c. Alors

+o0 1 400
r’(x):/ In(t)tx’le’tdt:/ |n(t)t**1e*fdt+/ In(t)t* e 'dt.
0 0 1
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Or, pour t €]0,1[, In(t) < 0 et t*~ ! >t donc
1 1
/ In(t)t* e tdt < / In(t)t e tdt.
0 0
De méme, pour t > 1, In(t) > 0 et t* 1 < t¢~1 donc

+o0 +oo
/ In(t)t*le tdt < / In(t)t<te~tdt,
1 1

donc N'(x) < '(c) <0, donc I décroit sur |0, c]. De méme, I croit sur [c, +00[.

8. On propose

133 || def gamma(k,x):

134 def f(t):

135 return np.log(t)*xkxtxx(x—-1)*np.exp(-t)
136 return integr.quad(f,0.01,np.inf)[0]

137

138 || X = np.linspace (0.1,5,200)

139 || for k in range (4):

140 s = 'k="+str (k)

141 plt.plot(X,[gamma(k,x) for x in X],label = s)
142 || plt . legend ()

143 || plt . show ()

On obtient

100 A

~ A~ A~ A
nnounn
wWN PO

|

75 A

501

2519

\

—254

—50

—754

9. On a I'impression que %) (x) " +00 et que M9 (x) — sgn(k) x co. Montrons-le :
X—+00 X—

déja, on note

1 +00
F(x) = / In(t) et dt et g(x) = / In(t)**~te~tdt
0 1

e limite en +o0. Soit k € N. Alors
— t > In(t)kt*"Le~t est continue.
— pour tout t < 1, In(t)kt*"le7t — 0.

X—~+00
— pour x > 1, |In(t) t*"e7t| < |In(t)|Ke™t, intégrable en 0.

Par théoréme de la double limite, f(x) — 0. On montre de méme que g(x) —
X—>+00 X—+00

+oo, donc que '(x) " “+o0.
X——+00
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e limite en 0. La, le probléme est qu’on ne peut pas faire de domination uniforme,
donc le théoréme de la double limite ne s’applique pas. Cependant, pour tout t > 1,
pour tout x < 1, 0 < In(t)t* e < In(t)e™* donc g est bornée au voisinage de 0.
On se focalise donc sur f. On remarque simplement que :

) . 1 1
— si k est pair, pour tout t < o 0 < tX_lg < In(t)ktx_le_t, donc g(x) =

1 txfl 1
dt=— — oo.
0 € X€ x—=0—+

— si k est impair, on fait de méme, mais en faisant attention au sens des inégalités !
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12051

Exercice 6. Centrale PS/ 19. (RMS 130 993) Soit n un entier naturel. On considére la matrice
Ant1 € Mni1(R) telle que aj_1; = j — 1, aj+1; = n+ 1 —j pour tout j et dont tous les autres
coefficients sont nuls.

1. Ecrire une fonction Python qui prend un entier n en argument et renvoie A, 1.
2. Déterminer avec Python les valeurs propres de A,y1. Que peut-on conjecturer?

3. Soit u I'endomorphisme de R,[X] canoniquement associé a la matrice A,+1. Montrer qu'il
existe un polynéme @ ne dépendant pas de n tel que pour tout P dans R,[X], u(P) =
QP" + nXP.

4. En déduire les éléments propres de u.
5. La matrice A, est-elle diagonalisable?

—‘ Correction

(RMS 130 993) Soit n un entier naturel. On considére la matrice A1 € #,11(R) telle que
aj-1;=J—1, aj41,=n+1—j pour tout j et dont tous les autres coefficients sont nuls.

1. On propose

144 || import numpy as np

145 || import numpy.linalg as alg

146

147 || def A(n):

148 res = np.zeros((n,n))

149 for i in range(n):

150 if i>0:

151 res[i-1,i] = i

152 if i<n-1:

153 res[i+1,i]=n-i-1

154 return res

155

156 || for n in range(1,5):

157 print (alg.eigvals(A(n)))
Objectivement, le fait que la matrice soit décrite avec n+ 1, et que les tableaux python
commencent a 0, est un probléme : j'ai dii m'y prendre a 2 fois.

2. On obtient
158 || [0.]

159 | [ 1. -1.]
160 || [-2.00000000e+00 -1.73255507e—-16 2.00000000e+00]
161 [-3. -1. 3. 1.]

La matrice semble é&tre diagonalisable (valeurs propres deux a deux distinctes), et, si A
est valeur propre, —X\ semble aussi I'étre.

3. Soit j dans [0, n]. Alors u(1) = nX, u(X") = nX""1.
u(X9) = X7 (n = )X = X1 = X2) + nX X = Q(X) x (X!) + nX(X)),
avec Q =1 — X2
D'ou le résultat, par linéarité!

4. On recherche alors A € R et P non nul tels que u(P) = AP, i.e.

(1 - X2)P' +nXP = XP,
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donc X — A
nX —
/_7 =
P X2—1P 0,
- -2

donc P : x — a.exp(A(x)), ol A est une primitive de x 1:2(71 22&71)4'
DTS o ”_x|rw(\><f1|)+”jLA
2x+1)" " 2

In|x + 1| donc

P:x»—>a|x—1|%+a|x+l|%.

. . . . n— . A .
Afin que P soit un polynéme, il faut que soient des entiers, pairs, entre

0 et n. Ainsi, X doit &tre égal a {—n,—n+2,..., n — 2, n}. Réciproquement, de tels A
fonctionnent.
Et Python corrobore nos résultats!

5. La matrice est donc diagonalisable : elle a n valeurs propres distinctes !
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Exercice 7. Centrale PSI 21. (RMS 1035) On dispose de nurnes Uy, . . ., U, et n boules numérotées

. o1
de 1 a n, que I'on place indépendamment dans les urnes, chaque boule ayant la probabilité - d'étre

placée dans I'urne U; pour chaque i € [1, n]. On note X,, le nombre d’urnes vides apres le placement
des n boules.

1.

Ecrire une fonction Python different qui prend une liste L et qui renvoie le nombre d’éléments
distincts de L. Par exemple, different([1,2,3,1,2]) renvoie 3 .

. Ecrire une fonction Python simulX qui prend un entier n et renvoie une simulation de X,,.

3. Ecrire une fonction Python esperanceX qui prend en entrée un entier n et renvoie une va-

leur approchée de E (X,). Tracer E(X,) en fonction de n pour n € [1,15]. Que peut-on
conjecturer ? Faire de méme pour la variance.

. Pour tout i € [1,n], on note Y; la variable aléatoire valant 1 si I'urne U; est vide, O sinon.

Déterminer la loi de Y], son espérance et sa variance. Vers quoi tendent |'espérance et la
variance quand n tend vers +o00 7

. Montrer que X,, =Y; +---+Y,. Est-ce que la loi de X, est binomiale?

6. Calculer I'espérance de X,,.

7. Calculer la covariance de Y; et Y pour i # j. En déduire la variance de X,. En donner un

—‘ Correction

équivalent quand n tend vers +oo.

(RMS 1035) On dispose de n urnes Uy, ..., U, et n boules numérotées de 1 a n, que I'on place
. oo 1

indépendamment dans les urnes, chaque boule ayant la probabilité - d'étre placée dans I'urne
U; pour chaque i € [1, n]. On note X, le nombre d'urnes vides aprés le placement des n boules.

1. On propose

162 || def different(L):

163 listelt = []

164 for x in L:

165 if x not in listelt:
166 listelt .append(x)
167 return len(listelt)

2. On propose alors

168 || def simulx(n):

169 L =[]

170 for i in range(n):

171 L.append(rd.randint(1,n+1))
172 return n-different (L)

3. On propose

173 || def esperance(n,N):

174 res = 0

175 for _ in range(N):
176 res += simulx(n)
177 return res/N

178

179 ||[N = list (range(1,15))

180 ||[E = [esperance(n,10000) for n in N]
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181
182 || plt . plot (N,E)
183 || plt .show ()

On obtient

L'espérance a I'air linéaire en fonction de n.
Pour la variance, c'est différent.

184 || def variance(n,N):

185 resl = 0

186 res2 = 0

187 for _ in range(N):

188 resl += simulx(n)*%2
189 res2 += simulx(n)

190 return resl/N — (res2/N)%%2
191

192 ||[N = list(range(1,10))

193 ||V = [variance(n,20000) for n in N]
194
195 || plt . plot (N,V)
196 || plt .show ()

On obtient

0.8

0.6

0.4 A

0.2

0.0

-
N
wH
IS
v
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On a vaguement quelque chose de linéaire... c’'est moins clair !

4. Déja, Y; est a valeurs dans {0, 1}, donc c'est une variable de Bernoulli. Ensuite, si on
note By I'urne de la boule k,

P(Yi=1)=P(Bi#/,Ba#i,...,Bn#1)

n
= H P(Bk # i) par indépendance
k=1

=P(B; #i)" = (1 1)n

n
1\” .
DoncY,-~B<1— <1_n) > Ainsi,
s= (1-2) = Larvon=(1-2) (1= (1-2)) = 2 (1-2)
n) n—+ e n n n—+oo € e

n

5. X, est le nombre d'urnes vides, donc X, = ZY,-. La loi de Xp n'a aucune chance
i=1

d'étre binomiale, car les variables (Y1, ..., Y,) ne sont pas indépendantes. En particulier,

P(X, =n) =0... (il est impossible que toutes les urnes soient vides!)
6. L'espérance est linéaire, donc

n n
1
E(X,) = Y E(Y) =1 (1 - n) |
i=1
ce qui explique son cété quasi-linéaire !

7. La, on écrit que
Cov(Y;, ¥;) = E(¥}Y}) — E(Y)E(Y)).

Or, Y;Y; est aussi une variable de Bernoulli! Et

POGY = 1) =B = 1Y, = 1) = BB ¢ (i}, B ¢ {1.1)) = B(B1 ¢ 1.7} = (1 2

coutrvy= (1-2)' - (1- )"

V(Xa) =D V() + > Cov(ViY))
i=1 1<ij<n
i#]

(=) (- (=8 eren [0 (-3)]

On remarque que quand n tend vers 400,
1\" 1\" 1 1 1 1
nll-= 1-({1-- =n—(1-=)+o(n) = nl=-=]+oln)
n n e e n—+00 e e
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puis

Ainsi,

donc

n 1 2n , .
) — (1 _ > _ enln(l—;) _ e2n|n(1—;)
n
= en(-3=Fro(F)) _ e2n(-3-Fz+o())
— e 2ito(7) — em2mite(3)

_ (,e%w(%)*e—%w(%)) o 2E
n—-+oo n

n(n—1) [(1 - i)n - (1 - ;:)2”] e —ne~2 4 o(n),

V(X)) ~ n (i _ ;)

n—+oo
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Exercice 8. Centrale PSI 22. (RMS 2022-2023 1128) Considérons une urne comportant initialement
une boule rouge et une boule bleue. Chaque boule tirée est remise dans I'urne avec une boule
supplémentaire de la méme couleur. Soient X, et Y}, les variables aléatoires égales aux nombres de
boules rouges et bleues aprées le n-ieme tirage. (si n = 0, on consideére la situation initiale, avec une
boule rouge, une boule bleue)
On pose, pour u, v € R, P,(u, v) = Z P(X,=1iY,=j)uV.
i jEN*
1. Ecrire une fonction Python simulation qui prend une argument entier n, qui simule n tirages
et renvoie le nombre de boules rouges a I'issue du n-iéme tirage.

2. Ecrire une fonction Python moyenne qui prend en argument deux entiers n et N, qui simule N
fois une expérience de n tirages et renvoie une liste ot le terme d'indice i est la moyenne du
nombre d'expériences se terminant avec / boules rouges. Que remarque-t-on, en testant avec
N = 10000 et n prenant plusieurs valeurs?

3. Soient n € N, i et j € N*. Exprimer P(X,+1 =1/, Y41 =J) en fonction des probabilités
P(Xy=i—1Yy=j) et P(X,=1Y,=j— 1).

1 oP, OF,
4. Montrer que, pour n € N, Pyy1(u, v) = P (u2 au"(u, v) +v2 6vn(u' v))

1 < N
5. Montrer que, pour tout n € N, P,(u,v) = F ) Z uk 1y 1=k Est-ce en adéquation avec
k=0
la premiére question ?
6. Modifier la fonction simulation afin qu'elle renvoie 1 si la derniére boule tirée est rouge.
Modifier la fonction moyenne afin qu’elle renvoie le nombre moyen de tirages se terminant par
une boule rouge. Commenter.

{ex018016}

On propose, pour les deux premiéres questions,

import numpy as np
import numpy.random as rd

def compte(x,L):
res = 0
for elt in L:
if elt == x:
res += 1
return res

def simulation(n):
L = [0,1] #0 représente rouge, 1 bleu
for k in range(n):
r = rd.randint (0,len (L))
L.append(L[r])
return compte(0,L)

def moyenne(n,N):
L = [0 for k in range(n+2)]
for k in range(N):
x = simulation (n)
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218 L[x]+=1
219 return [x/N for x in L]

On obtient, par exemple

220 || >>> moyenne(2,10000)

2211/ [0.0, 0.3388, 0.3263, 0.3349]
222
223 || >>> moyenne(3,10000)

224 || [0.0, 0.2444, 0.2562, 0.2502, 0.2492]
225
226 || >>> moyenne(4,10000)

227/ [0.0, 0.1994, 0.1999, 0.1999, 0.2029, 0.1979]

On a I'impression que la loi est uniforme sur [1, n + 1].

3. On utilise la formule des probabilités totales :

P(Xnt1 =1, Ynr1 =)

=Px —i—1v,=f(Xnp1 =1, Y41 =J)P(Xn =71 = 1. Y0 =J) + Px=iv,=j-1(Xnt1 = 1, Vo1 = )P X =i, Yo = — ]
En effet,
Px,=kYo=t(Xn+1=1,Yo11 =4) =0si (k. £) ¢ {(i —1.j), (1, — 1)}
De plus,
. . i—1
PXn:ifl,Yn:j(XnH =i Y1=J)= Trio1 )
. ) j—1
Pxomidomi=t(Xnt1 = 0. Vo1 =J) = 77—
On en déduit que
i—1 J

P(Xnt1 =1 Ynp1=J) = 1P(Xﬂzi_l'yn:j)+

= dl 4 .
ﬁ 7_1P(Xn— /,Yn—j—l).

I+

4. Déja, il faut absolument commencer par simplifier cette horrible expression! En effet,
aprés le n-iéme tirage, il y a toujours n+ 2 boules dans 'urne! Ainsi, a n fixé, P(X, =
i,Y, = J) est éventuellement non nul seulement si 1 < i< n+1,1<j<n+1let
i+Jj=n4+2. Ainsi,

n+1
Py(u,v) = ZP(X" =0, Yy =n+2— i)l

=1
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On en déduit donc que

Pn+1(ur V)
n+2 . ‘
=Y P(Xps1 =1, Vo1 = n+ 3 — uy™3
i=1
n+2 ; 1
_ — _ _ li n+3 i
—;H_FQP(XH—Ile n+3—iu +
n+2 . n+2 .

J—

n-+2

1
=Y L P(Xa=i— LY, =n+3-iuv ”*3'+Z ]P’(X—/Y—n+2—/)uv

py n+2

n+2l. n+1n+2
_ _ +3—
_Zn+2p(x —i—1,Yy=n+3—i)u'v" ’+27P(X =i Yy=n+2}

n+1 Kk n+1 n+ 2
=Y S P(Xo =k Yy =n+2- k)uktiymt2- k+271@(x,,_1 Yo =n+2}F
k=1
2 2
= n+QZIP’(X,,: kY, = n+2—k)kuk*1v"+2*k+m21@(xn =i Yy,=n+2-
k=1 i=1
u? 0P, vZ 0P,
- n+2 du (u.v) + n—+2 dv (u. v).
n
5. On montre par récurrence que, pour tout n € N, P,(u, v) = Z gL yrtl=k

L’initialisation est claire : pour n = 0, le seul couple (/, ) tel que ]P’(Xo =iYo=J)#0
est (i,j) = (1,1). Ainsi, Py(u, v) = uv, ce qui est cohérent.
Pour I'hérédité, soit n € N tel que la propriété est vraie. Alors

n

1
Pn(Uv V) - - Uk+1vn+1—k.
n—l—lk:0
Ainsi,
u? 0P, vZ OP,
P = — _—
(U V) = Tms 5y W+ o, (V)
u? 1 - k. n+l—k v 1 . k+1 K
= k+1 n _ 1— k)"
n+2n+lz( + 1ty +n+2n+1gou (n+ v
U2 1 n+1 V2
k—1 n+2 k k+1 n—k
n+2n+1Z Y +n+2n+1Z“ (a+1—k)v

> 1 n+1 2 1 n+1

__u k=1, n+2—k v k+1 n—k
= = 1-k
n+2n+1kz:;) Y n+2n+l;u (@< i

1 n+1 n+1
_ k 1—k k+1 n+2 k __ k+1 n+2 k
(n+2)(n+1)§( PPl n+2§“

d'ou I'hérédité et le résultat ! Ceci signifie donc que pour tout k dans [1, n+ 1], P(X, =
1
kYpo=n+1-—k)= oY Mais comme {X, = k} = {Y, = n+ 1 — k}, on en déduit

que P(X, =k) =

. En d’autres termes, X, ~ U([1, n+ 1]).

n+1
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6. On propose
228 || def simulation2(n):
229 L = [0,1] #0 représente rouge, 1 bleu
230 for k in range(n):
231 r = rd.randint (0,len(L))
232 L.append(L[r])
233 return L[-1]==
234
235 || def moyenne2(n,N):
236 res = 0
237 for k in range(N):
238 res += simulation2(n)
239 return res/N
On obtient
240 || >>> moyenne2(3,10000)
2411/ 0.4955
242
243 || >>> moyenne2(4,10000)
2441 0.5038
245
246 || >>> moyenne2(5,10000)
24711 0.4943
248
249 || >>> moyenne2(13,10000)
250 (1 0.5061

On en déduit que si D, est I'indicatrice de I'événement « |la derniére boule tirée est rouge »
, alors D, ~ %(1/2). On peut le démontrer grace a la formule des probabilités totales :

P(D, = 1) = znjpxnflzk(/)n =1)P(X,_, = k)

k=0

~nn+l n(n—f—l)k=O
1 n(h+1) 1
“n(n+1) 2 2
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17037

Exercice 9. Centrale PSI 22. (RMS 2022/2023 1099)

1. Ecrire une fonction Python qui prend un entier n et renvoie une matrice de S,(IR) a coefficients
aléatoires dans [0,1[. Calculer les valeurs propres et des vecteurs propres de quelques-unes de
ses matrices. Que peut-on conjecturer sur le signe de la valeur propre maximale ? Sur le signe
des coordonnées d'un vecteur propre associé ?

On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soient M € S, (R) dont les coefficients sont
positifs ou nuls, A1, ..., A, ses valeurs propres et a leur maximum. Soit ¢ : X — (X, M.X)

2. Justifier I'existence de a. Montrer que, pour tout X € M, 1(R), ®(X) < o/ X|? et qu'il y a
égalité si et seulement si X appartient au sous-espace propre de M associé a a.

X1
3. S0t C=¢X=|:|eMp(R)[[X||=1etVie [l n],x >0 ,.Montrer que ® est bor-

Xn
née sur C et admet un maximum u < a.

4. Soient X un vecteur propre unitaire de M associé a o et W € M, 1(R) dont les composantes
sont les valeurs absolues des composantes de X. Montrer que W € C et en déduire que
p=lal

5. Conclure que a > 0 puis que M admet un vecteur propre positif et unitaire associé a a.

6. Montrer que, pour tout i € [1, n], |\j] < .

—‘ Correction

1. Pour le coup, c'est presque une fausse planche python. Ici, il n'y a presque rien a faire,
c'est donc scandaleux si vous ne faites rien! Je propose

251 || import numpy as np

252 || import numpy.linalg as alg
253 || import numpy.random as rd
254

255

256 || def matal(n):

257 res = np.zeros((n,n))
258 for i in range(n):

259 for j in range(i+1):
260 x = rd.random ()
261 res[i,j] = x
262 res[j,i] = x
263 return res

264

265 [|n=3

266 ||A = matal(n)

267 ||[L,V = alg.eig(A)

268 || print (L)

269 || print (V)

On obtient, en faisant tourner quelques fois le programme, des choses comme ca :

271 || [ 1.42585277 0.47535392 -0.6207192 ]

272 || [[ 0.15957033 0.98346864 —-0.08559642]
273 || [ 0.74473708 -0.17684276 -0.64350084]
274 || [ 0.648 ~0.03893682 0.76064442]]
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275
276 || >>> (executing cell "" (line 1 of "2022-PSI-Centrale -02—python.gy"))

277 || 1.65890221 0.62628409 -0.38440796]

278 || [[-0.50940758 -0.74690833 -0.42735449]
279 [-0.63377719 0.66157571 -0.40080425]
280 [-0.58209139 -0.0666748 0.81038515]]
281
282 || >>> (executing cell "" (line 1 of "2022-PSI-Centrale —-02—python.pgy"))
283 ||[ 2.23156908 -0.50429237 0.33004413]

284 || [[ 0.58024481 0.79629274 -0.17097903]
285 [ 0.54934101 -0.53764239 -0.63966016]
286 [ 0.60128231 -0.27723369 0.74940047]]

Que peut-on en dire? On a I'impression que la plus grande valeur propre est toujours
strictement positive, toujours strictement supérieure a 1 méme, et que le vecteur propre
associé a trois coordonnées de méme signe (donc on peut le choisir positif).

2. Le maximum de n nombres existe toujours, donc a existe. Soit désormais X € .#, 1(R).
M est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormée. Notons (e, ..., en)

n
une telle base. Soient (xq, ..., Xn) n réels tels que X = g x;ej. Alors
=1

n n
(D(X) = <Z X/G,‘,ZX,‘MG/>
i=1 i=1
n n n
= <Z X; €, Zx,)\,-e,-> = ZA,-X,Z car la base (e, ..., en) est orthonormée.
i=1 i=1

i=1
< Zax,? <a|X|?.

n
De plus, I'inégalité précédente est une égalité si et seulement si E (=) x,-2 =0, ie.
i=1
>0
si et seulement si pour tout i dans [1, n], (o — \j)x*> = 0, i.e. ou bien \; = a, ou bien
x; = 0, i.e. si et seulement si X est dans le sous-espace propre associé a a (il n'a des
composantes non nulles que sur les e vérifiant \; = a).

3. La partie C est une partie fermée, car c'est une intersection finie de fermés :

e la sphére unité S est fermée comme image réciproque du fermé {1} par I'application
continue X — [|.X||,

X1
o sijest fixé, la partie Aj = { X = | | | € #,1(R), x; =0 p est fermée comme

Xn
image réciproque de R par I'application continue X — Xj.

n
Ainsi, C = AN ﬂA, est un fermé. De plus C est bornée car pour tout X dans C,
i=1
[IX]] = 1. L'application ®, continue (comme composée d'applications continues) sur le
fermé borné C, est donc bornée sur C et y admet un maximum w. Mais pour tout X dans
C, d(X) < a||X]|]?> =, donc i < .

4. On note (xq, ..., Xp) les composantes de X et (wq, ..., w,,) celles de W. Alors pour tout
n n

i dans [1,n], w; = |x| >0, et |W|? = Z w? = Zx,? = 1. Ainsi, W € C.
=1 =1
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Mais

Z)\W—OCZW

1</<n
Ai=

Donc a < u. Mais, de plus,

dW) = zn: [MW]iw; = ZZ [M]U wiw; =

/1]1

>0

Donc a > 0, donc on a bien |a] <

. On a déja montré que a > 0. Il reste a démontrer que W est bien un vecteur propre
associé a a. Ceci est évident car ®(W) = a||[W||?, donc, d’aprés ce que I'on a établi
précédemment, W est un vecteur propre associé a .

On n’avait vraiment pas besoin de C, mais si on veut I'utiliser, voila : on a démontré que
u = a. Ainsi on dispose de Y a coordonnées positives tel que ®(Y) = o ||Y]|? donc, par
la question 2, Y est vecteur propre associé a a a coordonnées positives...

1
. Soit i € [1,n]. Soit Y = : un vecteur propre associé a \;, de norme 1. Alors
Yn
®(Y) = X\;. Mais alors
IAil = [(Y)]
n n
- ZZ[M]/]J/U/]

i=1 j=1

n n
< ZZ[/\/I],-J-|y,-||yj| car M est a coefficients positifs.
i=1 j=1

< d(2), ou Z est le vecteur des valeurs absolues des coordonnées de Y.
<alZ|? =a,

d'ou le résultat désiré!
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20007

Exercice 10. Centrale PSI22. (RMS 2022/2023 1117) On munit I'espace E des fonctions f : R, —

+o00
R continues et bornées de la norme ||-|| .. Pour f € E, on pose ®(f) : x / Arctan(xt)
0

1.
2.

1. Déja, ® est clairement linéaire (si elle est définie). Ensuite, on montre en méme temps

2. On propose

287 || import numpy as np
288 || import matplotlib.pyplot as plt
289 || import scipy.integrate as integr

290

291 || def Phi(x):

292 def f(t):

293 return np.arctan(x*t)/(1+t*%2)
204 return integr.quad(f,0,np.inf)[0]
295

296 ||X = np.linspace (0,5)

297 (|lY = [Phi(x) for x in X]
298 || plt . plot (X,Y)
299 || plt .show ()

f(1)

1+t2dt

Montrer que ® défini sur E, et que c’est un endomorphisme continu de E.

Soit g I'image par @ de la fonction constante égale a 1 . Avec Python, tracer g sur le segment
[0, 1000] et émettre une conjecture sur la limite de g.

. Calculer la limite de g en +oc0.

Etudier la dérivabilité de g et calculer sa dérivée.

1 . N
. Calculer g(x) + g (x) On pourra utiliser Python pour intuiter le résultat.

—‘ Correction

(RMS 2022/2023 1117) On munit 'espace E des fonctions f : R — R continues et bornées
+o0

de la norme ||-|| .. Pour f € E, on pose ®(f) : x — / Arctan(xt)
0

f(1)

L+ﬂdt

que ® est un définie, a valeurs dans E et qu'il est continu. Soit f une fonction continue
et bornée sur R. Alors pour tout t dans R,

f(t)
1+ 12

1| oo
1+ 2"

Arctan(xt)

S

T
2
Ainsi :

e t+— Arctan(xt)

f(t)
1+t
e En intégrant, on obtient que pour tout x dans R,

= |f]
o)< [  —l=dr=|f
oI < [ 5175 =Ifl.

Donc ®(f) est bornée sur R

est continue et intégrable sur R,

f(¢)
1+ 1¢2

par une fonction intégrable, indépendante de x. Donc

e de plus, pour tout t, x — Arctan(xt) est continue et pour tous t et x, on

f(t
a borné — Arctan(xt) T j_ t)“Q

par le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, ®(f) est continue.

e & est donc un endomorphisme et on a montré que pour toute fonction f, ||P(f)]|,, <
[|f]lo- Donc & est continu.
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On obtient

2.004

1.75 4

1.50 A

1.254

1.00 A

0.50 1

0.25 1

0.00 1

On a I'impression que la fonction converge en +oo.

3. On veut appliquer un théoréme de convergence dominée a paramétre continu. On note

Arctan(tx)

fx,t) = ———
1+1¢2

e pour tout x, t — f(x, t) est intégrable,

. Alors

T 1
e pour tout t, f(x,t) —+> 211
X—+00

m 1 . .
e pour tous t et x, |f(x,t)] < 2T e intégrable et indépendante de x.
Donc, par le théoréme de convergence dominée de paramétre continu,

) /+°°7r dt 2
x) —> — = —
g x—+o00 fq 21+ t2 4

4. Allez, on fait (encore!) un théoréme de régularité des intégrales a parametres.

e pour tout x, t — f(x, t) est intégrable sur R
« Xty = :
ox " (L4 (tx)2)(1 + t2)°

® si a < b sont dans R”, alors pour tout x dans [a, b], pour tout t dans R,

t
(14 (tx)2)(1 4+ t2)

t
SO0+ 0

intégrable et indépendant de x.

Par le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, on en déduit que g est dérivable
sur [a, b]. Comme a et b ont été choisis de maniére quelconque, g est dérivable sur R,
et pour tout x > 0,

t

+o0
g :/0 AT conare)’t

Pour déterminer la dérivabilité en 0, écrivons un taux d'accroissement :

g(x)—g(0) 1 /+°° Arctan(xt) e /+°° Arctan(xt) t
0 0

dt.
Xt 1+ 12

X T X 1+ 12
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Rl . . . Arctan(xt)
L'idée est de dire que pour x trés petit, — 5 est presque 1, donc g est presque

+o0 t
——dt = .
/o 112 +00

L _ Arctan(s)
Pour bien écrire les choses, on remarque quesis <1, ——=

s
s 2121'

) i 1
On fixe x > 0. Alors si t < L tx < 1. Donc

* Arctan(tx) ¢ ot 1 1
> dt> | ——dt==Ih(1+ =) — +c.
9(x) /0 tx 1412 /O 1+ 12 2”( +x2) oo toe

Ainsi, g n'est pas dérivable en 0!

2

. . 1 s .
5. En tragant le graphe, on a l'impression que g(x) + ¢ (x) =7 Le plus simple, a mon

1
avis, est de poser h(x) = g(x) + g (X) et d'écrire, pour x > 0,

H) =500~ 59 (5)

Foo t 1 [t t
- /o A+ e+ F/o 1+ (D)1 + 2) I

L t .
Dans la deuxiéme intégrale, on pose s = —. Alors on obtient
X

i [Fees t 1 [t 5X TES t
2 Js (1+(;)2)<1+t2>‘“:x2/0 CEGTEE T, o E

On en déduit que h'(x) = 0, donc h est constante sur R*, donc égal a sa limite en 400,

us . o
égale a T Calculer g(x) + g(1x). On pourra utiliser Python pour intuiter le résultat.
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16010

Exercice 11. Centrale PSI 22 Soit ¢ : RT — R continue. On s'intéresse a |'équation différentielle
(Eap)y'+(1+q)y=0,y(0)=a ety (0)=b.
1. Tracer avec Python les solutions pour (a, b) € {(1,0),(0,1)} et pour les fonctions q : t —
2

. (1 1
: t = sin(t)sin p LGt ——.etq:t— . On tracera ces

1 —t
Vit 14 t2° 2(1+t2)
solutions sur I'intervalle [0, 50]. Pour quelles fonctions ¢ la solution semble-t-elle bornée?

On suppose que g est intégrable sur R™.

2. Soit z : x — /X sin(x — t)f(t)dt avec f continue sur RT. Démontrer que z est deux fois
dérivable et calc?uler 2"+ 2z
3. Soit y une solution de (E,p). Démontrer que, pour t € RY,0 < |y(t)| < |a] + |b| +
) lq(t)||y(t)|dt. On considérera w = y — z ou z est définie a la question précédente,
e? f est judicieusement choisie.
4. En déduire que y est bornée.

5. La condition « g intégrable » est-elle suffisante/nécessaire pour que les solutions de (E, )
soient bornées?

{ex016010}

—‘ Correction

(RMS 2022-2023 1118) Soit g : R — R continue. On s'intéresse a I'équation différentielle
(Eap)y"+(1+q)y=0y(0)=a ety(0)=b.
1. C'est un peu laborieux, mais on veut vérifier que vous savez maitriser odeint et que vous

!
savez, en posant Y (t) = (yy,(t)>, réécrire I'équation Y'(t) = ( y(6) )

(1) —(1+q())y(¢)
300 || import numpy as np
301 || import matplotlib.pyplot as plt
302 || import scipy.integrate as integr
303
304 || def q(t):
305 return 1/(1+t)*x(1/2)
306
307 || def F(Y,t):
308 return [Y[1],-(1+q(t))*Y[O0]]
309
310 ||T = np.linspace (0.01,50,300)
311
312 || for (a,b) in [(1,3),(0,1)]:
313 sol = integr.odeint(F,[a,b],T)
314 s = "(a,b)="+str((a,b))
315 plt.plot(T,sol[:,0],label = s)
316 || plt . legend ()
317 || plt .show ()

On obtient par exemple
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— (a,b)=(1, 3)
(a,b)=(0, 1)

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Je ne sais pas faire de commentaire intelligent sur cette question. A premiére vue,
toutes les solutions ont I'air bornées :(

. Alors, 13, on pourrait croire a une dérivation d'intégrales a paramétres, mais, en fait,

z(x) = /Ox(sin(x) cos(t)—sin(t) cos(x))f(t)dt = sin(x)/O

X

cos(t)f(t)dt—cos(x) /X sin
0

Ainsi, z est dérivable comme somme/produit de fonctions dérivables et

Z'(x) = cos(x)/

0

X

D) - ) e AEd) - ) / " sin(£)F(£)dt — cos(x) si
0

= cos(x)/o cos(t)f(t)dt + sin(x)/o sin(t)f(t)dt.
Donc Z' est dérivable comme somme/produit de fonctions dérivables et
Z"(x) = —sin(x) /X cos(t)f(t)dt + cos?(x)f(x) + cos(x) /X sin(t)f(t)dt + sin?(x)f(x

0 0
= / (cos(x)sin(t) — sin(x) cos(t))f(t)dt + f(x) = —z(x) + f(x).
0

Donc z’/ 4+ z=f.

. Onpose f = —qy et z comme ci-dessus. Alors z’+z = —qy, donc, comme y"+y = —qy,
sion pose w =y —z, w” + w = 0. Donc on dispose de A et B tels que w = Acos(x) +
Bsin(x). Comme w(0) = y(0) — z(0) = a— 0 et w/(0) =y'(0) — Z/(0) = b— 0, on en
déduit que y — z = acos(x) + bsin(x), donc

y(x) = acos(x) + bsin(x) + /X sin(x — t)y(t)q(t)dt.
0
Ainsi, .
Y0l < lal + 1b] +/O yOlla(D)ldt.

. C'est une question difficile, c'est un résultat qui s'appelle le Lemme de Gronwall. Je pense
que les examinateurs s'attendaient a ce que cette question soit discutée au moment de
la présentation orale, et non pas préparée au brouillon.

Les choses intelligentes a dire sont les suivantes : si on avait égalité, on aurait, en posant

h=lyl, .
h(x)=|a|+|b|+/ lal
0
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donc, en dérivant,
h' = hlq|

donc h = Cel 9, et, en évaluant en 0, C = |al + |b|]. Comme on a une inégalité, on peut
essayer de démontrer que, en fait

y(x)] < (lal + [b])ele la®lde,

ou, inégalité plus forte mais en fait plus simple a démontrer, on va vérifier que
A X
|a| + [b] +/ y()lla(t)ldt < (|a] + |b])elo 19l
0

Pourquoi vérifier cette inégalité-la ? Parce qu'on se dit qu'on peut la démontrer en étu-
diant une fonction que I'on dérivera! On pose alors

lal + 16l + f ly(Dlla(t)ldt
(|a| + |b|)elo la®)ldt

Alors ¢ est dérivable et pour tout x,

_ ly()llg0)lele 1901 — (ja] + || + [ ly(D)llg(1)|d1) |q(x)|eke la(®)dt
n e2 Jo la(v)ldt

— oJlald ly )l = (lal + 1] + 5 ly(D)llq(t)|dt)
= b Mg 2Tt st

©'(x)

Donc ¢ est décroissante. Comme ¢(0) = 1, on en déduit que pour tout x dans R,
p(x) < 1, ce qui correspond a l'inégalité désirée !
Ainsi, pour tout x dans R,

()] < (Ja] + |b])ek 19D < |y (x)] < (|a] + |bl)ele ™ lattldt,

donc y est bornée.

5. Si g est intégrable, y est bornée. Mais la réciproque est fausse, il suffit de prendre g
constante positive non nulle, qui n'est pas intégrable mais qui assure le caractére borné
de y (oscillateur harmonique).
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Exercice 12. Centrale PC 23. Soit (‘Ek)kEN une suite de variables aléatoires indépendantes, réelles,
de méme loi, telles que :

Vk € N, P(Ekil):P(8k:71):1/2

" In(k) ~ (In(k)\?
On note X, = Z —ew et M, = max (X1, ..., X,) etS,= Z — |-
k=1 k=1

1. Montrer que X, a une espérance et une variance, en donner une expression.

. In(n) .
2. Montrer que la série de terme général ¥ diverge et que S, converge. On note alors
S, —S.
Sh
2

S
< —5 pour tout neNetaecR™.
a a

3. Montrer que P (X, > a) <

4. Tests python

(a) Ecrire un code qui par une fonction estim(a,n) renvoie P (M, > a) sur 10000 simula-
tions. Tracer cette probabilité en fonction de a.

2

Sy
a2’

, S
(b) Ecrire une fonction S(a, n) qui renvoie a—n.

(c) Conjecturer le signe de P (M, > a) —

5. Prouver la conjecture précédente.

M
6. Montrer que pour tout n € Net a € RT*P (” > a) — 0.

In(n))
—‘ Correction

Soit (€k)keN une suite de variables aléatoires indépendantes, réelles, de méme loi, telles que :

VkENP(ex=1)=P(ex=—-1)=1/2

. In(k) " /In(k)\?
On note X, = Z Tek et M, = max(Xy, ..., Xn)etS,= Z (k> .
k=1

k=1
1. X, est une somme finie de variables aléatoires, donc elle admet une espérance et une
variance. Par linéarité de I'espérance,

n

E0X) =Y. "WE(e,) = o,

k=1

et, par indépendance,

& (k) B
V“ﬂkﬂ<k)VW>5W

1 In(n L L In(n) .
2. On remarque que — = 0 (n) donc la série de terme général L diverge.
n n—+oo n n
. In(n)?>  In(n)? . .
Ensuite, n3/2ﬁ = L — 0 par croissances comparées. Donc, par comparaison

n? \/ﬁ n—+o00
a une série de Rieman, (S,) converge.
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318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348

3. On écrit que

S, S
P(Xn > a) SP(Xal 2 a) = P(IX, —E(Xp)| 2 a) S =5~ = 5 < .

par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff et croissance de (S,).

Une trés grosse erreur serait de faire une fonction X(n) et de faire n appels, de
X(1),...,X(n) pour chercher qui est le plus grand. Le probléme avec cela, c'est que
I'on change les valeurs prises par €. On propose donc plutét

import numpy as np
import numpy.random as rd

def eps():
x = rd.binomial(1,1/2)
if x==0:
return -1
else:
return 1

def M(n):
res = 0
maxi = 0
for k in range(2,n+1):
res += eps()*np.log(k)/k
if res>maxi:
maxi = res
return maxi

def proba(n,a):
res = 0
for _ in range(10000):
if M(n)>a:
res += 1
return res /10000

def somme(n,a):
res = 0
for k in range(1,n+1):
res += np.log(k)**2/(k*%2)
return res/ax%2

Sh
a2’
On va considérer le premier k pour lequel X, > a. On note donc Ax I'événement

Avec plusieurs tests, on conjecture P(M, > a) <

{X1<a, ... X¢1<aXc>=al

Alors remarque que

{M, > a} = |_| Agk.

1<k<n
On montre d’abord que E(X21,,) > a°P(Ay). Pour ce faire, on écrit

E(X214,) = E((Xn — Xk + Xk)?1a,)
= E((Xn — Xk)?1a,) + 2E((Xn — Xi)Xi1a,) + E(X?14,).
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Or, E((X, — Xk)Q]lAk) > 0, et, par le lemme des coalitions, (X, — Xx) LL Xk14,, donc
E((Xn = Xi)Xk1a,) = E(Xy — Xk)E(Xk1a,) =0,

car les gk sont d’espérance nulle. Enfin, E(X?14,) > a*E(14,) = a*P(Ax), ce qui prouve
le résultat. On conclut en disant que

¢ 1 ¢ >l . ») _E(X3) s,
P(M, > 2) =D P(A) < 5 Y _E(1aX)) = SE ((Z llAk) Xn> St ==
k=1 k=1 k=1

6. C'est une application immédiate...
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09045

Exercice 13. Centrale PC 22. Soit (X,),>; une suite de variables géométriques indépendantes de
paramétre p €] 0, 1[. Soit g =1 — p. Poul w € €2, on définit

C(w) =max{n € N*; X;(w) < Xa(w) < --- < Xp(w)}
1. Pour k € N*, calculer P (X1 = k), P (X2 = X1, X1 = k) puis P(C > 2).

2. Ecrire une fonction python geomCr(q) qui renvoie une réalisation de la variable aléatoire C.

3. Programmer une fonction nbGeomCr(q) qui renvoie la moyenne de C observée au cours de
1000 réalisations. On suppose que C a une variance. Pourquoi peut-on dire que nbGeomCr (q)

est une valeur acceptable de E(C)?

4. Tracer nbGeomCr(q) en fonction de ¢ €]0, 1[. Que peut-on conjecturer sur les limites aux

bornes?
5. Pour k € N*, montrer que :

_ (1-q)"q" D
T (1l-91-¢)---(1-q")

P(Xn>Xn—1>>X1>k)

6. Calculer E(C) en fonction de g.

7. Démontrer les propriétés conjecturées a la question 4]

{ex009045}

{conj1109}

—‘ Correction

Soit (X;),>; une suite de variables géométriques indépendantes de parametre p €] 0, 1[. Soit
g=1—p. Poul w € Q, on définit

C(w) =max{n e N"; X;(w) < Xo(w) < --- < Xp(w)}

1. C'est une question de cours :
; 1
P(X; > k) = E pg' ! =pgtl—— =g~ L.

Ensuite,

P(X2 > Xl,Xl = k) = P(XQ > k,Xl = k) = P(XQ > k)P(Xl = k) par indépendance.

k=1 _ ,2k=2

=q"'pq pq

1
P(C>2)=P(X; < Xo) =Y P(Xi =k X1 <Xp) =) p(¢*)f = P

k>1 k>1

4. La difficulté est de bien comprendre ce que I'on cherche a faire avec python. En fait,
on appelle des variables géométriques jusqu'a ce qu'une soit inférieure strictement a la
précédente. Pour les trois questions python, on propose

349 || import numpy as np

350 || import matplotlib.pyplot as plt
351 || import numpy.random as rd

352
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353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372

def geomCr(q):
res =1
xk = rd.geometric(q)
xkl = rd.geometric(q)
while xk<=xkl:
res +=1
y = rd.geometric(q)
xk ,xkl = xkl,y

return res
def nbgeomCr(q):
res = 0
for _ in range(1000):
res += geomCr(q)
return res /1000
X = np.linspace (0.1,0.99)
Y = [nbgeomCr(q) for g in X]
plt.plot(X,Y)
plt .show ()

C’est la loi faible des grands nombres qui assure le bon fonctionnement de la fonction

nbgeomCr (q). On obtient

10 A

0.2 0.4

0.6 0.8 1.0

On a I'impression que E(C) — 400 et E(C) — £ € R.
qg—0 g—1

5. On fixe k € N*. On démontre le résultat par récurrence sur n le nombre de variables

aléatoires considérées.
L'initialisation fonctionne bien car

P(X; > k) = gk71

(1 - q)gxD
- 1-q

Page 43 sur




PSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Préparation a I'oral nlaillet.math@gmail.com

Pour I'hérédité, soit n € N tel que la propriété est vraie. Alors si k € N*, montrer que :

PXpp12Xy2--2X12k) = Z P(Xpp12Xp2>2--2 X1 2k, Xy =1) en décomposant sur un s.c.e.

i>k

=Y P Xps1 2 Xn 22 X 2 0, Xy = 1)
i>k

= Z P(Xpp12Xp2--2Xo2i)P(Xy 2 1) par indépendance.
=k

_ (1-g)g"i~V
_Z(l—q)(l—q2)~-~(1—qn)
= 1-gm (n+1)(i-1)
(1—q)(1—q2)~-~(1—qn)§q
(1_ q)n+1 1
= (1-g)(1—¢g2)---(1—qg")1— gntl’

(1 —q)q'~* par hypothése de récurrence.

d’ou I'hérédité et le résultat!

6. On utilise la jolie formule (que I'on ne peut pas exiger de vous et que I'on peut vous
demander de redémontrer)

E(C) =) P(C > n).

n>1
Mais

_ (Ita)
1-9(1—-¢>)---(1-q")

P(C>n):P(Xn>anl>>X1):]P)(Xn>xnfl>>X1>]—)

On en déduit donc que

_ (1-49)"
BO=2 T ga- @ a-a

7. 1l faut majorer ou minorer convenablement les termes généraux des séries. On peut re-
marquer que E(C) = E f, ol

n>1

£qes (1-q)" _ 1
" (1-q)(1—¢?)---(1—q") 10+q1+qg+a¢)...(L+qg+---+q")

On sépare alors les deux cas

e lorsque g — 0 Je fixe A, je fixe M > 0. Alors pour N > M,

N
E(C) >
k=

N
1 f(q) m kz;l f(0) = N> M,

donc il existe € > 0 tel que pour tout g dans [1—¢, 1], E(C) > M. C'est la définition

de « E(C) — +oo».
qg—0

e lorsque g — 1 On remarque que pour tout n, (14+g+---+q") = 1+ q, donc pour
1
dans [=,1
acans 1]
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1

d’'ol la convergence normale de la série E f,. Donc, par théoréme de double limite,

BO X tarnasiso.

On obtient

373 || def f(q):

374 res =1

375 x =1

376 for k in range(2,1001):
377 x¥=(1-q)/(1—-q=xk)
378 res += Xx

379 return res

380

381 ||X = np.linspace (0.1,0.99)
382 ||Y [nbgeomCr(q) for q in X]
383 (|Z = [f(q) for q in X]

384 || plt.plot(X,Y)

385 || plt.plot(X,Z,’ '0")

386 || plt.axhline (np.exp(1)-1)
387 || plt .show ()

N1
(A+1+---+17) doi=e

Petit bonus, on illustre le fait que I'expression trouvée et la limite sont les bonnes

101

n>1

0.2 0.4 0.6 0.8
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Exercice 14. Centrale PC 22. (RMS 2022-2023 1136) Pour a, b dans C, on pose D;(a, b) = a et,
pour tout n > 2,

a 2b 0 (0) 0 —2b 0 (0)
1 a b -1 0 —b
Dn(ab)=1| o - - - o |etAb) =] o 0
b —b
(0) 1 a (0) -1 0

Calculer Dp(a, b) pour n < 3
Donner une relation de récurrence linéaire reliant Dy(a, b), Dpr1(a, b) et Dpyo(a, b).
Coder en Python une fonction D(n,a,b) renvoyant D,(a, b).

A\

Soit n € N* et b € R. Montrer que a — Dp(a, b) est polynomiale a coefficients réels, et
donner son degré.

5. Pour b € [1,n] et n € [3,5], donner une représentation graphique de a — D,(a, b) sur
[—2V/b, 2V/b]. Conjecturer le nombre et la localisation des zéros de a — D,(a, b).

6. Supposant vraie la conjecture de la question précédente, que peut-on dire de la réduction de
la matrice A,(b)?

7. Soit (T,) ey la suite de polyndmes définie par To = 1,71 = X et T,yo = 2XT,q1 — T, pour
n > 0. Pour 8 € R, donner une expression simple des termes de la suite (T,(cos@)),,.

8. Calculer les racines du polynéme T, pour tout n € N.

9. Déterminer alors les zéros de a — Dy(a, b) en fonction du nombre complexe b.

{ex004029}

—‘ Correction

(RMS 2022-2023 1136)

1. Pour n=1, D,(a,b) = a. Pour n=2, D,(a, b) = i Qb‘ = a° —2b. Pour n= 3,
a 2b 0
Doa.b)=|1 a 2b/=al® 22 —ob|t 2P| = az2 = 2b) — 262 = 2* — 4ba
0 1 a 1 a 0 a

2. |l s'agit presque du calcul du déterminant tridiagonal...mais attention! Le coefficient de
la premiére ligne, deuxiéme colonne est différent des autres. Il ne faut donc pas toucher
a cette premiére ligne. On calcule alors en développant selon la derniére ligne.

a 2b 0 (0)
1 a b
Dn+2(a,b): 0 0
(O) 1 [n+2]
a 2b 0 (0)
1 a b
=aDp(ab)—| o . . 00
1 a 0
(0) 1 b (1]

= aDpi1(a, b) — bDy(a, b),
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en développant le dernier déterminant selon la derniére colonne. D'ou la relation de
récurrence linéaire.

3. Question amusante, car on a plusieurs possibilités :

(a) on utilise directement les modules d'algéebre linéaire.
388 || import numpy as np

389 ||import matplotlib.pyplot as plt

390 || import numpy.linalg as alg

391

392 || def D(n,a,b):

393 M = np.zeros((n,n))

394 for i in range(n):

395 for j in range(n):

396 if i == j:

397 M[i,j] = a

398 elif i == j+1:

399 M[i,j] =1

400 elif i+1 == j:

401 if i == 0:

402 M[i,j] = 2%b

403 else:

404 M[i,j] = b

405 return alg.det (M)

(b) on utilise la relation de récurrence

406 || def Dbis(n,a,b):

407 un,unpl = a,a*%2-2%b #initialisation
408 for i in range(n-1):

409 un,unpl = unpl,axunpl — bx*xun
410 return un

(c) on calcule D, grace a la relation de récurrence linéaire (déconseillé, cela fait faire

des erreurs de calculs inutiles...)

4. Sion avait calculé I'expression exacte, on aurait pu s’en sortir directement. Mais d’autres
arguments sont possibles :

411
412
413
414
415
416
417
418
419

e «le déterminant est une expression polynomiale en les coefficients » (c'est un peu
une formule magique du cours, mais on peut le dire ainsi). De plus, en développant
successivement sur la premiére ligne, on remarque qu'au maximum, on aura n « a»

qui seront multipliés entre eux. Dot un degré égal a n.

dernier argument un peu massue : D,(a, b) = Xxa,p)(a), et un polynéme caracté-

ristique est un polynéme, de degré n. Bim.

. On écrit
n =4
for b in range(1,n+1):
X = np.linspace(-2%np.sqrt(b),2+*np.sqrt(b),100)
Y = [D(n,a,b) for a in X]
s = "b="+str (b)
plt.plot(X,Y,label=s)
plt.axhline (0)
plt.legend ()
plt.show ()
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On obtient

301

201
10 4 \
0

-104

2

-20

[oiie e o
e
B wWwN R

—-304

On conjecture alors que D,(a, b) posséde n zéros, dans I'intervalle.

6. On en déduit alors que la matrice A,(b) est une matrice de taille n x n, qui posséde n
valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.

7. Aprés I'ultra-classique déterminant tridiagonal, voici les non moins classiques polyndmes
de Tchebycheff. On démontre par récurrence que T,(cos(8)) = cos(né).
L’initialisation est évidente.
Pour I'hérédité, soit n tel que la proposition soit vraie aux rangs n et n+ 1. Alors

Thi2(cos(6)) = 2cos(6) Thr1(cos(8)) — Th(cos(6))
= 2cos(0) cos((n+ 1)8)) — cos(nb)
= cos((n+ 2)8) + cos(nb) — cos(nd) en utilisant 2 cos(a) cos(b) = cos(a +Hb) + cos(a — b).
= cos((n+2)6),

d'ou I'hérédité et le résultat.

8. Par récurrence immédiate, T, est de degré n. Ensuite, on remarque que si k € [0, n—1],
T T
Ta (cos ((2 * Kk + 1)5)) = cos ((2/( + 1)§> =0,

T -
donc T, s'annule en tous les cos ((2 * Kk + 1)5). Ces réels étant deux a deux distincts,
on en déduit les n racines de T,.

. 1
9. On remarque que si on note U,(X) = WDH (2\@X, b), on a
1

Unt2(X) = WDnu (2\bev b)

1

= bn+2
1

= bn+1

2VBXDys1 (2VBX, b) - \/Bl”“bD" (2vbx.b)

2XDpi1 (2@)« b) - \%nD,, (szx, b)

= 2XUp11(X) — Un(X).

Donc (U,) et (T,) suivent la méme relation de récurrence. De plus,

Ui (X) = %Dl(Q\/EX, b) = 2X = 2T1(X) et Uo(X) = %(4bX272b) =4X?—2 = 2(2Xf—-1) = 2T»(X).
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Ainsi, par récurrence immédiate, U,(X) = 2T,(X). Donc

1 X
WDH(Z\be, b) = 2T,(X) donc | D,(X, b) = 2vb'T, <M> .
2k+1
Donc les zéros de D,(X, b) sont les 2v/bcos % pour k € [0,n —1].
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12049

Exercice 15. Centrale PSI 24. Notons u I'application linéaire qui a A € .#,(K) associe B définie
par :

Z Ak,

1<k<n
ki

n
Vie[l.n, Bi=)» Ac—A=
k=1

oll Ax est la k éme colonne de la matrice A.

1. Ecrire une fonction en Python qui renvoie 'image d'une matrice par u.

On propose
420 || import numpy as np
421 || import numpy.linalg as alg
422
423 || def u(A):
424 n,p = np.shape(A)
425 res = np.zeros((n,p))
426 for i in range(n):
427 for j in range(p):
428 coef = 0
429 for k in range(p):
430 if kl=j:
431 coef += A[i, k]
432 res[i,j] = coef
433 return res

2. A I'aide du script, évaluer u pour certaines matrices dans le cas ol n =2 et n = 3.

3. L'endomorphisme u est-il un automorphisme ?

Correction

u est un endomorphisme en dimension finie. Pour savoir s'il s'agit d’un automorphisme,
il suffit de vérifier si ker(u) = 0. Soit C € ker(u). Alors

C+C---+C,=0
C1+C3++Cn20

G+CG+ - +Cr1=0

n
= 0, donc ZC,- = 0. Donc, en
= i=1
combinant avec la i-éme ligne, C; = 0. D'ou C = 0, donc ker(u) = {0}, donc u est
injective donc, par le théoréeme du rang, bijective.

n
En sommant toutes les lignes, on a (n— 1) <Z C
i=1

4. Déterminer la nature géométrique de v ainsi que ses éléments caractéristiques pour n
2.
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4‘ Correction

On remarque qu’'en dimension 2, u inverse les colonnes 1 et 2 de la matrice. Ainsi, en
notant £ = #>(K),

u? = Idg,

donc u est une symétrie. Soit M € .#>(R), M; et M, ses colonnes. Alors on a les
équivalences

M € ker(u — 1dg) < u(M) = M
s My =M,

@/\//:(Z Z),(a,b)€R2
wmeve (1 1) %)

M € ker(u+1dg) & u(M) = —-M
s M= —Ms

_ (9 —4 2
(:}M_(b _b),(a,b)eR

De méme, on a les équivalences

5. Exprimer det(u(A)) en fonction dedet(A).

Correction

On note Ay, ..., A, les colonnes de Aet By, ..., B, les colonnes de u(A). Alors

det(u(A)) = det(Bay, . . ., B,)
=det(Bi+---+Bp B>, ..., B,) par opérations sur les colonnes
=det((n—1)(A1+---+ A, Ba, ..., Bn)
=(n—1)det(A1+ -+ An B, ..., B,) par linéarité par rapport a la premiere variable
=(n—1)det(A1 + -+ A, —Azx, —As, ..., —A,) en faisant, pour tout i, C; + C; — C;
=(—-1)"Y(n—1)det(Ay + -+ A, A, ..., A,) par multilinéarité
= (=1)""Y(n = 1)det(Aq, ..., Ap) en faisant, pour tout i, C; + C; — C;
= (—=1)""*(n — 1)det(A).

6. Déterminer un polynédme annulateur de u de degré 2 .
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On prend A € #,(K), B = u(A), C = u*(A). Alors

>

1<k<n
ki

(£
k=1
=(n-1) zn:Aj —Y A+ A

Ci

n
=(n=2) (D A | +A
Jj=1

=(n=2)| D A|+(-DA
1<y<n
J#

=(n=2)Bi+(n- 1A,

donc
u? = (n—2)u— (n—1)Idg = 0g(g),

donc X2 — (n —2)X — (n — 1) annule u. Remarque : pour n = 2, on retrouve bien
2
u :Id[_:.

7. L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

4‘ Correction

On remarque que

X2—(n—=2)X—(n—1)= (X +1)(X - (n—1)),

donc u est annulé par un polynéme scindé a racines simples, donc u est diagonalisable.

8. Soit J la matrice dont les coefficients valent tous 1 . On pose U = J—1,,. Exprimer les colonnes
de AU. Qu’en concluez-vous?

Correction

On remarque aisément que u(A) = AU. Tous les résultats précédents se retrouvent avec
cette considération (automorphisme, polynéme annulateur, réduction).
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{ex016008%}
Exercice 16. Centrale PSI 24. Soit (E) : (1+ x*) y" + xy' — % =0.
{qu1}
1. (a) Justifier qu'il existe une unique fonction y solution de (E) vérifiant y(0) = v/3 et y/(0) =
0.

—‘ Correction

L'équation (E) se réécrit

y// + X y/ _ 1 y=0
1+ x2 4(1+x2) '
. X 1 .
Les fonctions x — —— et x — —————— sont continues sur R donc, par le
14 x2 4(1 + x2)
théoréme de Cauchy linéaire, (E) admet une unique solution vérifiant y(0) = v/3

et y'(0) =0.

(b) Tracer en python la fonction de la question précédente. On aura intérét a utiliser les deux
tableaux de temps T1 = np.arange(0,1,0.01) et T2 = np.arange(0,-1,-0.01)

On propose

434 || import numpy as np
435 || import matplotlib.pyplot as plt
436 || import scipy.integrate as integr

437

438 || def f(X,t):

439 return [X[1],-t/(1+t=*%2)xX[1] + 1/(4+4*t*%2)*X[0]]
440

441 ||T1 = np.arange(0,1,0.01)

442 ||T2 = np.arange(0,-1,-0.01)

443

444 || Cl = [np.sqrt(3),0]

445

446 || Y1 = integr.odeint (f,Cl,T1)

447 (Y2 = integr.odeint(f,Cl,T2)
448
449 || plt . plot (T1,Y1[:,0])

450 || plt . plot (T2[:: -1],Y2[:,0][:: -1])
451 || plt . savefig (’'ex016008 —graphe. pdf’)
452 || plt . show ()

Et on obtient
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1.900 A

1.875 A

1.850

1.825 A

1.800 A

1.775 A

1.750 A

1.725 -

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

2. (a) Trouver toutes les solutions de (E) développable en série entiére sur ] — 1, 1[.

Analyse. Soit f une solution de E développable en série entiére sur | — 1, 1[. Alors
on dispose d'une suite réelle (a,)qen telle que pour tout x de | — 1, 1],

f(x) = Z anx".

n=0
Alors

(1+x3) "+ xf' — T

4

1
=(1+x%) Z n(n—1)a,x""2 + XZ na,x"t — 7 Z anx"
n>2 n>1 n=0
1
= Z(k +2)(k 4+ 1)aksax* + Z n(n—1)ax" + Z napx" — 2 Z anx"
k=0 n>0 n>0 n>0
1

= Z ((n +2)(n+1apo + [n(n —1)+n- 4} a,,) x".

n=0

Comme f est solution de I'équation différentielle, on en déduit, par unicité du dé-
veloppement en série entiére, que pour tout n dans N,

4n° —1
(n+2)(n+ Dane2 = ——an,
donc que
4n® — 1 (2n—1)(2n+1)

I T 12T T Mt Dnr2) ™
ou encore que

_ (2n-5)(2n—-3)
= 4n(n—1)

an—2
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Soit n pair. Alors n = 2p. On écrit alors que

b (4P —=3)(4p —5)
7 42p)(2p-1)

dop—2

1
(=1)° 2 (2p)! II «]a

0<k<4p—2
k pair

_ p, 1 (4p —2)!
=V @y 2 iz — 1

=D 1)22971 (4,32; 1) o

De méme, pour n=2p+ 1, on écrit que

b Ap=3)4p-1)
T T 02p+1)(2p) T

1
—1)P - -
V7| Zorip 2 I[ «|a

0<k<4p
k pair
1 4p)!
_ (1) (4p)t
220+1(2p + 1)1 227(2p)!

1 4p+1
(=1 -

Donc finalement, f = agp + a1¢, ou
B (—1)P ap—1\ ,, B (—1)P Ap+1\ ,,
o= ; p-n2 1\ 2p ) Y= ; 2o G+ \ 2 )|

On vérifie a I'aide d'une régle de D'Alembert que le rayon de convergence de ces
séries entiéres vaut 1.

(b) Montrer que toute solution de (E) est développable en série entiére.

L

—‘ Correction

Les fonctions ¢ et ¢ sont linéairement indépendantes, et solutions de (E), qui
est une équation différentielle homogéne du second ordre (en divisant par 1 + x2,
continu et qui ne s'annule jamais sur R). Par théoréme de structure, I'ensemble des
solutions de (E) est un plan vectoriel, donc il est égal a Vect(¢p, 1), qui sont toutes
deux développables en série entiére.

Ainsi, toute solution de (E) est développable en série entiére.

(c) En déduire une deuxiéme facon de tracer le graphe de la fonction de la question

On peut tout a fait tracer les développements en série entiére tronqués a 100.

T 1
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453
454
455
456
457
458
459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470
471
472
473
474
475
476
477
478

def phi(x):
res = 0
puiss =1
for k in range(100):
res += puiss
puiss = —puiss *x*%x2 % ((4xk-1)*(4xk+1))/(4*(2xk+1)=
return res

def psi(x):
res = 0
puiss = X
for k in range(100):
res += puiss
puiss = —puiss *x*%x2 x ((2%(2xk+1)-1)*(2%(2*k+1)+1)
return res

def g(x):

return a0xphi(x)+alxpsi(x)
a0 = np.sqrt(3)
al = 0

T = np.arange(-1,1,0.01)
Z = [g(x) for x in T]
plt.plot(T,Z, ——r")

plt .show ()

De maniére trés impressionnante, les graphes se superposent absolument parfaite-
ment !

(2%k+2))

/(4% (2xk+2)*(2%k+

3.

(a) Si h est une solution de (E), déterminer I'équation différentielle vérifiee par g = ho

sh.

Correction

On remarque que g est deux fois dérivable et que, pour t dans R,
g'(t) = ch(t)h'(sh(1)),
puis que
g"(t) = sh(t)H (sh(t)) + ch?(t)h"(sh(t))

Mais on sait que

(1 + sh2(£)) A" (sh(t)) + sh(£)H (sh(£)) — %h(t) _o,

(b) En déduire les solutions de (E) sur R.

On déduit de la question précédente que

g'(t) = 79(t) =0,
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donc g(t) = ae? +Be 2, ol (a, B) € R?. Enfin, on sait qu'on a les équivalences
suivantes (exo de sup)

t=sh(x) & x=In(x+ V14 x2).

On en déduit que

/ B
h =S 2 e
(X)=a\Vx+V1+x2+ PRy

Remarque. En mettant les conditions initiales h(0) = v/3 et A (0) = 0, on trouve

-B V3

=0, donca:ﬁ:7.

a
a+ B = /3 et, aprés de longs calculs,
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exo003015

Exercice 17. Centrale PSI 24. Pour n € N, on note u, = Arctan(n + 1) — Arctan(n). Pour x €
[0, /2], on pose

go(x) =

n—1
0sixel0,m/4]

1 six € [/, 7/2] et, pour n € N*, g,(x) =

k=0
1 sinon.

Osi Zsk(x)uk + u, > x

1. (a) Ecrire une fonction Python tracant une ligne polygonale reliant les points My = (k, u)
pour k € [[1,50]. Conjecture?

479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
490

Correction

On propose

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##Calcul de un

def u(n):
return np.arctan(n+1l) - np.arctan(n)
X = list(range(1,51))

Y [u(n) for n in X]
plt.plot(X,Y, ’'o-")
plt .show ()

On obtient

0.30

0.25 A

0.20

0.10 A

0.05 -

0.00 A

(b) Ecrire une fonction Python d'argument x et N renvoyant (g¢(x)

N
en(x)) et Zek(x)uk.

k=0

. 1 . .
Tester cette fonction pour x = 0, 5 1,2, 7 et, a chaque fois, N = 20. Observations et

conjecture ?
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—‘ Correction

On propose

491 || def approx(x,N):

492 if x>np.pi/4:
493 res = u(0)
494 else:
495 res = 0
496 for k in range(1,N-1):
497 if res + u(k)<x:
498 res += u(k)
499 return res
On obtient
500 >>> approx(0,20)
501 (|0
502

503 || >>> approx(0.5,20)
504 |/ 0.49955747871629486
505
506 || >>> approx(1,20)

507 (/0.9981299440890583
508
509 || >>> approx(2,20)

510/ 1.5182132651839548
511
512 || >>> approx(np.pi,20)
513/ 1.5182132651839548

i .
On remarque que pour x € {O, 5}, alors la série semble tendre vers x.

2. (a) Etudier la monotonie de (u,) et sa convergence éventuelle.

Correction

Par le théoréme des accroissements finis, on dispose de x, € [n, n + 1] tel que

1 1
up = Arctan(n+ 1) — Arctan(n) = ——(n+1-n) = —.

14 x2 X2

On a alors
1 1

< ;
1+x2,  1+x2

d'ol la décroissance de (up).

(b) Donner un équivalent de up,.

Correction

P 1
On en déduit, comme x, ~ n, que u, ~ —.
n—-4o00 n—+oo N

3. (a) Etudier la convergence de la série an(x)un.
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—‘ Correction

Soit neN, ona0<eu, <up Or, E u, converge par transformation suite-série
T T .o .

car (Arctan(n)) converge vers —, et sa somme vaut — —0, i.e. —. Par comparaison
2 2 2

de séries a termes positifs, E €nl, converge. On note S sa somme. On a, par ce

+o0
. . ™
qui précede, 0 < S < E Uy, i.e. 0<S < 5
n=0

(b) Démontrer la conjecture de la question

Correction
n

Pour n € N, on pose S, = E exlx. On montre par récurrence sur n € N que
k=0

+o0
SnSX<So+ ) uk
k=n+1

+o0o
_ T T i .
Pourn:O,5|x§Z,so:OetdoncSO:OetkEZIL/k:E—UO:Z.Onablen

+o0
T T s
I'encadrement voulu; si x > —, alors gg = 1 et Sg = — et u, = — dong, la
4 0 07 D u 4
k=1
+o0
encore, on a bien I'encadrement voulu. Soit n € N tel que S, < x< S5, + E U.

k=n+1
Alors ou bien x < S, 4 upy1 et alorsep; = 0 etdonc Spp1 = S, d'ol Sppp < x par

hypothese de récurrence. Par ailleurs comme x < S, + tpy1, ona x < Spp1+ Upyr-

+oo +oo
s .
Montrons donc que upy1 < Z ug. On a Z U = 5~ Arctan(n + 2), donc il
k=n+2 k=n+2

reste @ montrer

Arctan(n+ 2) — Arctan(n+1) < g — Arctan(n + 2)

tan étant strictement croissante, il suffit de montrer (on applique tan) :

(n+2)—(n+1) o 1
1+(n+2)(n+1) " n+2

ce qui équivaut a n+2 < 14+ (n+1)(n+2) et donc la propriété voulue est vraie et on
a bien finalement S;11 < x < Spp1+Rny1- Il reste a étudier le cas ot x > S+ Upy1.
Dans ce cas, €p41 = 1 et Spp1 = Sn+ Upy1- On a bien S,11 < x et par hypothese
de récurrence, x < S, + R, or S, + Ry, = S+ Upe1 + Rpp1 = Sp1 + Royr et
donc x < Spy1+ Rpt1. Dans tous les cas on a bien vérifié I'hypothése de récurrence
aurang n+1. On avu (1.a.) que ( S, ) converge et ( R, ) converge vers O . En
passant a la limite dans les inégalités prouvées par récurrence, x est la limite de (S,)

+o00
le. x = E Enlp.
n=0

4. Généralisation. Soit (uy,) une suite vérifiant I'hypothese (H) suivante : Z U, est convergente

et (up) est décroissante positive. On note A la somme de la série Z Up.
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(a) Pour tout n € N, on choisit €, € {0, 1}. Montrer que Zenun converge. On note S sa
somme. Montrer que S € [0, A].

Correction

ZU" est une série a termes positifs. Pour n € N, on a 0 < €,u, < u,. Or

Z u, converge. Par comparaison de séries a termes positifs, Zanun converge. En
sommant les inégalités précédentes, on obtient 0 < S < .

On cherche a savoir a quelle condition la propriété (P) suivante est vraie :

+o00
¥x € [0,A],3(en) € {0, 1}, x = > equy
n=0
—+o0 —+o00
(b) Pour n € N, on note R, = Z ug et R_q1 = Z uk. Donner la condition nécessaire et
k=n+1 k=0

suffisante cherchée en fonction de (R,).

Correction
+o0

Pour espérer que tout x € [0, \] s'écrive Zenun, il ne faut pas qu'un terme de

n=0
la série u, soit plus grand que le reste de la série R,. La condition nécéssaire et
suffisante cherchée s'écrit donc u, < R, pour tout n € N. Montrons le. On suppose

+oo
que tout x € [0, A] s'écrit Ze,,un avec (g,) € {0,1}". Supposons par I'absurde
n=0
qu'il existe ng € N tel que up, > Rp,. On choisit x €] Ry, Un, [ On peut écrire
+o00
X = anun, avec (g,) € {0, 1}N. S'il existe n € [0, ng] tel que €, =1, alors x >
n=0

Up 2 Uy, (décroisance de (u,) ) : contradiction. Donc, pour tout n € [0, no], €, = 0.

+oo +o00
X = E Enly < E Un € Ry, contradiction.
n=no+1 n=no+1

Réciproquement, on suppose que pour tout n € N, u, < R,. Soit x € [0,A]. On
construit (g,) par récurrence sur n € N, avec |'algorithme donné au début.

n
Pour n € N, on pose S, = E €xUk. On montre par récurrence sur n € N que
k=0

Sh<x< S+ R,

Pour n =10 : ou bien x < ug et alors eg = 0 et donc Sg =0, or 0 < x < up et donc
So < x < So+ Ro (g < Rp). Ou bien x > ug et alors g9 = 1, Sg = tg. On a alors
So < x<Sog+RpcarSg+ Ry =X Soit ne Ntelque S, <x<S5,+ R, Ou
bien x < S, + upy1 et alors €,41 = 0. On a 5,41 = S, et donc par hypothése de
récurrence Sp+1 < x. Maison a aussi X < Sy + Upy1 < Sp+ Roy1 = Spv1 + Rog1-
Ou bien x > S, + upy1 et alors €511 = 1, d'oll Sp41 = Sy + Up1. Mais on a bien
dans ce cas Sp11 < x et comme par hypothése de récurrence x < S, + R, i.e.
X< Sy 4 Upr1 + Ror1, on a bien x < Spp1 4+ Rya1. On a donc bien ce qu'on veut.
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Comme S, converge et comme R,, converge vers 0 , par passage a la limite dans
+o00

les inégalités précédemment trouvées, x est la limite de S, i.e. x = E Enly.

n=0
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