PSI-Pasteur 2025-2026 Intégrales généralisées : exercices

Exercicel (ENSEA25)

Px
, e
Etudier, en fonction des parametres réels a et f, I'intégrabilité sur ]1, +oo[ de x — — i
x%Inx
) 1 Inx
Exercice2 (ENSEA23) Convergence etcalculde | —— - dx.
0 \/}(1 — x)3/2
Indication : calculer u'(x) pour u(x) = /1% .
Exercice 3 (Mines-Télécom 25) Soit F: x fol % dr.
a) Pour x €R, calculer lim L=
r—1 It
b) Montrer que pour x = —1, F(x) diverge.
c) Montrer que F(x) converge pour x > —1.
Exercice 4 (Mines-Télécom 25) Soit f€]0,1[. Pour x>0 et £>0 on pose: @(x,1) = tiﬁ - m .

a) Donner un équivalent de ¢(x, t) quand ¢ tend vers +oo.
b) Etablir I'intégrabilité de ¢+ @(x, ) sur R% puis calculer [;"¢(x, ) dt.

Exercice 5 (CCINP25) Onpose f(x)= [/ dr.
1) Montrer que I'’on définit ainsi une application de classe C L sur 10, +ool.
2) a) Montrer que: Vx>0, f(x) < %

b) Montrer que: Vx>0, f(x)=—-e *Inx+ fx+°°e_tln tde.

¢) Montrer que f est intégrable sur ]0, +ool.

3) En effectuant une intégration par parties, calculer f0+°° fde.

Exercice6 (CCINP 24 et25)

a) Justifier la convergence de = [ _Sin[(zf)a dr.
b) Montrer que: V7 €R, sin(#)® = 2 sin(¢) — 1 sin(31) .

c) Montrer que I =3lim,_,g fjx siI;z(t) dr .

sin(t)—t
t2
e) En déduire la valeur de 1.

d) Montrer que g(f) = est prolongeable par continuité en 0.
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dr.

. _ p+oo —tz—é _ +ooe
Exercice 7 (X-ENS21et23) Poura>O0onpose I(a)= [, e 2dt et J(a)=a,
a) Justifier I'existence de I(a) et J(a) puis montrer que I(a) = J(a) pour tout a>0.

b) Montrer alors que I(a) = e_zza e (1 + t—‘;) e (-9%4r.

t2

¢) En admettant que ffo(f e ds= V7, en déduire que I(a) = \/Tﬁe‘z“.

Exercice 8 (Centrale 25)
1) a) Avec Python, conjecturer la nature de 'intégrale 0+°° (51?_21‘)2 dr.

+00 (sin £)2"M+1
t

b) Idem pour [, dt avec m € N. Qu'observe-t-on quand m tend vers +oo ?

2) a) Etablir la convergence de [, _(Sh[lzt)z dr.

. 2 .
b) En effectuant une intégration par parties, montrer que [, > % dr= fyoslds.
3) Prouver les conjectures faites en 1.b)



