PSI-Pasteur 2025-26 DM2

On s’intéresse ala décomposition del'identité d'un espace vectoriel comme somme de projecteurs...

1) Avec deux projecteurs
Soit p un projecteur d'un espace vectoriel Eet g=Idg—p.

a) Montrer que g est un projecteur.
b) Montrer que E =Im(p) PIm(qg).

¢) Montrer que si E est de dimension finie, alors la trace de p est égale a son rang.

2) Avec trois projecteurs

a) Soit p et g deux projecteurs d'un espace vectoriel E.
Montrer que si p + g est un projecteur, alors pog =0.

b) Soit p, g et r trois projecteurs d'un espace vectoriel E, tels que p+q+r =1dg.
Montrer que pog=qgop=por=rop=qgor=roq=0 et E=Im(p)PIm(qg)PIm(r).

3) Cas général en dimension finie

Soit (p;) 1<i<y une famille de k projecteurs d'un espace E de dimension finie, tels que Z pi=1dg.
1<i<k

a) Montrer que E =Im(p;) +---+Im(py) .

b) Montrer que n =r1g(p;) +--- +18(px) -

¢) Montrer que E =Im(p;) P --PIm(py) .

d) Montrer que p;op;=0 pour i # j.

e) Montrer quesi (f;), <i<k estune famille d’endomorphismes d'un espace E de dimension finie tels
que Y <<k fi=Idg et Zilerg (f;) < n, alors les f; sont des projecteurs.

4) Quatre projecteurs en dimension infinie

a) Soit f un endomorphisme d'un espace de dimension finie, de rang 1.
Montrer que f est un projecteur si et seulement si tr(f) =1.
b) En déduire la forme générale des matrices 2 x 2 qui représentent un projecteur.
¢) Soit a un scalaire quelconque. Trouver deux matrices de projecteurs de somme égale a (¢,°,).
d) On considere E = R[X] muni de sa base canonique (e;) ey (c-a-d e; = X0,
Soit f et g les deux endomorphismes de E définis par f(e;) =a;e; et g(e;) = B;e;
ou a=(0,2,-2,4,-4,6,..)et p=(1,-1,3,-3,5,...).

i) Montrer qu'il existe quatre projecteurs p, g, r et stelsque p+g=f etr+s=g.

ii) Quevaut p+g+r+s? A-t-on E=Im(p) PIm(q) BIm(r) PIm(s) ?



