PSI-Pasteur 2025-2026 Espaces préhilbertiens réels

Exercice 1l (ENSEAZ25)
a) Montrer que (A, B) = tr(AT B) définit un produit scalaire sur .4, (R).

b) Soit M = Ej, + E» 3. Déterminer, relativement a ce produit scalaire, la projection orthogonale
de M sur le sous-espace vectoriel des matrices symétriques.

Exercice 2 (Mines-Télécom 25) Soit E=Rs[X] et U3 ={X>+aX?+bX +c, (a b,c) eR%}.

a) Montrer que I'on définit un produit scalaire sur E en posant : ®(P,Q) = f ! P(X)Q(x) dx

b) Justifier 'existence et I'unicité de A€ Uz tel que ®(A, A) = min{®(BP), Pe U3} .
c) Déterminer Aet ®(A, A).

Exercice 3 (Mines-Télécom 25) Dans un espace euclidien E de dimension n,
on considére une famille de vecteurs (ey, ..., e,,) vérifiant: Vx € E, ||x|? = Zzl (X, ex)?.
Montrer qu'une telle famille est génératrice de E. Est-ce une base orthonormée de E?

Exercice4 (CCINP22) Soit (ey,...,e,) une base orthonormée d'un espace euclidien E
et (uy,..., u,) une famille de vecteurs de E.
a) Soit Ay,...,A, des nombres réels. Montrer que: |X, A;u; ||2 < (X, A5 (28 luill?).

b) En déduire que si Z g 2 <1 alors la famille (e; + U;)ieq,n) €St une base de E.

Exercice 5 (CCINPZ25) Soit (uy,..., un+1) une famille de vecteurs unitaires distincts d'un espace
euclidien de dimension n telle que : 3a€R, Vi # j, (u;,uj) = a
Calculer <Z?=1 AiUj, uj—upy) pour 1< j < n puis montrer que (uy,..., U,) est une base de E.

Exercice 6 (CCINP25) Soit EI'ensemble des fonctions continues de [-1,1] dans R.
Pour f et g dans E, on pose (f, g) = f_ll f(x)g(x)dx. On considére les sous-espaces de E :
F={feE:Vxel0,1], f(x) =0} et G={g€E : Vxe[-1,0], f(x) =0}.

1) Vérifier que (-, -) définit un produit scalaire sur E.
2) Montrer que F et G sont en somme directe orthogonale. Sont ils supplémentaires?

3) Justifier 'inclusion G < F*. On veut montrer I'égalité. Pour g € F*, soit f,, nulle sur [0,1], égale
a g(0) sur [-1, ——] et affine sur [—— 0]. Calculer (f,, g) pour établir que g(0) f gx)dx=0.
Conclure en considérant /i nulle sur [0, 1] telle que h(x) = g(0) — g(x) pour x € [-1,0].

Exercice 7 (Mines-Ponts25) Soit ag, ay,...,a,, des réels deux a deux distincts.
a) Montrer que (B, Q) — ZZ:O P(ar)Q(ay) définit un produit scalaire sur E.
b) Soit H={PeR,[X]tq ZZ:O P(ay) =0}. Quelle est la dimension de H? Que vaut d(Q, H)?

Exercice 8 (Mines-Ponts25) Soitg:x+—> e ¥,
On admet que g est intégrable sur R et que son intégrale vaut /7.

a) Montrer que, pour tout entier naturel 7, il existe un unique polynéme H, tel que :

VxeR, " (x) = (-1)"H,(x)@(x) . Préciser le degré et le coefficient dominant de H,, .
b) Montrer que I'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant : (P, Q) = ff;o P() Q) (r)dt.
c) Montrer que, pour tout n € N* et tout P € R(X], (P, H,) = (P, H,_1).

En déduire que la famille (H,,) est orthogonale. Calculer | H,||?> pour tout n€ N.

d) Pour (x, f) € R%, étudier la convergence de la série de terme général i H"(X)



