PSI-Pasteur, 6 octobre 2025, 10h-12h DS2

Exercice 1

Soit ¥ ,,>0(=1)"u, une série alternée vérifiant :

i) VneN, u, >0

i) “+ — 1 quand n— +oo

n

iii) la suite (u,) converge en décroissant vers 0
iv) VREN, Upi2 — Up+1 2 Up+1 — Up
1) Justifier de facon précise I'existence de R, = Z;Z‘;,L(—l)k uy pour tout n € N.
2) Vérifierque:VneN, |R,|+I|Ru+1l=up.

3) Vérifier que: VneN, [Ryl = |Rp+11= X2 (=1)7 (Unsp = Unsps1) -
En déduire la monotonie de la suite (R;,).

4) Montrer que: VneN, 2t <|R,| < #52L.

5) En déduire que R, est équivalent a (—1)”% quand 7 tend vers l'infini.

6) Application : trouver un équivalent de a, =372 n(—l)k¥ quand 7 tend vers l'infini.

Exercice 2

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et E,, = .4, (R). La matrice identité de E,, sera notée I,,.
Pour A€ E, et j € [1,n] onnote Aj la j-ieme colonne de la matrice A.

On s’'intéresse a I'application u qui a toute matrice A de Ej, associe la matrice B

dontla j-ieme colonne est Bj =S—A; ou S=3;_, Ag.

1) Dans cette question, n = 2 et E, est muni de la base 28 = (K3, K3, K3, Ky)

ot K1=(p0), K2=(90), Ks=(00), Ka=(31)-

1.1) Vérifier que u est un endomorphisme de E; .

1.2) Déterminer la matrice de u dans la base 2.

1.3) Montrer que u est une symétrie et préciser ses éléments caractéristiques.
1.4) Pour A € E,, exprimer le déterminant de u(A) en fonction de celui de A.

On revient au cas général et on admet que u est un endomorphisme de E,, .
2) Trouver 'expression du déterminant de #(A) en fonction de celui de A

3) Soit J,, la matrice de E,, dont tous les coefficients sont égauxalet U, =J, - I,.

3.1) Montrer que u(A) = AU, pour toute matrice A de E,, .

3.2) En déduire un polynome annulateur de u de degré 2.

3.3) Factoriser ce polynéme puis déterminer, pour k € N, 'expression de u* en fonction de I,, et u.
3.4) Cette expression est-elle encore valable pour k€ Z ?



