PSI-Pasteur 2025-2026 Normes

min(n,m)
Exercice 1 (CCINP25) PourP=3%]_, arXFetQ= Yito brX*onpose (BQ)= Y  aiby.
k=0

1) Vérifier que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E = R[X].
2) Montrer que f : P — P(0) est lipschitzienne puis déterminer I'orthogonal du noyau de f.
3) Montrer que f: P+— P(1) n'est pas lipschitzienne puis déterminer I’orthogonal du noyau de f.

Exercice 2 (Mines-Télécom 25) Soit E un espace préhilbertien réel. On suppose que F est un
sous-espace dense de E, c’est-a-dire que tout élément de E est limite d'une suite d’éléments de F.
On se donne un vecteur unitaire v et 'on considere G, 'orthogonal de la droite engendrée par v.

a) Montrerque: V(x,y) € FxF,{x,v)-y—{), 1) x€FNG

b) Montrer que tout élément de G est limite d'une suite d’éléments de FN G.

Exercice 3 (Mines-Télécom 25) Soit E un espace euclidien.
On fixe unréel k € [0,1] et 'on considere I'ensemble F = {f € Z(E) | Yx € E, || f(x)Il < kllx||} .

a) Déterminer I'ensemble F lorsque k =0.

b) Vérifier que I'application identité Idg n’appartient pas a F.

¢) Montrer que F n’est pas un sous-espace vectoriel de Z (E).

d) Montrer qu’il existe une norme sur £ (E) telle que F soit une boule fermée pour cette norme.

Exercice4 (CCINP25) Soit E=%2%([0,1],R). Pour f € Eonnote: Ny(f) = fol |f(D)ldt,
MO =1fy fOdil+ [ If'0de et No(f)=1fy fOdel+1 fy f'@del+] fy [0 del.

1) Soit f:x+—sin(2zrx). Calculer Ny(f), Ni(f) et Na(f).

2) Np est une norme usuelle. Montrer que N; est une norme. Est-ce que N, est une norme?
3) Monter que: Yf € E, 3ce[0,1], f(c) = J; f(t)dt.

4) Montrerque: VfeE, No(f) < Ni(f).
Existe-t-il une fonction f non identiquement nulle telle que N;(f) = Nyo(f) ?

5) Les normes Nj et N; sont-elles équivalentes?

Exercice5 (CCINP?25) Soitac€R, pour P e R[X] on pose: N,(P)=|P(a)|+ fol |P'(1)|dt.
1) Montrer que N, est une norme sur R[X].

2) Montrer que, pour tout P € R[X], |P(1)| < |P(0)| + fol |P'(1)|dt.
En déduire que Ny et N sont équivalentes.

3) Plus généralement, montrer que N, et N; sont équivalentes pour 0 < a<1.

4) Montrer que si une suite de vecteurs converge dans une espace vectoriel normé,
alors la suite des normes de ces vecteurs converge vers la norme de la limite de cette suite.

5) Montrer que si 1 < a < b alors N, et N}, ne sont pas équivalentes.
. . cqz . X\
Indication : on pourra considérer, pour c €]a, b[, la suite (P,) avec P, =(%)".

Exercice 6 (Mines-Ponts 17)

1) Soit E un R-espace de dimension finie et F un sous-espace de E.
Montrer que la limite d'une suite convergente d’éléments de F est toujours dans F.

2) Pour A€ #,(C) et peN, soit Sp(A) =Y 7 _, Ak—lf . Montrer que (S,(A)) est convergente.
3) Soit exp(A) =limy_, Sp(A) . Montrer que exp(A) est un polynéme en A.
4) Existe-t-il un polynome P tel que : VA € .4, (C), exp(A) = P(A) ?



