PSI-Pasteur Interrogations orales du 3 novembre 25

Exercicel (CCINP24) Pour (A,B)€R[X]onpose: (A|B) = 0+°°A(t)B(t)e_tdt.
1) Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire, puis que (X*|1) = k!.
2) Soit Q la projection orthogonale de 1 sur F = Vect(X, X2, ..., X™).
Montrer qu'il existe (ax)1<k<n tel que Q = ZZ=1 ap Xk,
3) Soit P=1-Y1_ arIlf_, (X + /).

Calculer (1 - QIXi) . En déduire que P(i) =0 pour 1 < i < n, puis I'expression de P.
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4) Montrer que inf{[;"°(1+ait+azt?+---+a,t™?e 'dt, (@ ...,a,) €R} = .

Exercice2 (Mines-Télécom 24) Soit F={(x,y,z, ) eR*|x+y+z+t=x—y—z+1=0}.
1) Montrer que F est un sous-espace de R* et donner une base de F.

2) Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur F.
3) Soit u=(1,1,1,1). Déterminer d(u, F) .

Exercice 3 (CCINP22) Soit f un endomorphisme d'un espace euclidien E et z€ E.

a) Justifier I'existence de min {|| f(x) — z|l ; x € E} et expliquer comment calculer ce minimum.
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b) Déterminer ainsi minxe 4, ®) |AX + Bl ou A= (% 3 185) et B= (%) .

Exercice 4 (Mines-Ponts 24) Soit E = R4[X], F le sous-espace de E constitué des polyndmes
pairs, G le sous-espace de E constitué des polynémes impairs.
Pour P et Q dans E on pose : ®(P,Q) =X }_, (P(k) + (-D*P(-0) (Q(k) + (-1)*Q(-k)).

1) Montrer que ® est un produit scalaire sur E.
2) Montrer que F et G sont supplémentaires et orthogonaux.

3) Déterminer une base orthonormée de E adaptéea E=F@HG.

Exercice 5 (Centrale22) Soit nun entier supérieur ou égal a 2.
L'espace R” est muni de sa base canonique (ey, ..., e;) et du produit scalaire canonique.
Si F est un sous-espace vectoriel de R”, on pose 6(F) = max<j<nd(e;, F).
a) Soit G={(x1,...,x,) | X1 +---+x, =0}.
Montrer que G est un sous espace vectoriel, préciser sa dimension et calculer 6 (G).

b) Soit F un sous espace de R” de dimension k.
Montrer que .7 | d(e;,F)? = n— k. En déduire que §(F) > n-k
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