PSI-Pasteur 2025-2026 Suites et séries de fonctions intégrables
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Justifier la convergence de I'intégrale I, puis étudier la convergence de la suite ().

Exercice 1 (Mines-Télécom 25) Pour neN* onpose [, = f
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Exercice 2 (Mines-Télécom 25) Soit I = f
0
Justifier la convergence de I puis montrer que [ =

xn

1+ x7+2
Justifier la convergence de I'intégrale I,, puis étudier la convergence de la suite ().
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Exercice 3 (Navale25) Pour neNonpose I, = f
0

Exercice4 (CCINP25) PourneN,ac[0,1]etx€]0,1],soit f,(x) = xﬂ(1+l;) et I, = fo fa(x)dx.
1) Montrer que f;,, converge simplement vers une fonction f.

2) Pour quelles valeurs de a la convergence est-elle uniforme?

3) Montrer que l'intégrale définissant I, est convergente pour tout 7 € N.

4) Montrer que la suite (I,;) converge et déterminer sa limite.

5) Que se passe-t-il pour a =17
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Exercice 5 (CCINP25) Soit I = [ lnmlr;#d

a) Justifier la convergence de I'intégrale 1.

b) Donner le développement en série entiere de In(1—#?) pour ¢ € [0, 1[.
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c) Montrer que I =32~ .
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d) Déterminer a, b et c telsque: Vne N”, YT 1)2 =t a1t G -
+ 1 2 _ + 1 + ( 1)"
e) Montrer que nool (_ T 2n— 1) 23,3 (ﬁ T 2n- 1) Z OO :
2
f) Sachant que Zn 1 2 = F , montrer enfinque: [ = 7% — 21n(2) .
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Exercice 6 (CCINP25) Pour neN* onpose u,(x) = (- 1)’1e
1) Déterminer le domaine de définition D de S: x +— Z* 1 un(x)
2) S est-elle continue sur D ?
3) Montrer que S est de classe €' sur R .
4) Pour tout x € D, calculer explicitement S(x).
5) Montrer que S est intégrable sur [0, +oo] .
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6) Déterminer la valeur de 0+°° S(x)dx, sachant que ;%) =%

Exercice 7 (Centrale24) Soit f € <€I[{O’” et,pour neN, u, = fol fx)x"dx.

a) Montrer quesi f(1) >0 alorsil existe ¢>0 et a€]0,1[ telsque: Vte[a,l], f(f) >c
b) Montrer que sila série de terme général u,, converge alors f(1) =

c) Onsuppose que f est de classe €' et que f(1) = 0. Montrer que Y u, converge.

Exercice 8 (Mines-Ponts21)
a) Pour n e N*, soit H, = 22:1 % . Montrer que H, —In(n) tend vers une limite y € R.
b) Justifier la convergence de I = [, e 'In(¢)d¢.

¢) Pour tout entier n>2 onpose I,,= [ (1- %)n_l In(t)dt.
Justifier |'existence de I, puis exprimer I, en fonction de Hj, . En déduire que I = -y .



