PSI-Pasteur 2025-2026 Séries entieres : exercices
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Exercice 1 (Mines-Télécom 25) Soit f(x) =32 75 -

a) Donner le rayon de convergence R de cette série entiere.

b) Montrer que f est continue sur ] — R, R].

¢) Trouver une expression de f(x) pour x €] — R, R].

Exercice 2 (Mines-Télécom 25) Pour ne N, onnote z, = (1+1i)".
a) Calculer le module et un argument de z,, .
b) Montrer que la fonction x — e* cos(x) est développable en série entiere sur R.

c) On écrit e*cos(x) = ;"% ‘;’,’ x"'. Montrer que, pour tout n € N, a, € N.

Exercice 3 (Mines-Télécom 25) Soit (a,) définie par ap =1 et a4+ = ﬁ ZZ:O “’,’Cj k

a) Montrerque:VneN, 0< a, < 1.
Que peut-on en déduire concernant le rayon de convergence de }_ a, x"

b) Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par S(x) = ;ZOO anx".

¢) Résoudre cette équation différentielle pour trouver une expression de S(x).

Exercice4 (CCINP25) PourkeNetneN*onpose: Iy, = [ tke " dt et ap=1I.

1) Déterminer la limite de (1 - %)n lorsque n — +o0.

2) Montrer que l'intégrale I} , est bien définie et calculer explicitement I} ,, en fonction de k et n.
3) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y/ a,x".

4) Déterminer la nature de Y% a,e” etde +°‘i(—1)”an

5) Montrer que, pour tout x €] — R, R[, Z* 1an X 0+°° ett_xtxdt

Exercice 5 (CCINP25) On définit (a,) paragp=1,a,=3 et a,=3a,-1—2a,-2pourn=2.

1) Montrer que:VneN, |a,| <4"

Que peut-on en déduire concernant le rayon de convergence de) a,x" ?

1

2) Montrer qu’il existe r >0tel que: Vx €] —r,r[, n oanx" = = 5@ s

3) En déduire I'expression de a, .

Exercice 6 (CCINP25) Soit) a,z", une série entiere de rayon de convergence R > 0.
On note R’ le rayon de convergence de Y. b,,z" ou by, = ﬁznl . 1) Montrer que R’ > max(l, R).
2) Montrer que si R’ > 1 alors R’ = R. 3)Montrer que R’ = max(1,R).

Exercice 7 (Mines-Ponts 25)

Déterminer le rayon de convergence de ¥, {+1(n+2)

Z+OO (n+1)(n+2)

x" puis la valeur de 7

Exercice 8 (Mines-Ponts 25)
Pour n € N*, on note a, le nombre de permutations de {1,..., n} sans point fixe. On pose ay=1.
a) Montrer que pour tout n€N, n!=Y7_ (7)a .

+oo dn
n=0 n!

x" pour x €] —1,1[. En déduire une expression de a,, .

b) Montrer que le rayon de convergence de }_ x"" est au moins égal a 1.

+oo dn

X
c¢) Calculer e*} /%) X

Exercice 9 (Mines-Pont25) Onpose f(0)=1et, pour x#0, f(x)=
a) Montrer que f est de classe C*° sur R.

b) Montrer que f réalise une bijection de R surR}.

c) Donner le développement limité a 'ordre 5 de f~! au voisinage de 1.



