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Exercice 1 (Mines-Télécom 25) Une urne contient initialement une boule blanche. On lance une
piece équilibrée. Si on tombe sur pile, on rajoute une boule noire dans I'urne et on relance la piece.
Si on tombe sur face, alors on tire une boule au hasard dans 'urne et le jeu s’arréte. Quelle est la
probabilité de tirer la boule blanche?

Exercice 2 (Mines-Télécom 25) On suppose que, pour tout n € N*, aA” est la probabilité qu'une
famille ait exactement n enfants, avec 0 <A1 <1 et (1+ a)A < 1. La probabilité qu'un enfant soit un
garcon est ¢ =1— p ol p est la probabilité que ce soit une fille.

a) Calculer la probabilité qu'une famille n’ait aucun enfant.

b) Pour x€]-1,1][, calculer Z;Z‘;C (Z)x”, puis la probabilité qu'une famille ait exactement k garcons.

c) Calculer la probabilité qu'une famille ait au moins 2 garcons, sachant qu’elle en a au moins un.

Exercice3 (X25) Soiteg, X et Y trois variables aléatoires indépendantes. On suppose que ¢ suit
une loi de Bernoulli de parametre 1/2 ; et que X et Y suivent une loi géométrique de parametre p.

a) Calculer la probabilité que (#¢3* (2531) ) soit inversible.

b) Calculer la probabilité que ((28}1))( (2531) X) soit a valeurs propres strictement positives.

Exercice 4 (Mines-Ponts 25) Soit (X;) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
X, ~2P(A,) avec ) A, convergente.

a) Déterminer la probabilité de I'événement "la suite (X,,) est nulle a partir d'un certain rang".

n
b) Montrer que X = HIP H e*" est presque stirement définie.
n—+oo
k=0

Exercice 5 (Mines-Télécom 25) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
On appelle taux d’arrét de X la suite (x,) ,en définie par: x, = P(X = n, X > n).

1

a) Vérifier que I'on définit une loi de probabilité en posant: Vn e N*, P(Y =n) = ;-5 -

Déterminer le taux d’arrét de cette loi.
b) Si (x,) estle taux d’arrét de X, montrer que:VneN, P(X > n) = Hz;é(l - Xr).

¢) On suppose que X a un taux d’arrét constant. Déterminer la loi de X et son espérance.

Exercice 6 (CCINP25) Une entreprise recoit par téléphone des commandes pour deux produits,
Aet B, chaque appel étant indépendant des précédents. La probabilité qu'un appel soit pour le pro-
duit A est 0,2 tandis qu’elle est de 0,8 pour le produit B. On définit les variables aléatoires suivantes :
X4 =nombre d’appels consécutifs nécessaires pour obtenir une premiere commande du produit A;
Xp =nombre d’appels consécutifs nécessaires pour obtenir une premiére commande du produit B;
L =longueur de la premiere séquence d’appels consécutifs commandant un méme produit.

Par exemple, sila suite d’appels est AALABAABB, alors X4 =1, Xp=4et L=3.

1) a) Déterminer laloi de X4, puis son espérance et sa variance.
b) Mémes questions pour Xg .

2) a) Déterminer P(Xp=n+1,L=n).
b) Montrer que P(L=n)=0,8P(Xs=n)+0,2P(Xp=n).

3) Justifier que L admet une espérance et la calculer.

4) a) Lesvariables X, et Xp sont-elles indépendantes?

b) Les variables X, et L sont-elles indépendantes?
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Exercice 7 (Mines-Ponts 25) On lance une piece qui donne pile avec la probabilité 2/3 et face
avec la probabilité 1/3. Soit Xj la variable aléatoire qui vaut 1 si on obtient face au k-iéme lancer et
0 sinon. Soit T la variable aléatoire qui compte le nombre de lancers effectués pour obtenir pour la
premiere fois deux faces consécutifs.

a) Quelles sont les valeurs possibles de T'?

b) Onnote p,, = P(T = n). Calculer p; et p».
Pour n > 3, montrer que {(X;=1,X>=0),(X;=1,Xo=1),X; =0} forme un systeme complet
d’évenements. En déduire que p;, = % Pn-2+ % Pn-1, puis une expression de p, .

c) Est-ce que T possede une espérance?

Exercice 8 (Mines-Ponts25) Soita >0 et (X},),>2 une suite de variables aléatoires indépendantes
vérifiant X, ~ %(n~% . Onpose T =min{n >2, X, =1} e NN {+oo}.

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a pour que P(7 = +00) =0.

b) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a pour que E(7) < +00.

Exercice9 (CCINP25) On considere deux variables aléatoires X et Y, avec X ~ Z2(A).
On suppose que laloi de Y sachant X = n est %(n, p).

1) Déterminer la loi conjointe de (X, Y) puislaloide Y. X et Y sont-elles indépendantes?

2) Déterminerlaloide Z=X-Y. Z et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 10 (Mines-Télécom 25) On effectue des lancers successifs d'une piece, qui donne pile
avec la probabilité p. Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de lancers effectués pour
obtenir pile pour la premieére fois. Et Y celle correspondant a I'obtention d'un deuxiéme pile.

a) Donner laloi de X et celle du couple (X, Y), en déduire laloide Y.
b) Soit Z = (Y —1)~!. Calculer 'espérance de Z.

Exercice 11 (CCINP25) Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N vérifiant :
PX=kY=n)=(})p(L—p)"27" pour k < n et 0 sinon.

a) Déterminer la loi marginale de Y.

b) Du développement en série entiere de 1, déduire : Yk e N, ¥ (})x"* = W
¢) Déterminer la loi marginale de X.

d) Lesvariables X et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 12 (Mines-Ponts25) Soita>0, p€]0,1[ et X,Y deux variables aléatoires a valeurs dans
N telles que: V(i,j) eN?, P(X =i,Y = j) = ap'/.

a) Déterminer la valeur de a.

b) Déterminer laloi de X et de Y, puis calculer son espérance et sa variance.

c) Calculer la covariance de X et Y.

d) Soit U =max(X,Y) et neN. Déterminer laloi de U sachant (X +Y =2n+1).

Exercice 13 (Centrale 25) Soit (X,;) nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs
dans {—1, 1}, de lois uniformes; et S,, = Z,’jzl X
a) Pour f € R, justifier que exp(zX;) admet une espérance et la calculer.

Montrer que E(exp(tXy)) < el’/2 pour tout (n, t) € N* x R.
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b) Justifier que exp(tS;) admet une espérance et la calculer.
Déterminer la limite de E (exp (tsﬁ)) quand 7 tend vers +oo.

ni? _
c) Montrer que: Ve >0, V¢>0, P (57” > g) < e( 2 ””), En déduire que P(S—r; > g) <e T,
Exercice 14 (CCINP 25) Soit X suivant une loi de Poisson de parametre A.
a) Montrer que P(X < n) = % A+°° t"e"tdt.
b) En déduire un équivalent de [;*° ¢"e~'dt quand n tend vers +oo.
c) Calculer Gx(1) et Gx(—1). En déduire la probabilité que X soit paire.

Exercice 15 (Navale25) Soit X une variable aléatoire telle que: Vne N*, P(X = k) = % .
a) Vérifier que Y jen+ P(X=k)=1.

b) Déterminer la fonction génératrice de X et préciser son rayon de convergence.

¢) Lavariable X admet-elle une espérance finie? Si oui, quelle est sa valeur?

Exercice 16 (Mines-Télécom 25) On considere la suite de polynomes définie par: Py =1, P} = X
et, pour tout n dans N, P42 = %(XP,,H +P,).

a) Montrer que P,, définit une fonction génératrice d'une variable aléatoire X, .

b) Déterminer |’espérance, puis la variance, de cette variable aléatoire.

Exercice 17 (CCINP 25)
a) Donner le développement en série entiere de ﬁ pour n =1 puis pour n € N*.

n+k-1

b) Soit ne€N*, p€]0,1[, g=1-p et,pour keN, pp=(""} )p"q*.
Montrer que I'’on définit ainsi une probabilité sur N.
c) Soit X une variable aléatoire vérifiant: Yke N, P(X = k) = py.
Déterminer la fonction génératrice de X, puis calculer 'espérance et la variance de X.

Exercice 18 (Mines-Ponts 25) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On dit que X est
décomposable lorsqu’il existe deux variables aléatoires Y et Z a valeurs dans N, indépendantes et
non constantes, tellesque X ~Y + Z.

1) Quelle relation a-t-on alors entre Gx, Gy et Gz ?
2) On suppose que X ~ %8(n,p). Montrer que X est décomposable si, et seulementsi, n> 2.

3) On suppose que X ~%[0,n—1] pourn >2.
Montrer que X est décomposable si, et seulement si, n n’est pas premier.

Exercice 19 (Centrale 25) Soit 8 > 0. Des individus numérotés 1,2,... arrivent successivement
dans un restaurant qui abrite une infinité de tables infiniment longues. Le premier individu s’installe
a une table puis, lorsque le numéro k + 1 se présente, il choisit une nouvelle table avec la probabilité
% ou bien choisit au hasard, avec la probabilité k—}r@, I'un des k individus déja attablés et s’assied
a la méme table. On note K, la variable aléatoire indiquant le nombre de tables occupées lorsque n
individus ont pris place.

1) Déterminer P (K, =1).
2) Soit G, la fonction génératrice de K, . Montrer que G,(x) = Llfln(?(;? ou L,(x)= ]'[;.1:_01 (x+1).

3) Calculer E (K;) et V (K},) puis en donner des équivalents quand »n tend vers l'infini.

4) Etudier le comportement de (115_71) quand 7 tend vers l'infini.



