214 Epreuves orales: Centrale I — PSI

1262. On identifie M5 ; (R) et R?. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. On
pose C = {A € My(R); VX € R? ||AX| < || X||}. On dit que A € C est un point
1 1

extrémal de C lorsque VB, Bs € C, A = 531 + 532 = A= DB; = B.
a) Montrer O2(R) C C.
b)i) Soit A € M3 (R). Montrer qu’il existe R € SO2(R) telle que AR € S2(R).

ii) En déduire qu’il existe Q1, Qy € O2(R) et (a,b) € R? tels que Q; AQy = (8 2)
iif) On suppose A € C. Montrer que a et b appartiennent a [—1, 1].

¢) Montrer que I’ensemble des points extrémaux de C est O2(R).

1263. @) Soient M € S,,(R) et A € C une valeur propre de M. Montrer que A € R.
Ind. Considérer ZT M Z, ot Z est un vecteur propre associé a \.

0 - 0 1
b) Soit A= | ° : : € My (R).

0 - 0 n-1

1 -+ n-1 n

i) Calculer tr(A) et tr(A?).
ii) Donner les valeurs propres et vecteurs propres de A.

Analyse

1264. On s’intéresse aux suites (U,,) ot Uy et Uy sont positifs et vérifient, pour tout n € N,

Unt2 = % (U2, +U2)

a) Déterminer 1’éventuelle limite de (U, ). Montrer que, si trois termes consécutifs sont

égaux, alors la suite (U,,) est constante.

b) Calculer les premiers termes de la suite (U,,) pour différentes valeurs de Uy et Uy. Que

peut-on en déduire ? Pour les suites telles que U,, — +o0, s’intéresser a la suite définie par
1 U,

Vo, = o In <7)

¢) Comparer les signes de U,, 11 — U, et U, — U, _o.

d) On suppose désormais (U, ), cn non constante. Montrer que, s’il existe ng tel que Uy, 11 >

Un, et Upgt1 = Uyy—1, alors la suite (Uy,)p>ne+1 €St strictement croissante.

On admet que, s’il existe n € N tel que Up,11 < U, et U1 < U, —1, alors la suite (U,,) est

strictement décroissante.

e) Supposons que, quel que soit N € N, la suite (U, ),,>n ne soit pas strictement monotone.

Montrer que Uy # Uj et que, si Uy < Uy, alors Uy < Uy < Us < Uy (Vérifier si I’inégalité

est stricte ou non). En déduire que la suite (U,,) converge vers 1.

f) Etablir, pour une suite (Un)n>0 non constante appartenant a S, I’équivalence des proprié-

tés suivantes :

—ilexisteunentier N > Otelque Uy > letUn41 2 1,

— la suite (Un)n>0 est strictement croissante a partir d’un certain rang,

—la suite (Uy,),,5 tend vers +oc.
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