PSI-Pasteur 2025-2026 Exercices de calcul différentiel
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Exercice 1 (Navale25) Soit f définie sur R?\ (0,0) par: f(x,y) =
a) Montrer que f peut étre prolongée par continuité en (0,0).

b) Montrer que ce prolongement est de classe C! sur R?. Est-il de classe C??

Exercice 2 (CCINP25) Soit f définie sur R? par f(x,y) = xe¥ + ye*.
a) Qu’est-ce qu'un point critique? Quel est le rapport entre point critique et extremum?
b) Montrer que si (x, y) est un point critique de f alors y +exp ( y- %) =0.

c) Prouver que f admet un unique point critique (xo, yo) € Z?; mais pas d’extremum.

Exercice 3 (Mines-Télécom 25) Soit T={(x,y)eR%, x+y<1}et f(x,y)=xy/1-x—y.
Montrer que f admet un maximum et un minimum sur 7, puis déterminer ces extremums.

Exercice 4 (Mines-Télécom 25) Soit S la surface d’équation x*> + y? +z2 +4x+6y—-2z=1.
Trouver les plans tangents a S qui sont paralleles au plan d’équation x+y+2z=0.

Exercice 5 (Mines-Ponts24)
a) Soit a € R. A I'aide d’'un changement de variable classique, résoudre 1'équation aux dérivées
partielles x%(x, y)+ y%(x, y)=af(x,y) ou f estde classe C! de R* x R* dansR.

b) Résoudre I'équation aux dérivées partielles x %(x, »+y %(x, PV =Vx2+y:f(x,y).

Exercice 6 (Mines-Ponts24) SurR” munide sastructure euclidienne canonique, soit p(x) = || x||.
a) Vérifier que f est de classe C? sur R".
b) Soit g de classe C* de R} dansRet f: R"\{(0,0)}, (x,y) — g (llxl?).
Déterminer g pour que A(f) =0.
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Exercice 7 (Mines-Ponts25) Pour (x,y) € R?\ {(0,0)}, on pose f(x,y) = D000 -

a) Montrer que f est prolongeable par continuité en (0, 0).
b) La fonction f ainsi prolongée est-elle de classe C??
c) Montrer que f admet un maximum global, que I'on précisera.

Exercice 8 (Centrale 21 et22) Soit f(x,y) = 2x2 +3y2)e_(x2+3’2).

a) Avec Python, tracer la surface représentative de f sur [-2,2] x [-2,2].

b) Montrer que f admet un minimum, que I'on précisera, sur R x R.

c) Soit a>0. Montrer qu’il existe R, >0 tel que : x* + y2 >R, = f(x,y)<a.
d) Montrer que f admet un maximum M sur R? et calculer M.

e) Pource[0,M],soitl'; ={(x,y) € RZ, f(x,y) =c}.Tracer I'; pour c € {0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.75,0.8,0.9}.

f) Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles I'. admet une tangente horizontale en un point qui
n’est pas sur 'axe des ordonnées.

Exercice9 (Centrale25) Soit f: R} xR}, (x,y)+— %+xy+% et S= {(x, ¥ f(x,); (x,y) €RY x Ri}
a) Déterminer I'’équation du plan tangent a S en un point (a, b,c) € S.
b) Montrer que f est minorée, puis qu’elle admet un minimum, que I'’on déterminera.
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Exercice 10 (Centrale25) SoitK: [0,1] x[0,1] (x,y)— .

yd-x) six>y

a) Montrer que K est continue et bornée sur [0,1] x [0, 1] .
b) Pour z € R, trouver I’équation du plan tangent a la surface d’équation f(x,y) = z.



