PSI-Pasteur Mathématiques, préparation a I'oral 2026 1/21

1 Conseils généraux

1.1 Lexaminateur (ou Pexaminatrice)

Contrairement a ce qui peut se passer en colle, son but n’est pas de vous aider dans ’apprentissage
du cours ou de vous dire ce qui va ou ce qui ne va pas. Son but est de vous évaluer. Il ou elle sera
donc souvent tres neutre. Ne cherchez pas a lire sur le visage de la personne qui vous interroge si ce
que vous dites est juste ou faux...

Extrait du rapport Mines-Ponts 2025 :

En premier lieu, il est essentiel que les candidats prennent conscience qu'une épreuve orale de concours
n'est pas une colle ni un cours particulier, et que son principal acteur doit étre le candidat]...]

Un oral est par nature une discussion avec l'examinateur. Il est nécessaire que le candidat ne reste pas
tout le temps face a son tableau. 1l doit parler de maniere claire et intelligible. Par ailleurs, il faut aussi
qu'il soit a I'écoute et qu'il sache réagir positivement lorsqu’on lui donne une indication, la meilleure
solution étant de commencer par la noter a l'écrit au tableau. Par contre, cela ne signifie pas qu'il faille
attendre de la part de I'examinateur une approbation permanente ou la solution a tous les problémes.

1.2 Gestion du temps de préparation

— tachez de saisir rapidement la finalité de I'exercice, d’identifier les concepts et les résultats qui
devront étre mis en jeu

— commencez linéairement I'exercice, méme si des concours comme CCINP autorisent le fait de
sauter des questions intermédiaires

— vous n’étes pas obligé-e-s de préparer intégralement toutes les questions, si vous pensez que vous
arriverez a les faire en direct a ’oral

— en revanche, si vous avez peur de ne pas réussir certains calculs en direct, il est recommandé de
les faire soigneusement au brouillon

1.3 Gestion del'oral

— ce n'est pas un écrit debout, il ne s’agit pas de rédiger une copie au tableau!

Il convient cependant de tenir un tableau organisé et lisible et de cantonner les abréviations a un usage

raisonnable. Et puis il est recommandé de demander l'autorisation avant d'effacer. (Mines-Ponts 2025)

— vous n’étes pas obligés de faire une présentation intégrale de I'’exercice que vous allez traiter :

En début d’épreuve, la lecture, la copie quasi intégrale au tableau de I'énoncé, la présentation générale

a l'oral du sujet constituent autant de pertes de temps; le jury interroge toujours en ayant l'énoncé de

Uexercice et le candidat est invité a entrer d'emblée dans le vif du sujet. (Centrale 2025)

— en revanche, il sera apprécié que vous présentiez synthétiquement le fruit de votre préparation :
Une présentation claire des étapes envisagées avant d’entrer dans les détails constitue en général un

atout pour la qualité de U'exposé. (CCINP 2025)

— enfin, il faut savoir gérer son temps :

Il est essentiel de rester réactif et de tirer parti des indications fournies. Lessentiel du temps doit étre

consacré au contenu mathématique, quitte a survoler des points élémentaires pour se concentrer sur

ce qui est plus délicat. (CCINP 2025)
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2 Centralel

2.1 (Tommaso Bogoni)
Soit T=(3 %) e M®).

1) Donner I'expression de T" pour n € N.
2) Montrer que E,(T) = ZZ:O %C tend vers une limite E(¢) qaund n tend vers I'infini.

3) Calculer E(T). Cette matrice peut-elle avoir le méme spectre que 7?2

2.2  (Victoire Denise)

Soit f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel E de dimension finie, tels que f? = g% =1dg
et fog+gof=0.Onnote F" =Ker(f —1Idg) et F~ =Ker(f +1dg).

1) Montrer que g(F*)=F et g(F~)=F".

2) En déduire que la dimension de E est paire.

3) Montrer que f et g peuvent étre représentées dans une méme base par (é’:l _(}Z) et ((}Z éZ) .

2.3 (Maxime Flotron)

Pour n > 2 soit V,, 'ensemble des matrices de .4, (R) dont le spectre complexe est réduit a {1} .
1) Déterminer une matrice M € V}, qui ne soit pas la matrice unité.

2) Montrer que, pour toute matrice M e V,,, (M —1,)" =0,,.

3) Déterminer une matrice M € V, telle que (M — I)?#04 et (M—13)%=0,.

4) Déterminer les matrices symétriques appartenanta V, .

5) Déterminer les matrices orthogonales appartenanta V3.

6) Montrer que si A € O,(R) admet un vecteur propre pour 1, 'orthogonal de ce vecteur est stable
pour I'endomorphisme canoniquement associé. En déduire O, N V.

2.4 (Cézar Gauzin)
1

Pour (x,y) € [—1,1]? on pose f(x,y) :f [t —x|lt—yldt.
-1
1) Montrer que f est continue sur [—1, 1]2.
2) En déduire l'existence de u=min{f(x,y), (x,y) € [-1,1]%}.

2 (y-x°
3) Pour—lgxgygl,montrerquef(x,y):§+2xy+ 3

4) En déduire la valeur de p.

2.5 (Paul Gotteland)

1) Soit M=(020). Déterminer Ker(M), Im(M), Ker(M?), Im(M?).
Ker(M) et Im(M) sont-ils supplémentaires? Ker(M?) et Im(M?) sont-ils supplémentaires?

2) Soit u un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension finie.
Onnote N(u) =UgenKer (u¥) et C(w) = NgenIm (u*).
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a) Montrer que N(u) et C(u) sont deux sous-espaces supplémentaires stables par u.
b) Montrer que 'endomorphisme induit par u sur C(u) est un automorphisme.
c) Montrer que 'endomorphisme induit par u sur N(u) est nilpotent.
d) Montrer qu’il existe p € N tel que N(u) =Ker(u”) et C(u) =Im (uP).
e) Montrer que si F et G sont deux sous-espaces de E vérifiant
i) E=FaeG

ii) F eststable par u; et u induit sur F un automorphisme

iii) G est stable par u; et u induit sur G un endomorphisme nilpotent
alors F=C(u) et G=N(u).

2.6 (Loic Jeanjean)

1) Soit (u,) une suite de réels convergeant vers 0.
Montrer que la convergence de la suite (¥3”  uy) entraine celle de la série de terme général u,, .

2) Soit hy=Y7_ (-D*Vk.
V2n
2
3) Ilyavait une derniere question...

Montrer que hy, ~ quand 7 tend vers l'infini. En déduire un équivalent de h,, .

2.7 (Haythem Medhmed)

Soit 6 > 0. Des individus numérotés 1,2,... arrivent successivement dans un restaurant qui abrite
une infinité de tables infiniment longues. Le premier individu s’installe a une table puis, lorsque le
numéro k + 1 se présente, il choisit une nouvelle table avec la probabilité % ou bien choisit au
hasard, avec la probabilité ﬁ, I'un des k individus déja attablés et s’assied a la méme table. On note
K, la variable aléatoire indiquant le nombre de tables occupées lorsque n individus ont pris place.
1) Déterminer P (K, =1).

2) Soit G, la fonction génératrice de K;, . Montrer que G,(x) = LIZI(?G);) ou L,(x)= ]'[;7:_01 (x+1).

3) Calculer E (K};) et V (K},) puis en donner des équivalents quand n tend vers l'infini.

4) Etudier le comportement de (lﬁ—’;q) quand 7 tend vers l'infini.

2.8 (Soléne Pelong)

Soit (X,;)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {—1, 1}, de lois uni-
formes; et S, = ZZ:I Xp.

1) Pour t € R, justifier que exp(fX,) admet une espérance et la calculer.
Montrer que E(exp(tX,)) < etz/2 pour tout (n, 1) e N* x R.

2) Justifier que exp(tS,,) admet une espérance et la calculer.

Déterminer la limite de E (exp (%’;)) quand 7 tend vers +oo.

2
1 _net ne?

3) Montrer que: Ve >0, Vt>0,P(S—,;’ 25) <e[ 2 J En déduire que P(S—n’lég) <Le 2.
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2.9 (Antonin Perenne)

1) Montrer que pour toutes matrices A et B de .#,,(C), tr(AB) = tr(BA).

2) Soit f une application linéaire de .#,,(C) dans .#,(C) vérifiant f(AB) = f(A) f(B)
pour toutes matrices A et B de 4, (C). Pour M € .4, (C) on pose ®(M) = tr(f(M)).

a) Montrer que ®(AB) = ®(BA) pour tout couple (A, B) de matrices de .4, (C) .
b) En déduire qu'il existe a € C tel que tr(f(M)) = atr(M) pour toute matrice M € .4, (C) .

2.10 (Kevin Salib)

1) Exposer, en le justifiant, ’algorithme de Gram-Schmidt.

2) Soit A€ GL,(R). Montrer qu'’il existe une matrice U orthogonale et une matrice 7T triangulaire,
a coefficients diagonaux strictement positifs, telles que A=UT.

3) Etablir I'unicité d’un tel couple de matrices (U, T).

2.11 (Lucas Syhanath)

1) Montrer que pour tout 7 € N il existe une unique fonction f;, de classe €2 de R* dans R vérifiant :
faD) = f22)=0 et fi(x)=(-D"27"%,

2) Etablir la convergence uniforme des séries de fonction Y. f/, ¥ f, et Y. f;, sur tout segment de R*.

3) Soit S(x) =¥ ,,>0 fu(x). Montrer que f est de classe C? surRet que || flloo <1/3.

2.12 (Jeanne D’Albret)
Soit n un entier supérieur ou égal a2 et E =R, [X].
1) Donner la formule de Taylor pour P € E et a€ R. La démontrer pour a=0.

X
2) Pour P € E, démontrer I'existence et 'unicité de Q€ E telque: VxeR, (x-1)Q(x) = f P(r)dr.
1

3) Soit f I'application qui a P € E associe le polynome Q défini dans la question précédente.
Montrer que f est un endomorphisme diagonalisable.

4) Ily avait une derniere question...

2.13 (BEOS 8684)
exp(iz) —exp(iz)

o et ¢(z) =|z|>.

Pour ze€ C on pose s(z) =

1) ¢ est-elle bornée sur C ?
2) Montrer que ¢ estbornéesur D={zeC; |z| < 1}.

3) Montrer que ¢ atteint son maximum sur D en exactement deux points.

2.14 (BEOS 8923)

Soit E un espace euclidien et f € GL(E) vérifiant: V(x,y) € ExE, (f(x),y) = —(x, f(y)).
1) Montrer que s = fo f estun endomorphisme auto-adjoint.

2) Montrer que les valeurs propres de s sont strictement négatives.
En déduire que la dimension de E est paire.
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3) Soit x un vecteur propre pour s.
Montrer que F = Vect (x, f(x)) est un plan stable par f, puis que F* est également stable par f.

4) En déduire qu'il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de f est diagonale
par blocs, avec des blocs de la forme ( ‘8) )

2.15 (rRMS 1262)

On identifie 4> (R) et R?. On munit R? de sa structure euclidienne canonique.
On pose € = {A€ 4rR): YX €R? ||AX]| > | X|I}. On dit que A € € est un point extrémal de €
lorsque : Y (By,B,) € 6%, A= 3(B1+By) = A=B;=B;.

1) Montrer que O2(R) c%6.
2) a) Soit A€ /> (R). Montrer qu’il existe R € SO, (R) telle que AR € S2(R).
b) En déduire qu'il existe Q; et Qy € O»(R) telles que: Q1 AQy = (49).
c¢) On suppose que A € €. Montrer qu’alors a et b appartiennent a [—1,1].

3) Montrer que I'ensemble des points extrémaux de € est O, (R).

3 CCINP

3.1 (Anton Beltran)
3.1.1

Une entreprise recoit par téléphone des commandes pour deux produits, A et B, chaque appel étant
indépendant des précédents. La probabilité qu'un appel soit pour le produit A est 0,2 tandis qu’elle
est de 0,8 pour le produit B. On définit les variables aléatoires suivantes :

X4 = nombre d’appels consécutifs nécessaires pour obtenir une premiere commande du produit A;
Xp = nombre d’appels consécutifs nécessaires pour obtenir une premiere commande du produit B;
L =longueur de la premiere séquence d’appels consécutifs commandant un méme produit.

Par exemple, si la suite d’appels est AAABAABB, alors X4 =1, Xp=4et L=3.

1) a) Déterminer laloi de X4, puis son espérance et sa variance.
b) Mémes questions pour Xg .

2) a) Déterminer P(X4,=n+1,L=n).
b) Montrer que P(L=n)=0,8P(X4=n)+0,2P(Xgp=n).

3) Justifier que L admet une espérance et la calculer.

4) a) Lesvariables X4 et Xp sont-elles indépendantes?

b) Les variables X4 et L sont-elles indépendantes?

3.1.2
|
Soit I:f no
o (t-1)
a) Justifier la convergence de I.
b) Montrerque I=Y % L.

n=1 nz
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3.2 (Tommaso Bogoni)
3.2.1

+00 i t 3
1) Justifier la convergence de [ = f Sin(?) dr.

0 12
2) Montrer que: Y € R, sin(#)® = 3sin(s) - 1sin(37) .

3. 3% sin(t)
3) Montrer que [ = - lim >—dr.
x—0Jy r

sin(¢) — ¢

4) Montrer que g(t) = 2 est prolongeable par continuité en 0.

5) En déduire la valeur de I.

3.2.2
Soit M(a, b, c) = (g b 8) .
cO0a
a) Déterminer les éléments propres de M(a, b, c).
b) M(a, b, c) est-elle diagonalisable?
c) Calculer le déterminant de M(a, b, c).

d) Lorsque ce détermianant est nul, préciser I'image et le noyau de M(a, b, c¢).

3.3 (Ftienne Bouilleau)

3.3.1
Soit a>0.
1
1) Justifier |’existence de f dr.
o 1+1t2

1

2) Justifier 'existence de f t"*dt et calculer sa valeur.
0

+00 (_1)n

1
3) On souhaite montrer que : f .
o 1+1 r—oha+1

a) Est-il possible de le montrer grace a la convergence uniforme d’une série de fonctions?
b) Est-il possible de le montrer grace a la convergence de la série des intégrales?
c) Est-il possible de le montrer grace par majoration du reste d'une série de fonctions?

d) Quelles formules obtient-on pour a=1et a=2?

3.3.2

a) Enoncer le théoréme du rang.

b) Sous quelles hypothese I’énoncé suivant est-il vrai?

Soit u une application linéaire d'une espace E dans un espace F, alors u injective <= u surjective

Donner des contre-exemples pour illustrer I'importance de ces hypotheses.
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3.4 (Célia Bruyére)
3.4.1

1) Donner deux CNS pour qu'une matrice soit diagonalisable.

2) Dans la suite, A est une matrice de .#,,(R) vérifiant: A>-5A+61,=0.
Montrer que A est semblable a une matrice diagonale D.

3) Pour M e .4, (R) onpose f(M)=DM-MD.
Montrer que I’on définit ainsi un endomorphisme diagonalisable de .4, (R) .
Indication : on pourra écrire M et D sous forme de matrices par blocs.

3.4.2
(=1)"sin(In(n))
. .

Etudier la série de terme général u,, =

Indication : étudier v, = Uy, + Upny1 -

3.5 (Thomas Candeias Da Silva)

3.5.1

. - N 1 .
1) Donner le développement en série entiere de 0= pour n =1 puis pour n > 2.
2) Soit neN*, p€]0,1[, g=1-p et,pour k€N, p; = (”+,I§_1)p”qk.

Montrer que I'on définit ainsi une probabilité sur N.

3) Soit X une variable aléatoire vérifiant: Yk e N, P(X = k) = py..
Déterminer la fonction génératrice de X, puis calculer 'espérance et la variance de X.

3.5.2

Résoudre I'équation différentielle : y'(x) —2xy(x) = (—2x—1)e*.

3.6 (Albane De Gélis)
3.6.1

Pour ne N* et x > 0 on pose f;,(x) = ——.
p fa(X) sh(nx)

1) Donner le domaine de définition de S(x) =) ;> fu(x).
2) Déterminer le domaine de continuité de S, puis les variations de S.
3) Démontrer qu’il existe A>0telque:Vn>2, Vx> A, f,(x) <3e ™.

4) En déduire que S(x) ~ quand x tend vers +oco.

_1
sh(x)
3.6.2

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E.
On suppose que u est annulé par un polynéme dont 0 est racine simple.

a) Que peut-on dire des coefficients de P?
b) Montrer que Ker(u) = Ker(u?).

¢) Montrer que si u est nilpotent alors u est nul.
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3.7 (Victoire Denise)

3.7.1

+00 +00 e—x(1+t2)

e du. On pose f(x):f ——dr.
0

On veut calculer A= f
1+ 12

0
1) Montrer que f est définie et continue sur [0, +ool.

2) Calculer f(0) et déterminer la limite de f(x) en +oco.

3) Montrer que f est C' sur 10, +oo[ puis établir que f’(x) = —A% .
4) Montrer que f0+°° fl(Hde= —2 A2, En déduire la valeur de A.

3.7.2

Soit M € 4, (R) vérifiant M> =4M et tr(M) =0.
a) Enoncer et démontrer le résultat liant polynéme annulateur et valeurs propres.
b) Caractériser les matrices M vérifiant les deux conditions de I’énoncé.

3.8 (Gabriel Duclos)
3.8.1

Soit X suivant une loi de Poisson de parametre A.
1) Montrer que P(X < n) = # /{'OO t"e dt.

2) En déduire un équivalent de [,

t"e"'dr quand n tend vers +oo.
3) Calculer Gx(1) et Gx(—1). En déduire la probabilité que X soit paire.

4) Ily avait une derniere question...

3.8.2

a) Donner la définition du produit scalaire canonique sur .#>(R).
b) Soit F={(%.°¢ b-li)—c) , (a,b,c) e R®}. Déterminer une base de F.
¢) En déduire la dimension de F*.

d) Déterminer la distance d’'une matrice quelconque de .4 (R) a F.

3.9 (stella Dunoyer de Segonzac)

3.9.1
1 2 --- n
Soit n>3 et A=

1) Déterminer le rang de A. En déduire la dimension de Ker(A). A est-elle diagonalisable?
2) Montrer que pour toute matrice colonne X de taille nona: X TAX K max(Sp(A)) XTX.
3) Montrer que I'inégalité précédente est une égalité si et seulement si X est propre pour max (Sp(4)).

4) Montrer que Sp(A) = {0,A,1 — A} ou A désigne la plus grande valeur propre de A.
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3.9.2

On lance indéfiniment un dé classique, équilibré. On note X; la valeur du i-eme lancer.
a) Déterminer la probabilité que X; # X>.
b) Quelle est la probabilité que pour tout i € N*, X; = X;?

¢) On note alors N la variable aléatoire égale a I'indice i du premier lancer tel que X; # X .
Déterminer la loi de N.

3.10 (Gavivarsan Ganeshanathan)

3.10.1
+00 e—xt(sin t)Z

Soit g(x)Zf ——dt.
0 t

1) Montrer que I'intégrale définissant g(x) converge pour tout x > 0.
2) Déterminer la limite de g(x) quand x tend vers +oco.
3) Montrer que g est de classe C Lsur R} et calculer g'(x) .

4) En déduire 'expression de g(x).

3.10.2

Soit M € #,(R) vérifiant M> =4M et tr(M) =0.
a) Enoncer et démontrer le résultat liant polynéme annulateur et valeurs propres.
b) Caractériser les matrices M vérifiant les deux conditions de I’énoncé.

3.11 (César Gauzin)
3.11.1

Soit # un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension 7.
On suppose que u® = u? avec u #Idg, u? # u et u? £0.

1) Montrer que Sp(u) <{0,1}.

2) Montrer qu'’il existe un vecteur x # O tel que u(x) = 0g. Que peut-on en déduire?
3) Montrer de méme que 1 est une valeur propre de u.

4) Montrer que E = Ker(u?)@Im (u*) et que Im(u?) =Ker(u—1dg).

5) Soit p = dim (Ker (u—1dg)), r = dim(Ker(u)) et g=n—-p-r.

I, 0 0
Montrer qu'’il existe une base de E dans laquelle u est représentéepar | 0 0, A
0 0 04

3.11.2
a) Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le cas d’égalité.

+t
b) Montrer que: Y(x,y) € R?, VreR, x+iyl <V1+1£2,

|x+ ty|
¢) Montrer que : sup, ,)er2\((0,0)} SLh V1+12.
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3.12 (Paul Gotteland, Hugo Isaert)
3.12.1

1) Soit A€ .4,(R). Que peut-on dire de dét(A) s'il existe B € .4, (R) telle que B2=A?

2) SoitaeRet A=(5% § 4.
Calculer dét(A). En déduire une condition pour qu'il existe B € .4, (R) telle que B*> = A.

3) Désormais a > 0. Déterminer les éléments propres de A puis donner une matrice P inversible et
une matrice D diagonale telles que A= PDP™1.

4) Désormais a#1 et a#3. Montrer que si M est telle que M? = D alors MD = DM.
Déterminer les matrices M telles que M? = D. En déduire les matrices B telles que B> = A.

3.12.2

Trouver une suite a termes strictement positifs qui tend vers 0 mais qui n’est pas décroissante.

3.13 (Loic Jeanjean)
3.13.1

Soit a > 0 et ¢ une fonction continue sur [—a, a].
On suppose qu’il existe unréel c > 0tel que: Vx e I, [p(x)| < clx].
On cherche les fonctions f continues sur I, nulles en 0, telles que: Vxe I, f(x)— f (%) =p(x).

1) Montrer que S(x) =Y ¢ (37) est une solution.
2) Montrer qu’il n'y a pas d’autre solution.

3) Montrer que si ¢ est de classe ¢! alors S itou.

3.13.2

a) Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

n i>n2

b) Montrer que: Y(xi,...,x,) € (RY)", ¥ xi=1 = Yy

3.14 (Harishan Koneswaran)
3.14.1

Soit # un endomorphisme d'un C-espace vectoriel E de dimension finie.

1) Montrer que si u est diagonalisable alors u? itou.

2) Montrer que la réciproque est fausse.

3) Soit A € C*. Montrer que : Ker(u? — A?1dg) = Ker(u — Aldg) @Ker(u + AIdg) .

4) Montrer que si u? est diagonalisable et inversible, alors u est diagonalisable et inversible.
5) Montrer que si u est diagonalisable alors P(u) est diagonalisable pour tout polynéme P.

6) Soit P un polynéme annulateur de u. On suppose que P’(u) est inversible.
Montrer que les valeurs propres de u sont racines simples de P.

7) On suppose qu'il existe un polynome Q tel que Q(u) soit diagonalisable et Q'(u) inversible.
Montrer que u est diagonalisable.
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3.14.2
On considere une urne contenant des boules rouges et des boules vertes, dans laquelle on effectue
des tirages avec remise, supposés indépendants, avec une probabilité p d’obtenir une boule verte.

a) Soit X; le rang d’apparition de la premiere boule verte.
Déterminer la loi de X; puis donner son espérance.

b) Soit X le rang d’apparition de la premiére boule verte.
Déterminer la loi de X, puis donner son espérance.

3.15 (Sasha Lemaire)

3.15.1

On considere deux variables aléatoires X et Y, avec X ~ 22 ().
On suppose que laloi de Y sachant X =n est %4(n, p).

1) Déterminer la loi conjointe de (X, Y) puislaloide Y.

2) X et Y sont-elles indépendantes?

3) Déterminerlaloide Z=X-Y.

4) Z et Y sont-elles indépendantes?

3.15.2

Soit A une matrice symétrique réelle vérifiant (E): A3 +4A%+5A=0.
a) Aest-elle diagonalisable? Justifier.
b) Quel lien y-a-t-il entre les racines d'un polynéme annulateur de A et ses valeurs propres?

¢) Quelles sont finalement les matrices vérifiant (E) ?

3.16 (Haythem Medhmed)
3.16.1

Pour n €N, a€[0,1] et x €10, 11, s0it f,(x) = Atz et I = fy fu(x)dx.
1) Montrer que f, converge simplement vers une fonction f.

2) Pour quelles valeurs de a la convergence est-elle uniforme?

3) Montrer que 'intégrale définissant I,, est convergente pour tout n € N.
4) Montrer que la suite (I,;) converge et déterminer sa limite.

5) Que se passe-t-il pour a =17

3.16.2

Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et (ey, ..., e,) une base de E.

On considere f € Z(E) vérifiant f(e;) =:--= f(e,) = v, ol v est un vecteur donné de E.
a) Déterminer le rang de f.

b) f est-il diagonalisable?
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3.17 (Hristina Mirovic)
3.17.1

Soit ¢ I'application qui a P € R3[X] associe le reste de la division euclidienne de X?P par X* - 1.
1) Vérifier que ¢ est un endomorphisme de R3[X].

2) Donner la matrice A de ¢ dans la base canonique de R3[X].

3) Aest-elle diagonalisable? (on pourra calculer A?)

4) Déterminer les éléments propres de ¢.

5) Lamatrice A est-elle inversible? Que représente-t-elle géométriquement?

6) Lapplication ¢ est-il un automorphisme de R3[X]?

3.17.2
%2 3

. nx
si x=0, >
l+nx l+nx

a) Montrer que (f,;) converge uniformément sur R vers une fonction que I'on précisera.

Pour n €N on pose f,(x)= si x<0.

b) Montrer que f, est dérivable sur R puis étudier la convergence de (f}).

3.18 (Alina Mohammad)

3.18.1

Soit a, = [ (”th)ndt.

1) Montrer que la suite (a,) est convergente et préciser sa limite.

2) Montrer que la série de terme général (—1)"a,, est convergente.

3) Soit R le rayon de convergence de la série de terme général a,x" et f sa somme.
a) Montrer a,, > m% ; en déduire la valeur de R.
b) Montrer que 2n+3)an+1 =1+ (n+1a,.
c) Trouver une équation différentielle satisfaite par f.

3.18.2

Soit p et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel E de dimension finie, vérifiant :
p+q=1dg et rg(p)+rg(qg) <dim(E).

a) Montrer que E =Im(p) PIm(qg) .

b) Montrer que p et g sont des projecteurs.

3.19 (Mayeul Moreau)
3.19.1

Soit A€ 4, R) et M= (g} 4).

1) Montrer que si A est semblable a B alors P(A) et P(B) sont semblables pour tout polynéme P.
2) Calculer M* puis P(M) en fonction de A, P(A) et P'(A).

3) En déduire que si M est diagonalisable alors A l'est aussi.

4) Démontrer que si M est diagonalisable, alors A est nulle.
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3.19.2

Soit (uy) la suite définie par ug €]0, [ et u,+; =sin(uy,) .
a) Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
b) Montrer que la série de terme général u>, converge.

-2

-2
ni1 — Uy~ CONverge.

¢) Montrer que la suite de terme général u

d) Trouver un équivalent de u;, .

3.20 (Tristan Pallan)

3.20.1

Soit E = 62([0,1],R). Pour f € Eonnote: No(f) = fi If(Dlde, Ni(f) =1 fy fF(Odel+ [y |f'(B)lde
et No(f)=1f) fodel+1fy fodel+1fy f" (0 del.

1) Soit f:x+sin(2rx). Calculer Ny(f), N1(f) et No(f).

2) Ny est une norme usuelle. Montrer que N; est une norme. Est-ce que N, est une norme?

3) Monterque: VfeE, 3cel0,1], f(c) = folf(t)dt. En déduire que: Vf e E, No(f) < Ni(f).
4) Existe-t-il une fonction f non identiquement nulle telle que N;(f) = No(f) ?

5) Les normes Ny et N; sont-elles équivalentes?

3.20.2

Soit & € C et Ala matrice de .#,(C) définie par: A; ;= a'*/72.
a) Déterminer le rang de A, puis ses valeurs propres.

b) Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles A n’est pas diagonalisable?

3.21 (Emma Pelerin)

3.21.1

1) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois de Poisson
de parametres A et u. Montrer que X + Y suit une loi de Poisson.

2) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi géométrique de para-
metre p. Déterminer laloide X + Y.

3) Donner la fonction génératrice de la somme de deux variables aléatoires indépendantes X et Y.
4) Donner la fonction génératrice d'une loi uniforme sur [0, 7 —1].

5) Montrer que, si n n’est pas premier, une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, n—1] peut s’écrire
comme somme de deux variables aléatoires indépendantes non constantes.

3.21.2

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u € £ (E) et H un hyperplan de E stable par u.
a) Montrer qu'il existe A tel que Im(u — Aldg) < H.

b) Montrer qu'un tel scalaire est valeur propre de u.



PSI-Pasteur Mathématiques, préparation a I'oral 2026 14/21

3.22 (Soléne Pelong)
3.22.1

1) Soit A= ((b’ g) avec (a, b) € R2. Donner une CNS pour que A soit diagonalisable.

2) Soit (ey, e, ..., e2p) la base canonique de R2” et f 'endomorphisme de R2P représenté dans cette
base par la matrice A définie par: A;zp+1-; = @; pour1 <i<2p; et A; ;=0 pour j#2p+1—i.

a) Représenter la matrice A.

b) Montrer que, pour tout 1 <i < 2p, le sous-espace E; = Vect(e;, €2p+1-;) est stable par f.
c) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si sa restriction a chacun des E; I'est.

d) En déduire une CNS pour que A soit diagonalisable.

3) Que dire en dimension impaire ?

3.22.2
+00 1
Pour ne N* et @ >1 on pose R,(a) :kZ lﬁ.
=n+

a) Justifier I'existence de R, et donner sa limite quand 7 tend vers l'infini.

b) Trouver un équivalent de R, quand n tend vers l'infini.

3.23 (Antonin Perenne)
3.23.1

Soit E I'’ensemble des fonctions continues de [-1, 1] dans R.
Pour f et g dans E, on pose (f,g) = f_ll f(x)g(x)dx. On consideére les sous-espaces de E :
F={feE:Vxel0,1], f(x) =0} et G={g€E : Yxe[-1,0], f(x) =0}.

1) Vérifier que (-,-) définit un produit scalaire sur E.

2) Montrer que F et G sont en somme directe orthogonale.

3) F et G sont-ils supplémentaires?

4) Justifier 'inclusion G < F*.

5) On veut montrer |’égalité.
Pour g € F4, soit f, nulle sur [0,1], égale & g(0) sur [—1,—1] et affine sur [-1,0].
a) Calculer (f;, g) pour établir que g(0) f_ll gx)dx=0.

b) Conclure en considérant ki nulle sur [0, 1] telle que /(x) = g(0) — g(x) pour x € [-1,0].

3.23.2

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi ¢4(p); et Z =min(X,Y).
a) Donner laloi de X, son espérance et sa variance.

b) Calculer P(X >2).

c) Plus généralement, calculer P(X > n) pour ne€ N*.

d) Calculer P(Z > n) pour neN*.



PSI-Pasteur Mathématiques, préparation a I'oral 2026 15/21

3.24 (Camille Renaud)
3.24.1

/4
Pour n e N on pose In:f (tanx)"dx.
0

1) Déterminer la limite de I, lorsque n tend vers l'infini.
2) Calculer I, +1,5. (on pourra effectuer le changement variable ¢ = tan(x) )

2 . (_l)n
3) En déduire la valeur de ;%) 55 .

4) Justifier la convergence de Z;Z%(—l)”l n puis calculer la valeur de cette somme.
__a b+cu )

3 1
(on cherchera (a, b, c) € R° tel que I+ 0+w — 1+u T 1+u2

3.24.2

a) Rappeler la définition de matrices semblables.

b) Soit n en entier supérieur ou égale a 2 et A € .4, (R) non inversible.
Montrer que A est semblable a une matrice dont la premiere colonne est nulle.
En déduire qu'il existe une matrice B non nulle telle que AB=BA=0,.

3.25 (Kevin Salib)
3.25.1

+00 2
Soit I, :f e "dt.
—0o0
1) Justifier I'existence de I, pour tout n € N.
2) Ondonne I = /7. Trouver I'expression de I, pour n € N*.
3) Montrer que I'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant (P, Q) = ffo‘f e‘tZP(t)Q(t) dz.

4) Calculer d (X3 R,[X]) pour ce produit scalaire.

3.25.2

a) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois de Poisson
de parametres A et u. Montrer que X + Y suit une loi de Poisson de parametre A + p.

b) Oubliée

¢) Soit Z une variable aléatoire indépendante de X, suivant une loi géométrique de parametre p.
Calculer P(X=2).

3.26 (Lucas Syhanath)
3.26.1

In(1+x2n?)
n2ln(1+n) °

1) Montrer que la série de terme général u,(x) converge pour tout x € R.

Pour x € R et n € N* on pose u,(x) =

2) Montrer que la somme de la série est continue sur R.

3) Lasérie des dérivées converge-t-elle normalement sur R?
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4) Montrer que la série des dérivées converge uniformément sur R.
(on pourra pour cela effectuer une comparaison série intégrale)

5) Montrer que la somme de la série est de classe €' sur R.

3.26.2

Soit A un matrice de .4, (R).
a) On suppose que A3+ A2 +2A+ 1, =0,. Montrer que A est inversible et préciser son inverse.

b) On suppose que A%+ A+ 21, =0, . Montrer que 7 est pair.

3.27 (Lorelei Tatard)

3.27.1

+00 _
Soit F(x) :f ﬂe_“dt.

0 12
1) Montrer que F est définie et continue sur [0, +ool.

2) Montrer que F est de classe C? sur 0, +ool.

3) Déterminer les limites de F(x) et de F'(x) en +oo.
4) Montrer que F'(x) =In(x) — %ln(l +x%) pour x>0.
5) Déterminer la valeur de F(x) pour x e R, .

6) Soit [ = f0+°° % dz. Exprimer I en fonction de F(0) puis déterminer sa valeur.

3.27.2

Soit u et v deux endomorphismes d'un espace vectoriel E.
1) Montrer que toute valeur propre non nulle de uo v est valeur propre de vou.
2) Montrer que si E est de dimension finie, alors uo v et vou ont méme spectre.

3) Dans cette question, E=R[X], u(P) = fOX P(x)dx et v(P)=P'.
Déterminer uov et vou puis montrer que 0 est valeur propre de I'un de ces deux endomorphismes
mais pas de I'autre.

3.28 (Julia Trabal-Gozlan)
3.28.1

Pour ke Netne N* onpose: I, = [t

e "dr et ay,=1I,,.

1) Déterminer la limite de (1 - 1)" lorsque n — +oo.

2) Montrer que l'intégrale I}, est bien définie.

3) Calculer explicitement I , en fonction de k et n.

4) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y/ a,x".
5) Déterminer la nature de Y% ane” etde Y[ (-1)"a,e".

6) Montrer que, pour tout x€] —R,R[, Y a,x" = 0+°° eft—xtx dr.
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3.28.2

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N vérifiant :
PX=kY=n=()pd-p"27" pour k<n et0sinon, ot p€[0,1].
a) Déterminer la loi marginale de Y.

b) Donner le développement en série entiere de T .

c) Endéduire: YkeN, X+ (})x"F = W .

d) Déterminer la loi marginale de X.

e) Lesvariables X et Y sont-elles indépendantes?

3.29 (Youstos Wahba)

3.29.1
Un(0)In(1-£2
0 t
1) Justifier la convergence de l'intégrale I.

2) Donner le développement en série entiere de In (1 - tz) pour € [0,1].

—_y+oo 1
3) Montrer que I =22 5 =57 -

. . . * 1 _ g b c
4) Déterminer a, b et c telsque: Yne N*, G = nt a1t Gz
1 + 1 +oo (=" 1)”
5) Montrer que T2 (4 - 527) =255% (& -~ zy) = 5055
6) Sachant que } ;2 17112 = F montrer enfin que : [ = ——21n(2)

3.29.2

Etant donné A = (4; ;) € 4,(R), on définit pour tout x € Rla matrice M(x) par :

[M(x)];,j = Aj,j+x pour 1 <i,j<n.Ons'intéressea D(x) = dét(A(x)).
a) Ondonne A=(_} 3). Calculer D(x).

b) Montrer que D(x) est toujours un polynome en x, de degré au plus 1.

¢) En déduire la valeur de dét(A) lorsque A;;=a, A;j=Db pour i> j etcpour i<j.

4 Mines-Ponts

4.1 (Ftienne Bouilleau)
4.1.1

Soit (u#,,) une suite de réels strictement positifs.

On suppose qu’il existe un réel A tel que ”L’:” =1-% + wy, avec ) w, absolument convergente.

a) Montrer que la série de terme general +1n ( ””“) converge absolument.

b) En déduire que la convergence de la suite de terme général ntu,, .

. . 2z . P Z n
c) Montrer ainsi la convergence de la série de terme général -7
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4.1.2

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E.
On suppose que u est annulé par un polynéme dont 0 est racine simple.
Montrer qu’alors : E =Im(u) @ Ker(u).

4.2 (Maxime Flotron)

4.2.1

§oit neN”* et f un endomorphisme de C".

Etant donné un supplémentaire H de Ker(f), on considere g: H — Im(f); x— f(x).
1) Montrer que g est un isomorphisme.

2) Soit r =rg(f). Montrer qu’il existe deux bases 98, et %, de C" telles que Matg, 2, () = J;,
ol J, estla matrice diagonale ayant 1 sur les r premiers coefficients diagonaux, et 0 ailleurs.

3) Soit C € .4, (C) une matrice de rang r. Montrer qu’il existe des matrices inversibles P et Q telles
que C=PJ,Q, ou J; estla méme matrice que précédemment.

4) Soit A et B deux matrices de .4, (C) telles que AC = CB.
Montrer que A et B ont au moins r valeurs propres communes (comptées avec multiplicité).

5) Lorsque C est inversible, montrer le résultat précédent rapidement.

4.2.2

. _ 42
a) Donner un équivalent de | x+°° e " dr quand

. L . e _p
b) En déduire un équivalent de la suite définie par ug=1 et u,+; = u, + f;ﬂooe dr.

4.3 (César Gauzins)
4.3.1
1) Comparer tr(A) et tr(AB) pour A€ %, (R) et Be O,(R).

2) Pour M € ./, (R), établir la convergence de ZZZ% MT,k On exp(M) la valeur de cette somme.

3) On admet que si MN = NM, alors exp(M + N) = exp(M) exp(N).
Montrer que si B est antisymétrique alors, pour tout x € R, exp(xB) € O, (R).
4.3.2
Trouver f continue de R dans R telle que I'équation y” (x) + y'(x) + f(x) y(x) =0 admette
une base de '’ensemble des solutions de la forme (g, g?) avec g de classe €2 sur R.
4.4 (Wandrille Loury)
4.4.1

1) Soitf € |0,Z[. Montrer que: 0<sinf <6 <tan6.

1
2) Endéduire que : (cotanf)? < 0 < 1+ (cotanf)?.
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sin((2n+ 1)) . _—
3) Montrer que: SO =Im((i+ cotanf)*"*1).
4) En deéduire qu'il existe P, € RIX] tel que: V0 e |0,2], P, ((cotant)?) sin(@2n + 1)
€ : € [ = "
N dedulre qu 1l existe £ el que > n LLcotan (51119)2”"’1

5) Que vaut la somme des racines de P,, ?

2
6) Montrer que les racines de P,, s’écrivent sous la forme : (cotan kn ) pourl <k<n.

2n+1
+00 1 7.[2
7) En déduire que: — =
) wer L@

4.4.2

On considere une station d’appel pour laquelle le nombre d’appels entre 10h et 11h est une variable
aléatoire X qui suit une loi de Poisson de parameétre A. La probabilité pour qu'un appel concerne le
standard A est p € [0,1]. Soit Y la variable aléatoire correspondant au nombre de personnes ayant
choisi le standard A entre 10h et 11h. Donner laloide Y.

4.5 (Soléne Pelong et Loic Jeanjean)
4.5.1

On définit une suite (f,) par: fo=1, fo=1 et fni2 = fns1+ f» pourtout neN.
Pour n € N* on consideére la matrice A, = (a,‘,j)lgl.ngn définie par: a; ;= fi+j—2.
1) Représenter explicitement Ay, A3, et Ay.

2) Donner 'ordre de la valeur propre 0 dans A, .

3) Montrer que A, admet deux valeurs propres distinctes a, <0 < b;,.

4) Etudier les suites (a,) et (b,).

4.5.2

k=0
a) Montrer que si la suite (u,) converge, la suite (v,) converge vers la méme limite.

. e 1 & (n
Soit (u;,) une suite réelle et v,, = o Z Uj .

b) Etudier la réciproque.

4.6 (Lucas Syhanath)
4.6.1

Soit A € ./, (C) on considere I'endomorphisme de .4, (C) défini par: A(M) = AM - MA.
1) Montrer que: YneN, V(M,N) € 4, (C) x 4,(C), A"(MN) = X7_, ()A" " Fanakm.
2) Soit He 4, (C) et B=A(H). Onsuppose que A(B) =0,,.
a) Montrer que A"*!'(H") =0, pour tout n € N.
b) Montrer que A”(H") = n!B pour tout n € N.
¢) Soit ||-|| une norme vérifiant: V(M, N) € My(C) x Mp(C), [MN|| < IMIN].
Montrer que |A(H™) II% tend vers une limite finie lorsque 7 tend vers l'infini.
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4.6.2

On considere des chemins My, ..., M,_; constitués de n points My = (xi, yx) vérifiant :
My =(0,0) puis, pour 0 < k< n—-2, (X1 = X €t Y1 = Ve £ 1) ou (Xp41 = X £ 1 €t Vi1 = Vi)-
Soit ¢, le nombre de tels chemins vérifiant M; # M; pour i # j (chemins auto-évitants).

a) Quevalentc; etc, ?
b) Montrer que: V(n,m) € N2, Cnim < CnCm -
c) Onnote, pourtoutn €N, u, =In(c,).On fixe me N* et € >0. En utilisant la division euclidienne

de n par m, montrer qu'il existe un entier N tel que, pour tout n> N, 22 > 22 —¢

Uy Up
d) Montrer que <* tend vers sup {=%,n € N*}.

4,7 (BEOS 8693)
4.7.1

SoitneNetay,a,...,a, desréels 2 a 2 distincts.
1) Montrer que I'’on définit un produit scalaire sur R, [X] en posant: (P, Q) — ZZ:O P(ap)Q(ay) .
2) Donner la dimension de F = {P € R,[X]tq X}_,P(a;) =0}.

3) Déterminer la distance d'un polynéme de R, [X] a F.

4.7.2

Soit (z;;) une suite de nombres complexes telle que: Yn#m, |z, — z2,| > V2.

a) Onpose M, = (Re(z,),Im(z,)) etl'on fixe A>0.
Montrer que I'ensemble des indices n tels que M, € [-A, AJ? est fini.

b) En déduire que |z;,| — +oo quand n — +oo.

¢) Montrer que la série de terme général |z, est convergente.

4.8 (BEOS8742)

4.8.1
2 +00 x2n
Pour (x, y) € R on pose f(x,y) = Z T
n=1 y

a) Déterminer le domaine de définition de f et le représenter graphiquement.

b) Déterminer les dérivées partielles de f.

4.8.2

Soit A€ .#,(C). On suppose qu'il existe k € N* tel que A*=0,.

)

a) Montrer qu’il existe p € N* tel que A” =04 et AP1 £0,.

b) On suppose p =4. Montrer que A est semblable a (

oo—O
(=l el

1
0
0
0

[=lelele)
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4.9 (BEOS8759)

4.9.1
Soitp : x — e
On admet que ¢ est intégrable sur R et que son intégrale vaut /7.
1) Montrer que, pour tout entier naturel 7, il existe un unique polynéme H,, tel que :
VxeR, ¢ (x) = (-1)"H,(x)@(x) . Préciser le degré et le coefficient dominant de H,, .
2) Montrer que I'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant : (P, Q) = ffoog’ P1)Q(r)p(r)dt.
3) Montrer que, pour tout n € N* et tout P € R[X], (P, H,) = (P', H,_1).
En déduire que la famille (H},) est orthogonale. Calculer || H,, 12 pour tout n € N.

n
4) Pour (x,t) € R?, étudier la convergence de la série de terme général % .

4.9.2

Dénombrer le nombre de parties A de [1, n] ayant p éléments et telles que :
Vie[l,n—1], i€eAou i+1€A



