PSI-Pasteur 2026-2027 Intégrales généralisées : exercices

Exercice 1  Soit a la racine positive de X*> - X —1.
+00

Montrer que f m est convergente et déterminer sa valeur. (Indication : poser t = 1/u)
0

sinx
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Exercice 2 (Mines-télécom 25) Déterminer la nature de f (eT - 1) dx.
0

Exercice 3 (Mines-Télécom 22)
T ginx T sinx
dx puis étudier celle de

——dx.
VX 0 VXx-—sinx x

Montrer la convergence de

Exercice 4 (Mines-Télécom 23)

a) Déterminer un équivalent de % —arctan ( %) quand ¢ tend vers +oco.

+00 1 1
b) Apres avoir justifié sa convergence, calculer f (— —arctan (;)) dz.
1

Exercice5 (CCINP23)

1) Soit (a, b) € R? et f une fonction de classe C' de [a, b] dans R.
Pour ne N* on pose: I, = f;’f(x) sin(nx)dx. Montrer que n1—1>r41—l I,=0.
o0

too ginx
2) Soit I:f dx.
0 X

a) Montrer que I est bien convergente.

b) Pour n€N* on pose K, = [ *5** dx. Montrer que Aim Ky, =1.

sinnx

¢) Pour neN* onpose J, = [7 22X dx. Montrer que Aim (J, — Kp) =0.

d) Montrer que, pour tout p € N*, Jo,41 = Jop-1. En déduire la valeur de I.

1
Exercice6 (CCINP24) Pour (n,p)eN?onpose: I, :f xPIn(x)"dx.
0

a) Justifier I'existence de I, p .
b) Pour (n, p) € N* x N, trouver une relation entre I, ,, et I,_1 p .

c¢) En déduire la valeur de I, pour tout (n, p) € N2,

+00

Exercice 7 (CCINP25) Pour x€R; onpose: f(x)= f In
VX

X

t2+2)
2+1

1) Justifier I'existence et la continuité de f sur R, .
2) Montrer que f est dérivable sur R} et préciser la valeur de f'(x) .

3) f est-elle dérivable a droite en 0 ?

+oo enx

Exercice 8 (CCINP26) Pour neN, on considere I, = f ——dx.
0 (1 +2 ex)n+l

1) Justifier la convergence de I'intégrale définissant I, .

2) Justifier la convergence de la suite (I,;) et déterminer sa limite.

_1
2n3n

4) En déduire une expression de n2"1I, en fonction de n, puis un équivalent de I, .

3) Montrer que: Vn>1, I, = +217, .



PSI-Pasteur 2026-2027 Intégrales généralisées : exercices

Exercice 9 (Centrale23)
Soit f une application continue de [1, +oo[ dans R telle que |, 1+°° f(r)dt soit convergente.

Montrer que f;"* f W qr converge pour tout a > 0.

1
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Exercice 10 (Mines-Ponts 26) Pour ne€N*, onpose [, = f ——dx
o (Q+xHn
1) Montrer que I, est bien définie pour tout n € N*.

2) Enposant u =1, montrerque I; =1 [

0o u?+1
1+u? du

3) Enposant v=u— E , calculer I; . (Indication : que vaut v? ?)
4) En déduire une expression explicite de I, pour tout n € N*.

*o0 gin t
Exercice 11 (Mines-Ponts25) Soit f:x— —dt.

a) Montrer que I'on définit ainsi une apphcatlon de classe C! sur R* et préciser f’(x).
b) Montrer que f(x) = O (é) quand x tend vers +o0.

c) Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers 0.
d) En déduire que f est intégrable sur R}, puis montrer que f0+°° fw)du= f0+°° % du.

Exercice 12 (Mines-Ponts25) Soit f continue et intégrable de [2, +oo[ dans R} .
On pose g(x) = f(x)'7!'*. Que dire de I'intégrabilité de g sur [2, +oo[?

Exercice 13 (Mines-Ponts 24)
+00
1) Justifier la convergence de I = f |1/v/x] dx.
0

2

F .

+00
n=1

2) Calculer la valeur de I, en admettant que LZ

Exercice 14 (Mines-Ponts 24)

1) Montrer que x +— x’ + x est une bijection de R, surR, .
2) Lafonction x+ sin(x’ + x) est-elle intégrable sur R, ?
3) Lintégrale f0+°° sin(x’ + x) dx est-elle convergente?

Exercice 15 (Mines-Ponts 26) Soit f une fonction continue de [0, +oo[ dans R} .

On suppose que L }x(;)l) tend vers ¢ €]0,1[ quand x tend vers +oco.

1) Montrer qu’il existe q €]0,1[ et xp € [0,+oo[ telsque: Vx> xp, VKEN, f(x+k) < qkf(x) .
2) En déduire la nature de [, f(x)dx.

X
Exercice 16 (Centrale24) Soit f continue de R; dansRet F(x) = / f (H2dt.
0

On suppose que f(x)F(x) — LeR} quand x — +oo.

1) Montrer que f(x) a une limite finie quand x — +oo et préciser cette limite.

2) Soit g continue de R; dans R. Montrer que si g(x) — ¢ quand x — +o0, alors fo fyde—¢.
3) Trouver des équivalents de F(x) et de f(x) quand x — +o00.

Exercice 17 (Centrale 25)

1) Justifier I'existence de [°

00 1+t+ 12
2) Soit I un intervalle ouvert et y de classe C! sur I vérifiant: y' = y> +y+1.
Montrer que I est borné puis expliciter y.

puis calculer sa valeur.



