PSI-Pasteur 2026-2027 Normes

Exercice 1 (Polytechnique 26) Montrer que deux normes sur un R-espace vectoriel sont égales
si et seulement si elles ont la méme boule unité ouverte.

Exercice2 (Mines-Ponts 26) Pour (x,y) € R? on pose : N(x, y) = max (|xl, |y, 1x - yl).
Vérifier que I'on définit ainsi une norme sur R? et représenter sa boule unité.

Exercice 3 (Mines-Télécom 23)
Soit (¢1,...,¢ p) une famille de formes linéaires sur un R-espace vectoriel E de dimension n.
A quelle condition N: x+—> max{|(p,~ (x)| 1<i< p} est-elle une norme sur E?

Exercice 4 (Mines-Ponts 26) Soit F =R[X] et 6 I'opérateur de dérivation: P P’.

+00
1) Montrer que I'on définit une norme sur F en posant || Pllo = Supenlaxl pour P= ) ay Xk,
k=0
Lapplication 6 est-elle lipschitzienne lorsque F est ainsi normé?

2) Soit (¢) nen € (Ri)N.

+00 +00
a) Montrer que I'’on définit une norme sur F en posant N(P) = ¥ cilax| pour P= Y ai X*.
kZO k:o

b) Trouver (c;)neN € (Rfr)N telle que la dérivation soit lipschitzienne pour F ainsi normé.
3) Montrer qu’il n’existe pas de norme sur €°°(R) telle que la dérivation soit lipschitzienne.

Exercice 5 (Mines-Ponts 26) On munit R” de sa structure euclidienne canonique.

Soit N une norme quelconque N sur R”. Pour x € R” on pose: N*(x) =sup { %d’/i ; VERY, y # 0} .
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Ny’

b) Montrer que N* définit une norme sur R”.
c) Montrer que: V(x,y) € R"?, (x,y) < N(X)N*(y).
d) (Polytechnique 2016) Déterminer N* lorsque N = N,, puis lorsque N = Nj .

a) Montrer que N* = sup{ Ny(y) = 1} , N>(y) désignant la norme euclidienne de y.

Exercice 6 (Mines-Ponts26) E = ._/,R) est muni de structure euclidienne canonique.
Pourae E et peN* on pose: L,,(A) = ZZZI AT]C .

1) Montrer que || AB| < ||All|B|l pour tout couple (A, B) € E2.

2) En déduire que si || All < 1, la suite (L, (A)) converge.

Exercice 7 (Centrale22) Soit E I'ensemble des fonctions f de classe C? de [0, 1] dans R telles que
f(0) = f'(0)=0. Pour pour f€ Eonpose N(f)=f+2f + " lloo-

a) Pour f € E soit h(t) = f(r)e’. Montrer que: V€ [0,1], h(t) = fot(t— wh'"(wdu.
b) Montrer que N est une norme sur E.

¢) Montrer qu'il existe ac Rtelque: Vf €E, || flloo < alN(f).
Déterminer le plus petit a satisfaisant cette condition.

d) Ces deux normes sont-elles équivalentes?

Exercice 8 (Mines-Télécom 26)
Soit n € N* et F,, 'ensemble des polyndmes unitaires de degré n.

Montrer que inf{fo1 |P(t)|dt, Pe Fn} >0.



