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Solution

Partie | — Physique des vagues (Mines-Ponts PSI 2023)

1 — Les équations de la vague linéaire

Q01— Levolume dr = dxdydz contient la masse
om=p(x,z t)dxdydz.

Entre ¢ et ¢t + dt, elle varie de

dém) = (p(x,z, t+d0) —p(x,z,1) dxdydz

3
- a—‘;drdxdydz.

La masse qui franchit une section par unité de temps
est donnée par le flux de vecteur densité de courant de
masse

Tm=pU.

La masse recue par le volume dr pendant d¢ est donc

6 Myecue = Jm,x(X, 2, )dydzdi— jm x(xdx, z, 1) dydzdr
+ jm,z(X, 2, )dxdydt — jm x(x, 2+ dz, ) dxdydt
0puy opu,
© ox az

dxdydzdzt - dxdydzd:.
Le bilan de matiere s’écrit donc, apres simplification

Op _ Opux Opu,
0t  0x oz

02— Larelation précédente s’écrit

op Ouy

dp
E“’ax ox

ou,
u,— =0,
“ox

0z * “0z

+p

que I'on peut mettre sous la forme

op _ — Ouy Ouz)
— -grad =0.
6t+u gra p+p(ax + iz

On reconnait la dérivée particulaire du champ de masse
volumique, soit

%+ (Oux

+ 6uz) =0
Dt 0x B

0z

Dans le cas ou le fluide est incompressible, la masse vo-
lumique d’une particule de fluide est constante, soit

D
2P _p
Dt
On en déduit
ou,
0z

Ouy
0x

=0

 —
03— Le champ des vitesses s’écrivant 7 = grad ¢, ona

_0¢ _0¢
ux—ax et uz—az.

Larelation de la question précédente s’écrit alors

0%u, . %u,
0x? 072

=0,

soit
Ap=0|.

04— Avec U = grad ¢, la relation d’Euler s’écrit

6—> 1,
o (ng(p)_FEgrad(u. u)

T +pgéz+grad(p):6>

Les variables de temps et d’espace étant indépendant,
le théoreme de Schwarz permet d’écrire

a(gm@_—»(a_gb)
or - 8Rd|g )

D’autre part, on peut écrire

pgeé. =grad (pg2).

On a donc
— [0 1., —_— —
pgrad a—(f+§u-u +grad(pgz+p)=0.

Le fluide étant incompressible, la masse volumique p
est uniforme et on peut écrire

grad (pgz + p) = pgrad (gZ+ S)

d’ ol
— [0 1 p

grad —¢+—T[-ﬂ+gz+—

ot 2 p
Une expression de gradient nul est uniforme : elle ne
dépend pas des coordonnées d’espace, mais dépend a
priori du temps. On a donc

=0.

— —
U-u+gz+

ar 2 =5o)|

SRS

0
Dans le cas ou I’écoulement est stationnaire, on a T =

0, et f(t) = C constante. La relation précédente devient
alors
1 - —
—u-u+gz+B=C .
2 P

On retrouve la relation de Bernoulli.



Q5 — Considérons une particule de fluide a la surface
libre. La composante verticale de sa vitesse est u, soit
avec 1 = grad ¢,

_9¢
=3,
La composante verticale de sa vitesse est aussi donnée
par la dérivée temporelle de sa cote, dérivée calculée en
suivant le particule de fluide, c’'est-a-dire avec la dérivée
particulaire.

1)

Uz

Dn 0n

Dr - a1 + (u -grad)n(x, 1).

uz(x,z=n(x,1,1 =
Comme 1 ne dépend que la variable d’espace x, on a

- 7 a
(u -grad)n(x, 1) = ux—n,

0x

d’out 5 5
_on 0
Uy = 3 + uxax.

1 0
Avec U =grad¢ona uy = _(P, d’ou
0x

on 0¢0

_on, 9¢on

Y= 5 T oxox

En utilisant (1) on en déduit

99 _on, 940n

0z 0t Oxox @

U6 — La pression a la surface libre est égale a la pres-
sion atmosphérique par continuité, soit

px,z=mn,t)=po .
On a établi a la question 4 la relation

F) -,
0p WA, P_P
ot 2 p p

Ecrivons cette relation en un point de la surface libre de
cote z=1:

6 - —
0tlz=np 2 |z p P

d’ou

10 u-d

- 19 - 3)

8 Oty 28 lo

Q7 — Léquation de Laplace s’écrit
¢y 0%
Ap=—+—=0.
¢ 0x? 072

Avec ¢(x,z,t) = X(x, 1) Z(1), elle devient

aZ—XZ(z)+X(x t)dz—Z:O
0x? " dz? ’
soit
1 °X 1 d*Z
X(x,8) 0x2  Z(z) dz2
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Le membre de gauche ne dépend pas de z, tandis que le
membre de droite ne dépend ni de x ni de . Ces deux
termes étant égaux, ils sont donc constants, soit en in-
troduisant une constante  :

1 d*z
T Zodz2 T

1 0°X
X(x,t) 0x?

On en déduit le systéeme

0’ X
ax2
d’z
dz?

= —“X'

18 — On ala condition aux limites

on_ 9
at_ Oz Z:().

Avec n(x,t) = Acos(kx—wt),on a

0
a_ wAsin(kx —wt).
ot

Avec ¢(x, z) = X(x, 1)(Z(x), on a de plus

0_(/) =X(x t)a—Z
0z |0 " 0z

z=0

On obtient alors

. 0Z
wAsin(kx —wt) = X(x,t) —
0z

z=0

En identifiant le terme fonction de x et t on peut écrire
X(x,t) =sin(kx —wt)

et
0Z

=Aw |,
0z z=0

soit les expressions demandées avec |y = Aw |.

19— Avec X(x,t) =sin(kx—wt),ona

°X
— =—k*sin(kx-wt) = -k*X.
0x?
En identifiant avec I’équation
°X ¥
oz HY

on obtient u = k2.
Léquation différentielle vérifiée par Z(z) s’écrit alors

ez
@—k Z(Z)ZO

La solution générale est de la forme

Z(z) = acosh(kz) + Bsinh(kz).
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dz
el aksinh(kz) + Bk cosh(kz)

soitenz=0

0z
— =Bk =Aw,
0z z=0
d’ou1 )
w
h="
Ona 5 iz
a—f = sin(kx—wt)g .
La condition sur le fond
0
9% B
0z z=—H
s’écrit alors
dz o
dz z:—fi_

soit A
aksinh(-kH) + Tw cosh(—-kH) =0.

La fonction sinh étant impaire et la fonction cosh paire,
on adonc

A
Tw cosh(kH) = aksinh(kH)

d’ou
B @cosh(kH) 3 Aw
"~k sinh(kH) ktanh(kH)’
On a alors
Aw [ . cosh(kz)
7 =— h — .
(2) 2 sinh(kz) + @nh(kH)

En labsence de formulaire de trigonométrie hyperbo-
lique, on pouvait conclure avec cette expression.

On peut écrire
)

Z@) =22
D=

sinh(kz) sinh(kH) cosh(kz) cosh(kH)
sinh(kH) ’

Avec
sinh(a) sinh(b) + cosh(a) cosh(b) = cosh(a + b)
on obtient

B cosh[k(z + H)] _@
Z(z)=C( Sinh(CH) avec (= T |

10— Il reste a utiliser la condition de surface au re-
pos

109
=2 oty
Ona
ai:a—XZ(z):—wcos(kx—wt)Z(z)
ot ot
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soit

op

=-wcos(kx—wt)Z(0)
ot z=0

=-wcos(kx—wt) Ao
B tanh(kH)

Avecnn = Acos(kx —wt), on obtient

Aw

Acos(kx—wt) = icos(kx—wt)m'

En simplifiant par Acos(kx—wt) on en déduitla relation
de dispersion

w? = gktanh(kH) .

U 11 — Lavitesse de phase est donnée par

i o gtanh(kH)  gtanh(kH)
Yk w Vgktanh(kH)

soit

gtanh(kH)
Vp = T .

Eau peu profonde
Si H< A, comme k=2n/A,onakH <« 1. On peut alors
linéariser
tanh(kH) ~ kH
d’out

vp =/ 8H .

La vitesse de phase ne dépend pas de w : la propagation
n’est pas dispersive en eau peu profonde.

Eau profonde

Si H> A,ona kH > 1. On peut alors linéariser

tanh(kH) = 1

d’ou
g

E .

La vitesse de phase dépend de k, donc de w (via la re-
lation de dispersion) : la propagation est dispersive en
eau profonde.

v(p':

U 12 — Différencions la relation de dispersion :
2wdw = gtanh(kH) dk + gkd[tanh(k H)].
Comme
dtanh(kH)] = H (1 - tanh®(kH)) dk
on obtient
2wdw = g [tanh(kH) + kH (1 - tanh?(kH))] dk.
On en déduit la vitesse de groupe

do g

-~ _ 95 _ 2
Vg= = o [tanh(kH) + kH (1 - tanh”(kH))] .
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D’apres larelation de dispersion établie a la question 10,

ona
2

w
tanh(kH) = —,
anh(kH) r

g
d’ou
2 4
g [w w
== |—+kH|l-——
" 2w[ngr ( gzkz)]
) gk wz)]
=— |1+kH|>=-—
2k (w2 gk
e 1+ch(t h(kH) )]
2k tanh(kH)
W L+ (sinh(kH) cosh(kH))]
T2k cosh(kH) sinh(kH)
.12 _ 2
_ o [1+kHsmh (kH) (fosh (kH)
2k cosh(kH)sinh(kH)
Vg 2 ]
- sinh(kH) |
On a donc
v _ L 1+ nkH avec n=2
8 n sinh(2k H) —
On forme le rapport
vg 1 kH

—_— =t —
Vo 2 sinh2(kH)

Dansle cas kH «< 1,on asinh(2kH) =~ 2kH, et

1% 1 1
g 1.1
Vg 2 2
soit
Vg=UVp=+\/8H |

Dansle cas kH > 1,on asinh(2kH)/ggkH, d’ou

Vg 1
v¢~2
soit
Vp 1 /g
Vg = — = —1/ =
8§72 T2Vk

La relation de dispersion donne
w? = kgtanh(kH) = kg,

d’ou

U 13 — La vague résultante s’écrit
n(x,t) =n1+n2 = Alcos(k1x— w1 t) +cos(kex —wyt)]

soit

n(x,t) =2Acos

(5o (252

(kl-;kg)x_(wl-;wz)t].

X COS

En supposant kj > k» et w; > w1, on pose

k1 —k ki +k
k=——=" et k=—"=
2 2
ainsi que
w1 — w2 , W1+ w2
=] et =
2 2
On a alors

n(x, 1) =2Acos(kx—wt)cos(k'x—w't) .

On représente I’évolution spatiale de 'onde a un instant
tp donné :

T](xy tﬂ) A,l

——
—
b
—_—
——
—
P>

hl
|" |

Partie Il — Autour du résonateur de Helmholtz

1 — Mouvement de l'air contenu dans le
goulot

U1 — Quand la masse d’air se déplace selon x > 0, le
volume occupé par l'air dans la bouteille augmente; la
pression dans la bouteille diminue donc, et devient in-
térieure a la pression atmosphérique. La masse d’air est
donc « ramenée »dvers les x < 0. Méme raisonnement
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pour un déplacement vers les x < 0. On a donc une force
de rappel; la masse présente alors des oscillations pé-
riodiques.

On ne peut rien dire quant a leur caractere harmonique
sans autre information sur la forme de la force de rap-
pel.

2 — Lévolution de I'air dans la bouteille étant isen-

4/12



tropique, la loi de Laplace s’applique :
P(X)V(x)Y =Py V7.

Le volume occupé par 'air de la bouteille est V(x) =
V +0x.0nadonc

Y
Px) :PO(V+Ux)

soit
Pw=Py(1+>]"
0 v .
13— Le PFD appliqué a la masse d’air s’écrit, en pro-
jection selon Ox ! :
mEE b - ol
— = - Pylo.
dr? 0

Dans le cas d'un mouvement de faible amplitude, on
peut linéariser

P(x) = Py (1 + %)_Y ~ P, (1 - %x)

d’x s yo?Py
de? mv

On obtient ’équation d'un oscillateur harmonique de

pulsation propre
2p
woy = —YU 0 .
\/ mV

La masse d’air dans le goulot est donnée par
m= oo/,
ona
YoPy o ,
= =—c".
[Vﬂo v

La fréquence des oscillations est donc

c [o
fo=aaVev -
Quand on ajoute de I'eau dans la bouteille, on diminue

le volume V accessible a I'air, ce qui entraine une aug-
mentation de la fréquence fy.

wo

Le son devient plus aigu lorsque I'on ajoute de 'eau
dans la bouteille.

14 — Bouteille 1
Le son a pour fréquence

Cc o

f01=§ Z_V

Bouteille 2

On a un volume V' = V/4. Le son a pour fréquence

c 40
=—\/—=2fn.
foz 5\ 7 for
Bouteille 3
Le son a pour fréquence
c Y for
fos= o) o = 2L
2w\ 46V 2

En classant les sons du plus grave au plus aigu, on a
donc

foz < for1 < foz »

les fréquences successives étant dans un rapport d’'une
octave.

2 — Ondes acoustiques dans la bouteille

U 5— L'équation de d’Alembert s’écrit

02191 _c? 02P1 _

0t ox2

Avec p (x,1) = ael@=k9 on obtient
—wzp1 + czkzp1 =0
d’out
w
k=2
©

U6 — Dans le cadre de 'approximation acoustique,
I'équation de la dynamique linéarisée s’écrit

07, —d>

—— =—gra .

Ho P grad p;
U7 — Dans le cas d'une onde unidimensionnelle se-
lon €y, I'équation de la dynamique linéarisée s’écrit, en
projection selon Ox
ovi(x, 1) Op1(x, 1)
ot ox

En notation complexe, avec

Ho

on obtient
. s i(wt—kx)
iwpov, =ikae ,
soit % %
gei(wt—kx) - p (x, t) i
How How =1

Avec la relation de dispersion w = kc, on en déduit

v, (x, 1) =

p(x, 1)

v(x, 1) = avec | Z=pcC .
La constante Z est appelée 'impédance acoustique.
Dans le cas d’'une onde se propageant dans le sens des

x décroissants, on obtient par un calcul similaire

p(x, 1)

Z

v(x, 1) =-

1. larésultante des forces dues a la paroi latérale est normale a Ox, et de plus nulle par symétrie.
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U8 — Interprétons physiquement chaque terme :

a, el@=k9 : onde progressive dans le goulot, dans le
sens des x croissants;

a, el@+k9) : onde progressive dans le goulot, dans le

sens des x décroissants, due a la réflexion de

I'onde précédente a l'interface goulot-bouteille;

A, el@ =k : onde progressive dans la bouteille, dans le
sens des x croissants, due a la transmission de la
premiere onde a l'interface goulot-bouteille;

A, el@*kY) : onde progressive dans la bouteille, dans

le sens des x décroissants, due a la réflexion de

I'onde précédente sur le fond de la bouteille.

19— Compte tenu de la question 7, on peut écrire
I'onde de vitesse :

a . a .
—_lel(wt—kx) _—_2e1(wt+kx) pour —l<x<0
v, (x, 1) = £ Z
=1 TN A A, .
—_el(wt—kx) _—_el(wt+kx) pourO <x<lL
Z Z

Q10— En x = L, on a une paroi : la composante de la
vitesse normale a la paroi est nulle, soit

v,(x=L1)=0Vr|.

En x = —¢, on a un tuyau ouvert sur I’atmosphére qui
impose la pression totale Py. La surpression acoustique
y est donc nulle, soit

pl(x:—ﬁ,t)=0Vf .

11 — La condition sur la vitesse en x = L s’écrit

éei(wt—ku _éei(wmku —0Ve,

Z Z
d’on

4

La condition sur la pression en x = —¢ s’écrit
a, ei(wt+k€) +22 ei(wt—k[) =0Vr,

d’ou

La continuité de la surpression en x = 0 s’écrit
21 elwt+g2 ela)l' zél elwt+é2 elw[ Vt,

d’ol

a,+a,=A,+4, . (6)

La continuité du débit volumique en x = 0 s’écrit

U(%eiwt_%eiwt) — S(é iwt_éeiwt v,
VA VA Z

d’ol1

o(a,-a,)=5(4,-4,) . @)

2. Relation de dispersion wy, =27 f;; = kyc.
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12— De (4) on déduit

De (5) on déduit

La relation (6) s’écrit alors
a, (1 _ ezikz) = A, (1 " e—ZikL) ®)

et la relation (7) s’écrit

oa, (1 + e?‘iM) = 841 (1 — e_ZikL) . 9)
Effectuons le rapport des équations (9) et (8) :
1+ eZik[ B 1— e—ZikL
ekl ~ °7 4 e—2ikL
soit
okl | ikl QikL _ oikL
TGkl _ ikl ~ ° GikL 1 g—ikL ’
Comme
eix + e—ix eix _ e—ix
cosx=——— et sinx=——
2 21
on obtient )
cos(k?) sin(kL)
o = .
sin(k¥) cos(kL)
On adonc
o
tan(kL) = acotan(kf) avec «a= 3l (10)

113 — Le cas 0 = 0 (bouteille fermée sans boulot)
donne tan(kL) = 0, soit k,L = nx. On retrouve les fré-
quences propres > d'un tuyau fermé 2 ses deux extrémi-
tés
=n—.
I 2L

Lecaso =Set ¢ =0donne
cotan(kL) =tan(k¢) =0

b2
soit k, L = > + nm. On retrouve les fréquences propres

d’un tuyau fermé a une extrémité et ouvert a 'autre :

Cc c
fn: —L(2n+1),

c

n—+—-=
2L 4L 4

en particulier le fondamental est de fréquence moitié du

cas précédent (son une octave plus bas), et on n'observe
que les harmoniques de rang impairs.

U 14 — Dans le cas général, on méne une étude gra-
phique en cherchant I'intersection des graphes de

fx)=tan(xL) et g(x)= %cotan(x[).

On représente f en bleu et g en rouge.
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tan(kL)
o cotan(k?)
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
T
ko ,%
I
I

Les valeurs de k possibles sont données par les intersec-
tions des deux courbes.

7
Le mode de plus basse fréquence est donné par ky < Y3

Q15— On se place dans le cas o1 £ < A et L < A.
Comme k =2m/A, celarevienta kL < 1et kfé < 1.La

relation
o

Stan(k/?)

peut donc s’écrire, en linéarisant les tangentes

tan(kL) =

o

kL=—.
Ske

On trouve alors la pulsation du mode de plus basse fré-
quence, donnée par

o

ko=1/—.
0=V sLe

La fréquence correspondante est

f koC
7 on 271\/86 Zn\léV’

On retrouve le mode de vibration étudié dans la pre-
miere partie, en considérant le mouvement « en bloc »
de I'air contenu dans le goulot : si la longueur d’onde
est tres grande devant les dimensions caractéristiques
du systéme, il est en effet justifier de considérer que la
surpression et la vitesse sont uniformes dans le goulot.
Les autres valeurs de k possibles n’entrent pas dans le
cadre de cette hypothese.

Avec les valeurs numériques proposées, on calcule
fo=152Hz ,

en accord avec la valeur expérimentale mesurée.

La longueur d’onde correspondante dans l'air est

A= ——225m.
fo

Lhypotheése A > Let A > ¢ estlargement vérifiée, ce qui
est conforté par le bon accord entre valeur expérimen-
tale et valeur théorique de la fréquence.
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3 — Une expérience

U 16 — En prenant le modele de la premiére partie,
le mouvement de 'air dans le goulot est décrit par un
oscillateur harmonique de pulsation propre wq. Lors-
qu'on l'excite avec une pulsation w, on observe un ré-
gime forcé a cette méme pulsation, dont 'amplitude X
du déplacement est donnée par

—w X+w0X w%E

ol E est proportionnelle a 'amplitude de I'excitation.
L'amplitude des oscillations est alors

2
|X] = 57 |E]|.
| a)0|

Pour w = wyp, on obtient une résonance caractérisée par

lim |X |

wWw—wy
On observe expérimentalement un phénomene de ré-
sonance, mais I'amplitude reste finie.
Le modele précédent ne permet donc pas d’expliquer
completement la courbe expérimentale.
Une amélioration possible, et usuellement adoptée,
consiste a prendre un compte un amortissement décrit
par un terme linéaire, conduisant aI’équation de 'oscil-
lateur linéaire amorti :

d?x wodx
dt2 Q dr

ol Q est le facteur de qualité correspondant.

+ wox(t) woE cos(wi),

La réponse est alors caractérisée par une fonction de
transfert de la forme

1
H=

|m|l><

w?
BE on 2
On obtient une amplitude X = X/ V2 pour deux fré-
quences distantes de A f = 90 Hz.

3
Af

U 17 — Lair du goulot, en vibrant, se comporte comme
un émetteur d’onde sonore (on peut considérer la sur-
face supérieure de cette masse d’air comme la mem-
brane d’'un haut-parleur).

Le facteur de qualité estdonné par Q = -—,d’ot1 | Q =4

Le micro recoit alors la superposition de deux ondes :

— l'onde émise par le haut-parleur, d’amplitude com-
plexe E;

— l'onde émise par les vibrations de la masse d’air du
goulot, dont 'amplitude est proportionnelle au dé-
placement de l'air dans le goulot, soit

E/:(XX:

— aE.
Y

Wy

1+

1
L0 _
wo

j
Q
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Londe totale captée par le microphone extérieur a la
bouteille a donc pour amplitude a X + E.

Laréponse X de labouteille présente un retard de phase
par rapport a I'excitation E, donné par

tang = arg(H) = —

Sans se lancer dans ’étude complexe, on a ¢ = 0 pour

w— 0, et 9 = —m pour w — oo. Pour v = wp, on a
@=-ml2.

Apres la résonance, on observe donc des interférences
destructives, qui entraine I'atténuation du signal obser-
vée dans la seconde expérience. Le minimum corres-
pond a un compromis entre le retard de phase du signal
qui augmente, et son amplitude qui diminue.

Quand w — oo, on observe H = 1 car il reste le signal
émis par le haut-parleur (on a en effet |[E'| — 0).

Partie Ill — Matériau piézoélectrique (Centrale PSI 2023)

0
U 1— Le rapport d_fc est sans dimension, donc K est

homogene a une force divisée par une surface, c’est-a-
dire une pression.

La constante K est homogene a une pression et s’ex-
prime en Pa.

Si l'on souhaite écrire I'équation aux dimensions, on a
MLT 2 = L?[K]

d’oul
[K] =ML T2 .

Le matériau en deca de x + dx + &(x + dx, t) (partie ha-
churée) exerce sur la partie a droite la force

- 0 -
F_(x+dx, 1) = —SK%()de, Hiy.

Selon le principe des actions réciproques, la force exer-
cée sur le systéme par la partie du matériau située au-
dela de x +dx vaut

— 0 =
F,(x+dx, t):SKa—i(x+dx,t) Uy .

La force résultante sur le systeme vaut alors

dF, = Fo(x+dx, )+ F_(x, 1)

0¢ 0¢

=SK a(x+dx, t)—a(x, IR

soit en linéarisant

= 625 —
dFr:SK@dxux .

Q2 — Ecrivons le principe fondamental de la dyna-
mique au systéeme de masse dm = pSdx:

02 s 0? s
dexa—lj(x, Dy = SK% dxuy,
soit 5 5
¢ ¢
—((x, ) =K—.
P D=K55
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On en déduit I'’équation de propagation

0% _10% _ K
——-——=0 avec c=q/—.
ox?  c¢%ar? 0

Cette équation s’appelle I'équation de d’Alembert.

3 — La condition en x = 0 s’écrit

§p(0, 1) =&pexp (jwt)

Aexp (jot) + Bexp (jwt) = égexp (jwt)

A+B=&. (11)

Lextrémité en x = L étant libre, est ne subit aucune
force, soit

F_(L,t)y=-SK— (L, ) u,=0.
0x
On adonc
¢
a;;(L, 1) = —jkAexp (j(wt — kL)) +jkBexp (jlwt + kL)) = 0
soit
—Aexp(—jkL) + Bexp (jkL) = 0. (12)
On adonc
B=A=exp(-2jkL)
et’équation (11) s’écrit
A(1+exp(-2jkL)) = ¢&.
On en déduit
A= 5—0
—  l+exp(-2jkL)
et
B=— %0 exp(-2jkr)|
= l+exp(-2jkL)
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L'amplitude complexe s’écrit alors

¢ o= %[exp(-jkx)+exp(_zjkL)exp(jkx)]
_ 5‘;%2]‘;:? [exp (—jkx) + exp (jk(x - 2D))]
soit
E (x,0) = g(—exp(Jwt) [exp (—jkx) + exp(=jk(2L - x))]
avec

D= 1+e 2k,

En x = L, 'onde «incidente » est donnée par

f—eXp( —jkL)

¢ (Lt)=

Zp,i

et’onde réfléchie par

¢ (L=

€0 . <o .
Sor —exp( jk2L—-1)) = Bexp(—]kL) .

On a donc 6 (L 1 = f (L t) : les deux ondes sont

égalesen x = L la reﬂex10n se fait sans déphasage, soit

Ap=0|.

U4 — Lamplitude %0 del’onde diverge si D = 0; on ob-

serve alors une résonance.
La condition de résonance est donc

D=1+e =0,

soit
e Ik = 1,

Elle est vérifiée si

2knL=n+2nm avec neN,
sot
@Cn+1n

2L

La relation de dispersion w = kc (I'onde plane harmo-
nique est solution de I’équation de d’Alembert) permet
d’en déduire les fréquences

kn:

knc
In= 2n
soit
fo=@n+1)~ eN
=(@2n+1)— avec |n .
" 4L
La fréquence minimale est
c 1 K
fO = — = — — .
4L 4L\ p
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On calcule
1 2x 101
fO = x 3
4 x0,02 7,8 x 10
soit
fo=63,3kHz .

Lamplitude devenant trés importante a la résonance
(infinie dans le cadre de notre modéle simplifié), on
peut aller jusqu’a la rupture du barreau dans le cas d'un
matériau solide.

U5— On écrit le principe fondamental de la dyna-
mique a la tranche dx en ajoutant la force de frotte-
ment :

0%¢ 0%¢ ., 10¢ >
dexa (X, D) Uy = SKﬁdxux—;E(x,t)dexux
soit
P e poc_
Por = ax2 1ot~

On obtient I’équation d’onde

2 0% _ 0%
0r?

10¢ K
avec c=4/— .
T 0t o

Cor?
6 — En cherchant une solution sous la forme

$x, 1) = Xyexp (jlwt - kx))

on obtient apres simplification par ¢,

d’oti la relation de dispersion

2 .
I

2 1c’
En développant avec k = k' —jk”, on obtient
2

w
K2 - K" —2ik k' = — — 1=
) ¢z 1c?

jw

Lidentification des parties imaginaires conduit a

w .
En notant que k' = —, on obtient
c

On peut retrouver l'expression de k' en identifiant les par-
ties réelles :
w?

12 "2 _
K-k =,

soitcomme k" «< k'
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U7 — Avec larelation

k' =

o8

on obtient la vitesse de phase
V(P =C.

Le phénomene n’est pas dispersif. Les fréquences de ré-
sonance étant obtenue a partir de k’, elles ne sont pas
modifiées.

Le terme k” traduit une dissipation lors de la propaga-
tion. Pour une onde se propageant dans le sens des x
croissants, on a

Ex, 0 = §0 exp (—k"x)exp (jlwt - k'x)) .

Cette dissipation d’énergie conduit a une amplitude fi-
nie aux fréquences de résonances.

Partie IV — Accumulateur au plomb (CCINP PSI 2019)

1 — Composition de I'atome de plomb

01— Le noyau de l'atome de plomb contient
82 protons | et | 125 neutrons | .

2 — Diagramme potentiel-pH du plomb

12— Nombre d’oxydation du plomb :

espece n.o. du plomb | type de domaine
Pb(s) 0 existence
Pb2* (aq) 11 prédominance
PbO (s) II existence
HPbO, (aq) I prédominance
Pb,0,(s) 8/3 existence
PbO, (s) v existence

On place les espéces dans le diagramme de telle sorte

que le nombre d’oxydation croit avec E.

Les espéces les plus basiques apparaissent aux pH les

plus élevés.

On peut remarquer que

Pb?* +H,0 = PbO+2H"

et

PbO +H,0 = HPbO;, + H™.

Donc Pb?* est la forme acide associée 2 la forme basique
PbO, et PbO est la forme acide associée a la forme ba-

sique HPbO; .
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E(V)

1,5

1,25

1

0,75

0.5

0,25

0 gttt pH

7 14

0,25 HPbO; (aq)

05 o Pb(s) \

L'espece Pb;0,(s) semble ne pas respecter la quantifi-
cation de la charge (nombre d’oxydation fractionnaire,
alors que la charge doit étre un multiple de la charge élé-
mentaire). Cela s’explique par le fait que le plomb existe
dans deux degrés d’oxydation différents dans cette es-
pece (deux atomes au degré +II et un atome au degré
+IV) : il s’agit d'un composé a valence mixte. Finale-
ment, la quantification de la charge est bien respectée.

03— Pour le couple H"/H, (équivaut a H,O/H,) :
2H"+2e” =H, .

Laloi de Nernst s’écrit :

E=E°(H'/H,) + 0,06 lo
= 2 2 g

P(H,)

P°[H+]2)

Avec P(H,) = P° ala frontiere, on obtient I’équation
E =-0,06pH .
Pour le couple O,/H,0:
0,+4H" +4e” =2H,0 .
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La loi de Nernst s’écrit :
0,06 P(0O,)
E=E°(0,/H,0) + — +log| —2-[H* 4).
(0,/H,0)+ 2 +log [~ 2 117
Avec P(O,) = P° ala frontiere, on obtient I'équation

E=1,23—0,06pH .

U4 — On superpose le diagramme E-pH de I'eau au
diagramme E-pH du plomb :

EWV)

En milieu acide, les domaines de Pb et de H,O sont dis-
joints : le plomb n’est pas stable en milieu acide.

A partir des demi-équations
Pb=Pb*" +2e¢” et 2H'+2e =H,

on en déduit la réaction d’oxydation du plomb dans
I'eau en milieu acide

Pb+2H" = Pb*" +H, .

En milieu basique, le plomb a une partie de son do-
maine en commun avec celui de 'eau : le plomb est
stable en milieu basique.

3 — Solubilité du sulfate de plomb dans
une solution d’acide sulfurique

U5 — La réaction de dissolution du sulfate de plomb
s’écrit
PbSO,(s) = Pb** (aq) + SO3 ™ (aq).

Sa constante d’équilibre est le produit de solubilité du
sulfate de plomb, soit

Ks = [Pb*"]¢q[SO7 7], = 1,6 x 107°.

La solubilité s du sulfate de plomb est la quantité maxi-
mum de sulfate de plomb que I'on peut dissoudre dans
un litre de la solution considérée.

On se place a I’équilibre, a la limite de la dissolution du
sulfate de plomb : on a dissous s moles de PbSO,, mais
I'équilibre est encore réalisé avec [Pb2+]éq = s, ce qui
permet d’écrire

Ks = s[SO7 Jgq -
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La concentration [SOi_] étant élevée dans la solution
considérée (0,5 mol-L7!), et la constante K étant trés
faible, on peut négliger les SOi‘ apportés par la dis-
solution de PbSO,, ce qui permet d'écrire [SO;Z] =
0,5mol-L71.

On a donc

K 16x1078

SO ] 05

S=

soit | $=3,2x 108 mol .
11 était 1égitime de négliger les ions sulfates issus de la
dissolution devant ceux initialement présents.

Le sulfate de plomb est trés peu soluble dans une solu-
tion d’acide sulfurique concentrée.

4 — Accumulateur au plomb en fonction-
nement générateur

06— Couple PbO,/PbSO,.

Dans PbO,, on a no(Pb)=IV.

Dans PbSO,, on a no(Pb)=II.
On peut écrire la demi-réaction électronique :

PbO, +4H" +S05™ +2e” — PbSO, +2H,0 .

C’est une réduction : le compartiment de gauche est la
cathode.

Couple PbSO, /Pb :

Pb+S03~ — PbSO, +2e” .

C’est une oxydation :
I'anode.

le compartiment de droite est

La réaction globale de fonctionnement de 'accumula-
teur est donc

PbO, +Pb+2S0,%+4H" — 2PbSO, +2H,0 .
U7 — Le potentiel de la borne & est
0,06
Es = E°(PbO,/PbSO,) + T1og([H+]4[so§—]) .

Le potentiel de la borne & est

0,06
Eo = E°(PbSO,/Pb) + =~ log

; )
— |-
[SO;~]
Lafém e = Eq — Eg de 'accumulateur est donc

e = E°(PbO,/PbSO,) — E°(PbSO,/Pb) +0,0610g [SO; "]
-0,12pH.

La fém de 'accumulateur au plomb dépend du pH.

Elle est d’autant plus élevé que le pH est faible : il est
préférable d’utiliser de 'acide sulfurique trés concen-
tré.
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5 — Masse d’une batterie au plomb

18— La mise en série de plusieurs éléments permet
de délivrer une tension plus élevée.

La mise en parallele de plusieurs éléments permet de
délivrer une plus grande intensité : on augmente la ca-
pacité.

19— Latension a vide d'un élément est
Up=1,68—-(-0,33)=2,01V.

Il faut donc 6 cellules en série pour obtenir 12 V a vide.

Compte tenu de la baisse de tension lorsque I'accumu-
lateur débite, il faut prévoir 7 cellules pour maintenir
une tension supérieure a 12 V en fonctionnement.

10— En notant n(e”) le nombre total (en moles)
d’électrons échangés, la capacité s’écrit

Q=n(e)F.
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La quantité de plomb consommée, compte tenu de
la stoechiométrie de la demi-réaction d’oxydation, est

n(Pb) = %. La masse de plomb correspondante est

m(Pb) = n(Pb) M (Pb). On a donc

Q= 2n@b)F = 2 7ED)
- - “M(Pb)
d’ou
M
m(Pb) = LMED) |
2F
On calcule
50 x 3600 x 207
mPb)= ——
2x96500

soit pour 'accumulateur

m(Pb) = 0,19 kg .
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