PSI TD n°1 : Intégration 2025-2026

Intégrales sur un segment :‘

* Exercice 1 a désigne un réel strictement positif.
On pose, pour n € N* S (o) =14+2%+ ... + n*.

1
1. Justifier 'existence puis calculer / x%dz.
0

2. En déduire, a I'aide des sommes de Riemann, un équivalent simple de S, («) pour n tendant vers I'infini.

Exercice 2

1
1. Calculer/ In(1 + x)dz.
0

(2n)!>1/”.

nlnn

2. Déterminer la limite de <

1

Exercice 3 Pour p et ¢ dans N, on pose I, ; = / (1 —t)P(1 +¢)ddt.
-1

1. Préciser Iy, (pour n € N).
2. Pour p < 1, exprimer I, , en fonction de I,,_1 411.

3. En déduire I, , en fonction de p et ¢ et en particulier I, ,, en fonction de n.

Exercice 4 Le changement & connaitre

1—¢2 2%
1. Soit x € [0;7[. On pose t = tan (%) Retrouver les formules : cos(z) = T sin(z) = =
/2 1 i
2. Calculer Jy = / —— dxz en utilisant le changement de variable £ = tan (—)
o b —4cos(z) 5
/2
3. En déduire simplement la valeur de J; = / L(x)
o 5 —4cos(z)

1
Exercice 5 CCP PC  Calculer / arcsin(v/t)dt.
0

T

Int
* Exercice 6 Soit G(z) = / 1

et

1

€T

1. Ensemble de définition de G 7
2. Montrer que G est de classe C'! sur son ensemble de définition.

3. Calculer G'. Conclusion ?

e Exercice 7 Mines Télécom 2021
Soit g une fonction continue et strictement croissante sur R et de limite nulle en —oco. Pour tout n € N et tout

T 1
x € R, on note f,(z) = / g(nt?)dt — / g(—nt?)dt.
0 x

1. Montrer que f, est de classe C! sur [0;1] et que g est strictement positive.
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Montrer que fy,(z) = 0 admet une unique solution. On note z,, cette solution.
Etudier la monotonie de la suite (xy,).

1
Montrer que quelque soit z € R, / g(—nt?Hdt — 0.

x n—-+o0o

En déduire la limite de la suite (x,).

CAN A

1 1
Exercice 8 Comparer lim n2ze " dr et / ( lim n2$e_"x> dx.
0 0

n—-+4o0o n—-+00

‘Intégrales généralisées :‘

* Exercice 9 Les intégrales suivantes sont-elles convergentes ?

+oo .3 t +o0 +o0 d
a) / x6arc in(x)d:c ) / T 0 / x
o 20+ ad+1 o e*—1 1 (I+az)ve—1

oo dy T Int Ulnt
8)/6 Iz f)/1 tTdt 9) ; %dt

oo z +oo
i) / i 7) /2 tan(x)dx k) / et dt
0 0 0

T+ et

+oo
e Exercice 10 Montrer que I = / dx existe.

x + x?

Déterminer la valeur de I (on utilisera une décomposition en éléments simples).

+00 1
e Exercice 11 Montrer que I = / —— 5 dw existe.
0 l+z+z

Déterminer la valeur de I (on pourra commencer par poser u =z + 1/2).

dx et calculer sa valeur.

T (g
Exercice 12 Montrer l'existence de / (2 )
1 X

e Exercice 13 Culture : intégrales de BERTRAND (savoir refaire comme du cours)

Discuter, selon (a, 8) €]0, +o0o[?, l'intégrabilité sur [2, +oo| de x — ()

e Exercice 14 Fonction Gamma (& savoir refaire sans hésitation)
+oo
Soit T' la fonction définie par : T'(z) = / t*te~tdt
0
1. Donner ’ensemble de définition de la fonction I'.

2. Montrer que pour tout x >0 : I'(x + 1) = zI'(z) .
3. Calculer I'(n) pour n € N*.

Exercice 15 Mines 2023

t2—1
On pose pour tout t € R, f(t) =

(1+2)V1+1t1

1. Donner le développement limité & 'ordre 3 de F' en 0.
+0o0
2. Calculer, si existence, I'intégrale f(t)dt.
0

et pour tout x € Ry, F(x) = / f(t)d
0

Dlnt
d/ dt
A -

1
h)/lntdt

0 ¢

avec o € R.
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Exercice 16
1. Mont > 0, Iintégrale F(a) /+OO In(t)

. ontrer que pour a , l'integrale a) = —

que p g Ay

dt existe.

2. Montrer que F'(1) = 0 en utilisant ¢t = 1/u.

3. En déduire F'(a) en fonction de a.

w/2
Exercice 17 Intégrale dite de POI1SSON (classique) Soit I = / In(sin(z)) dz .
0

1. Montrer que l'intégrale I converge.

2. En déduire l'existence et la valeur (en fonction de I) des intégrales :

w/2 T
J :/ In(cos(t)) dt et K :/ In(sin(u)) du.
0 /2
3. En déduire la valeur de I (on envisagera I + .J).

Exercice 18
—+o00 =
dt.

1. Etudier le domaine de définition et la monotonie de f(z) = / T3
1
1
2. Montrer que pour tout z €]0; +o0[, f(x) + f(z+1) = —.
x

3. Donner la limite puis un équivalent de f(x) en 400 et en 0.

4. Calculer f(1) et donner l'allure de la courbe.

Exercice 19 CCP PC 2008
+o00 l,2 1

—+oo
Existence et calcul de T = /0 mdm. En déduire la valeur de J = /0 7( 1T x2)2d$'

nt

+oo
Exercice 20 CCINP 2023 On pose Vn e N, I, = / B
0 (14 et)nt1

1. Montrer que lintégrale I,, converge pour tout n € N.
1 n—1
2. Montrer que Vn e N, I, = — + L.
n2n
3. On pose Vn € N, J,, = nl,.
Déterminer une relation de récurrence entre J, et J,_1.
1

27 .

n

4. Calculer J;. En déduire que ¥n € N*, J, = )
k=1

1 1
5. Montrer que Vn € N*, I, = — (1 — >
n 2n

+oo —t
* Exercice 21 CCINP 2024-2025 On considére lorsque c’est possible f(z) = / Tdt'

xT

1. Montrer que f est définie et de classe C'* sur ]0; +oc[. Calculer f’.

6—13

2. a. Montrer que Vz > 0, f(z) < —.
x
+oo
b. Montrer que Vz > 0, f(z) = —e™ “In(x) —I—/ e tIn(t)dt.

T
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c. Montrer que f est intégrable sur lo; +ool.

+oo
3. Calculer / f(x)dx al’aide d’une intégration par parties.
0

*x Exercice 22 On envisage, sous réserve d’existence, F'(a) = /

™

+oo

sint
tO&

dt.

Montrer que l'intégrale définissant F'(«) est absolument convergente pour o > 1 et que pour o > 0, F'(«) existe.

o Exercice 23 Mines-Télécom 2024

1. Montrer que = —

+o0o
2. Montrer que 'intégrale /
1

+o0
cos(ax
3. Montrer que I'intégrale / (az)
0

cos(ax) — cos(bx)

cos(u)

du est convergente.
u

— cos(bx)

X

Exercice 24 Centrale 2025

Soit f une fonction de classe C! et intégrable sur R. On pose VA € R, L(\) = /

1. Justifier Pexistence de L(\) pour tout A € R.
2. Montrer que L(A) — 0.

3. Etudier la convergence de /

Exercice 25 CCINP 2023

A——+o00

est intégrable sur |0; 1].

dx est convergente et la calculer.

“+o00

—0o0

f(t) sin(At)dt.

a
Indication : s’intéresser dans un premier temps a f(t)sin(At)dt avec a € RY.

—a

T gin gz

— 00

dx puis d’autres questions.

b
1. On pose Vn € N* [, = / f(z)sin(nz)dz. Montrer que lim I, = 0.
a n—-+o0o

+oo
2. On considére [ = /
0

sin(x)

dmetVnGN*,Kn:/
xr 0

a. Mountrer que l'intégrale I est convergente.
b. Montrer que lim K, = 1.

n—-+0o

e

Montrer que lim (J, — K,,) = 0.
n—+oo

d. Montrer que Vp € N*, Jo,11 = Jop—1.
e. En déduire la valeur de I.

2 sin(nz)

X

dxetJn:/
0

Soient a,b € R tels que a < bet f: [a;b] — R de classe C'.

2 sin(na)

sin(z)

+00 (i3
t
e Exercice 26 CCINP 2019 Soit [ = / 8”12( )at.
0

1. Montrer que I existe.

3 (3" sin(t
2. En linéarisant sin®(¢) montrer que I = lim — sin )dt.

z—04 T 12
in(t) —t
3. Montrer que g : t — sm(tg est intégrable sur |0; +o0.
4. En déduire la valeur de 1.
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