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Diffusion thermique — Solution (I)

wenvsen Conduction thermique cvmomome

1 — Métabolisme d’'un mammifere

1. On considere la sphére de rayon r > R. Le bilan
thermique s’écrit, en régime stationnaire pour une du-
réedt:

0= 5Qrequ + fpproddt»

ol P est la puissance totale créée dans I’animal par son
métabolisme.

La sphere, surface fermée, est conventionnellement
orientée vers l'extérieur; en notant ®(r) le flux ther-
mique sortant, le bilan s’écrit

0=—®(r)dt+Pproqdr.
On en déduit :
O(x) =P = {Pprod .

Le flux thermique a travers une sphere est indépendant
de son rayon, et est égal a la puissance thermique pro-
duite a I'intérieur de la sphere, qui est intégralement
évacuée par transfert thermique a travers sa surface.

2. Leprobleme étant a symétrie sphérique, le flux ther-
mique sortant s’écrit

@) = # ToM)dSy = anr?jo(r).
MeX

La puissance totale produite dans la spheére de rayon R
est

4
P=_nR3p,.
3Py

Le bilan ®y = P conduit donc a

pvR® 47

J(n = 3r2 dr

en utilisant la loi de Fourier. On a donc, la température
loin de I'animal (r — oo) valant Ty :

To pvR3 0 qr! PvR3 11%° PvR3
dT = — — = - =
T(r) 31 r I", 3/1 r r 3&7‘

d’ou

T(r)=To+

On remarque que 7T'(r) > Ty comme attendu : le méta-
bolisme de I'animal réchauffe son corps.

3. En considérant un contact parfait, la température
est continue a la surface de 'animal; sa température
cutanée vaut donc T, = T'(R), soit

pvR*

Te=Ty+
c 0 31

Quand R est fixée, T; diminue quand A augmente : le
milieu est meilleur conducteur de la chaleur et éva-
cue mieux la puissance thermique produite par I'ani-
mal qui est plus refroidi.

Quand A est fixé, T, augmente, de facon affine, quand
R augmente. Une augmentation de R augmente le flux
thermique évacué selon R? (proportionnel  la surface
de I'animal), mais la puissance totale produite est pro-
portionnelle au volume de I'animal donc a4 R®. On a

donc ) )
puissance produite
x R

puissance évacuée

4. Le métabolisme volumique est donné par

31
pvzﬁ(Tc_To),

SOit | pyair =2,4 kW- m~3 et Pv,eau = 240 kW - m=3 .
Comme Aeay = 10044, 0N a Py eau = 100py air pour une
méme taille R de I’animal.

De plus py o< — : pour un animal 10 fois plus petit,
le métabolisme volumique nécessaire doit étre 100 fois
plus important.

Dans l'eau, ol la conductivité est plus importante, le
métabolisme serait trop important pour un mammi-
fere de petite dimension. Le plus petit mammifére ma-
rin est d’ailleurs le béé phoque, dont environ la moi-
tié de la masse corporelle est constituée de graisse iso-
lante!

2 — Modeéle d'un fusible

1. On considere la tranche de fusible comprise entre
les abscisses x et x + dx. En régime stationnaire, le bi-
lan d’énergie interne s’écrit

0= 6% Qrecu + 0Pproadt.

Le transfert thermique recu pendant d ¢ vaut

djo(x
82 Qrecu = [ jo(x) — jo(x +dx)] Sdt = - JQW) ¢ 4xdi
X
soit avec la loi de Fourier
d’T
5ere<;u:/1 (x)dedt.
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Le tronc¢on de longueur dx a pour résistance électrique

or=2
)
La puissance dissipée par effet Joule y est alors donnée
par
dx
2 2
(Sipprod = 6RI = ﬁl .

Le bilan d’énergie s’écrit alors

d2T d
0= A D g irdr+ E2ar,
dx? YS
soit
d2T+ I? o
dx?  AyS?

Avec la condition T(0) = T (L) = Ty, la solution s’écrit

2

I
T(x) = T() ar WX(L—X) .

T(x)

2. La température est maximale au milieu du fusible,
en x = L/2. En cas de dépassement de Iy,y, la rupture
se produit donc en x = L/2.

On a alors
12, I?
TF =] TO + max
8AyS?
d’ou
-

22y (Tr—To)

Pour I = 16 A, on calcule

16x2,5x 1072

21/2 % 1,2 x 108 x 65 x (390 — 290)
=1,6 x 107% m?

S16

soit | S16=1,6 mm? |, ordre de grandeur tout a fait réa-
liste.
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3. La température est maximale au milieu du fusible,
en x = L/2. En cas de dépassement de Ij,y, la rupture
se produit doncen x = L/2.

On a alors y o
Iz L
Tp = Ty + 2
Fmro 8AyS?
d’on
ImaxL

S= .
27/2Ay(Tr — Tp)

Pour Iy = 16 A, on calcule

16x2,5x 1072

2v/2 x 1,2 x 10° x 65 x (390 — 290)
=1,6x10"%m?

S16 =

soit | S16 = 1,6 mm? , ordre de grandeur tout a fait réa-
liste.

4. Le vecteur densité de flux thermique est donné par

dT(x)  I?
dx  2yS?

Jo(x)=-A (L-2x).
La puissance recue par conduction en x = 0 (donc
transférée dans le sens + ¢,) vaut

IL
Pin(0) = jo(0)S = ——

2yS
On a Py (0) < 0 : la puissance est évacuée vers 1'exté-
| Pl =0,65W .
La puissance recue par conduction en x = L (donc
transférée dans le sens — ) vaut

rieur. On calcule

Pn(L)=—j (L)S——IZ—L
th{L) = —JQ = 2}/5'

Le probleme étant invariant par symétrie par rapport
au milieu x = L/2 du fusible, on a comme attendu
P (0) = Py (L).

La puissance électrique produite par effet Joule dans la
tranche [x, x + dx] s’écrit

2
6Pe =6RI? = I—dx.
S

La puissance électrique fournie a l'ensemble du fil
s’écrit alors

Ce résultat était prévisible.
Le bilan d’énergie pour tout le fusible s’écrit

0= 6Qregu + (-Pe dz
avec 5Qregu = [':Pth 0) + :Pth ()] dt, d’ ot

Pin(0) + Pin (L) + Pe =0 .
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3 — Banc de Kofler

1. On considére comme systéme la tranche comprise
entre x et x+dx. On effectue un bilan d’enthalpie pen-
dant dt en régime stationnaire :

0=P(x)dt—D(x+dx)dt— h(T(x)— T,)adxdt,

le transfert entre le banc et I'air se faisant a travers la
surface dS = (a+2b)dx =~ adx car b < a.
On adonc

do
0= “dx dxdt—-h(T(x) — Ty)adxdr
X

soit comme ®(x) = ab ji, (x)

di
0= o rw-Tya.
dx
Avec la loi de Fourier on obtient

d’T
0= Awb_ h(T(X) - Ta);

soit
&7 h(T(x) T,) =0
dx2 Ab am

Ab
Enposant8(x) =T(x)— Ty et |6 = ik ona

d?0  0(x)
dx2 62
dont la solution générale est de la forme

0(x)=Be % +Ce*'?,

d’ot1 le profil de température
T(x)=Ty+Be *%+Ce*? .

2. La distance § caractérise la variation de la tempé-
rature dans la barre. On peut considérer cette dernier
infinie si | L > 6 | (dans la pratique si L > 56 I'approxi-
mation est valide).
La température ne pouvant diverge, on doit alors avoir
C=0 , soit
T(x)=T,+Be™™*?.

On ne connait pas la température en x = 0, mais on
connait la puissance recue : c’est la puissance dissipée
par la résistance R alimentée sous une tension efficace
U, donnée par

UZ

P=—.

R

Par continuité du flux thermique en x = 0 a travers la

section ab, on peut écrire

P=0®(x=0)= —/lab%(x =0) = /UlbE s
dx 0
d’ou
B U?s
AabR |
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3. Dans le banc de longueur L, le temps caractéris-

. L . c
tique des variations de températures est 7* = Pe12 on

peut considérer que la température dans le banc ne dé-
pend pas de la température si, du fait de son inertie
thermique, il n’a « pas le temps » de suivre les variations
de températures de la résistances, qui se font avec la
période 1/ f ou f =50 Hz. Il faut donc

PR < f.

En considérant un banc en aluminium, on a

p = 27x103kg-m™3, ¢ = 897]-K 1 -kg7! er A =
237W-m~'-K7!; avec L = 0,4m on obtient f >
6 x 107* Hz, ce qui est largement vérifié avec f = 50 Hz.

4. La température dépend de I'abscisse x sur la banc.
Les cristaux restant solides jusqu’a une abscisse x¢, on
en déduit la température de fusion

2

U2s
Trus = Ta+ ———e

—Xf/5
AabR '

Cette température dépendant de la température exté-
rieure T, et du coefficient d’échange £, il est nécessaire
d’étalonner le banc avant chaque utilisation.

La température de fusion maximale détectable est

U?6
Trus,max = Ta + TabR’

La valeur de R permet de choisir la valeur de la tempé-
rature maximale de fusion détectable.

5. Ona

dT  U? _.5

dx  AabR '
Une incertitude Ax sur la lecture de la position se tra-
duit par une incertitude sur la température

U2
T=——e*0Ax
AabR
soit

Tfus - Ta

AT =
)

Ax.

Lincertitude augmente quand Tj,s augmente.
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4 — Conduction thermique

1. Bilan classique en régime stationnaire sur la tranche
comprise entre x et x +dx :

0=0(x)—D(x+dx)—h[T(x)— Ta]2nRdx,
dT
avec ®(x) = —/I—JIRZ, d’ou
dx
0 d’T Zh[T( -
=—-—[T(x)-T,l.
dx?> AR a
AR . e
On pose 6 = o5 2 patir de ’équation différentielle.

Le candidat pourra poser 8(x) = T'(x) — T, pour se ra-
mener a une équation différentielle homogene.

La solution générale est

T(x)=Ty+Ae ™™ +Be"? .

2. Latempérature est imposée a I'extrémité x = 0, soit
TO)=Ty=Ty+A+B.
Le flux thermique est continu a I'extrémité x = L, soit

—)L(dT) — h[T(L) =T,
dx L

qui donne

A
Sae-Be! | = h| T+ aeT 4B

3. Cette hypothese revient a dire L > §. On obtient
T(x) = Ta+ (To— To) e 0.

4. La température diminuant le long de la tige, la pa-
raffine est évidemment fondue entre x = 0 et x;!

L'abscisse de fusion est donnée par

T(xp) = Ta+ (To— Ta)e ™0 = T,
d’olu _r
5ln( a)
Tr— T,
Pour les deux tiges, on a donc - oit L
’ 51 52 VA

X2 X2 2 - -
—, doudy =N (—) =656W-m™~!- K.
Ao X1

5. Le ventilateur augmente le flux conducto-convectif
(sa partie convective), donc &, donc § diminue; les abs-
cisses de fusions sont donc plus petites.

5 — Barre parcourue par un courant

1. Le bilan d’énergie appliqué a la tranche [x, x + dx]
en régime stationnaire s’écrit

do
0=0(x)dt—P(x+dx)dt= “dx dxdt,
X
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d’o1 ®(x) = @y uniforme. Comme ® = jo(x)S, jo est
uniforme, et d’apres la loi de Fourier on a donc

dT TWL)-T0O) T,-T

A—= = )

dx L L

d’ou
—T
T(x)= 2—x+T, .

La puissance fournie par la source en x = L est donnée
par le flux thermique en x = L (qui a la méme valeur
pour tout x d’ailleurs), soit

=-1—S
dx

d’olt

P, = AS(T 1)

2= =12
2. 1l faut ajouter un bilan d’énergie 1'énergie créée
dans la tranche [x, x + dx] pendant dt par effet Joule :

d
Porod dt = p—SxIZdt.

Le bilan d’énergie s’écrit alors

2

0= Ad TSd de+

pdx
—I°dt,
dx? S
dx? AS
On en déduit
pl* ,

- x>+ Ax+B.

T(x)= 215

On a d'une part
T =T, =B

et d’autre part

&
T,=-P 12 a1+

T(L) = 915

Th-T p12
L 21s

A= —1L.

On a donc

pl? , T-T
T(x)=- x°+ X+
(*) 218 L

pl?
218

Lx+ Ty,

soit
I? T,-T
prgiLm 0+

La puissance a I'abscisse x est donnée par

T(x)=

x+ 17 .

P = -29L 5= pr2y pIZL+AS(T )
B dx Bl 2 L ! 2
soit

P(x)=pl? (x— E) +E(T1 - T)|.
2) L
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3. Lapuissance cédée a I'extrémité x = L vaut alors

pI’L S
= +T(T1_T2) .

P
27

Le premier terme correspond a la puissance évacuée
due a l'effet Joule, le second terme a la puissance due a
la différence de température entre les extrémités de la
barre.

4. En x =0, on obtient

AS

pI’L
- +T(T1—T2) .

2

p, =

Le terme di a la différence de température est in-
changé (le flux correspondant est uniforme); le terme
da a I'effet Joule est changé de signe : cette puissance
estici aussi évacuée de la barre.

5. Latempérature va évoluer de facon irréversible vers
un état d’équilibre caractérisé par une température
uniforme Tt dans la barre.

Considérons une tranche [x, x + dx] de la barre; un bi-
lan d’énergie entre I’état initial ou1 'on isole la barre et
I’état final d’équilibre s’écrit :

dU = pcSdx[T; - T(x)].

L'énergie interne étant une grandeur extensive, la va-
riation d’énergie interne entre ces deux états pour la
totalité de la barre s’obtient en sommant le terme pré-
cédent sur la totalité de la barre, soit :

L
AU:/ pcS[T— T(x)]dx.
0

La barre étant calorifugée, le premier principe conduit
a AU =0, d’ol apres simplification

L L
/[Tf—T(x)]dx:OzLTf—/ T(x)dx
0 0

La température finale est donc donnée par

1 L
sz—/ T(x)dx.
LJjo

» On remarque que c’est 'expression de la valeur
moyenne de la température T (x) surla barre al'ins-
tant initial.

On calcule
I? (13 13\ T,-TyI?
szp—(———) 271
2A8\2L 3L L 2L
soit
ol’I? T+ T
Tr = )
1218 2
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6 — Ailette de refroidissement

1. Nous allons chercher la puissance évacuée par une
ailette. On effectue un bilan d’énergie pendant d¢ sur
la tranche comprise entre x et s+dx en régime station-
naire :

0=0(x)dt—P(x+dx)dt— 6Dy, dt
_do
dx

dxdt—h[T(x)—6]12nRdxdt

daer
= AWHR dxdt—h[T(x) —0c]2nRdxdt.

On en déduit
d’T
dx?

En posant la distance caractéristique

—%[T()—Q]_O
AR YTVl =R

AR
o=1/%=,
2h

la solution générale de I'équation différentielle est
T(x) =0+ Ae 9 +Be™?

Nous allons faire I'hypothese que le modéle de I'ailette
infinie peut s’appliquer (on discutera de cette hypo-
thése a posteriori). On doit alors avoir B = 0, et la condi-
tion a la limite 7(0) = 8y permet d’écrire

T(x) = 0p + (0g — 0) e~ .

La puissance totale évacuée par l'ailette est donnée par
le flux thermique a travers sa section en contact avec le
moteur :

dr
®; =®0) = -A—(x=0)7R>.
dx

» Pour s'en convaincre, effectuons un bilan d’énergie
en considérant comme systeme la totalité de l'ai-
lette. En régime stationnaire, on peut écrire en no-
tant Oy > 0 le flux total sortant de Uailette (a travers
sa face latérale et son extrémité)

0=+d(x= O)dt—q)totdt

dont q)tot =®(x=0).

On calcule

T _ 0—be 5

dx 0

MO -6 |2h
@, = 2000 05 ) 1R = (60 - 6) SRR

La puissance totale dissipée par une ailette vaut donc

d’ ol

2hA
@, =1/ —=(0—0c)nR>.
R
On calcule ®; =4,8 W.
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Il faut donc 9 ailettes pour évacuer la puissance
O =40 W.

Discussion : I'hypothése de lailette infinie est-elle va-
lide? Elle revient a considérer que la longueur de la tige
est grande devant la distance caractéristique de l'évolu-
tion de la température dans celle-ci: L > 6.

On calcule 6 = 6,3 cm. Lapproximation § < L semble
osée, mais des deux grandeurs apparaissent dans le
terme e 1'% = 0,09 qui est « assez petit» devant 1. Lhy-
pothese, sans étre largement vérifiée, est acceptable.

2. On pourrait améliorer le systeme :

— en utilisant un ventilateur pour se mettre en situa-
tion de ventilation forcée; h est alors plus élevé,
ainsi que la puissance évacuée par une ailette;

— en prenant des ailettes de profil différent, qui aug-
mente la surface d’échange pour une section don-
née.

7 — Compost

1. Effectuons un bilan d’énergie en régime station-
naire pour une tranche de section S, comprise entre z
etz+dz:

0=P(z)dr— d>(z+dx)dt+Qsm( )Sdzdt

= —((11— dzdt+Qsm( )Sdzdt

dT
= jo(@)S=-A=S

soit comme ®(z) 3
z

2
A—Sdzdt+Qsm( H)Sdzdt

On adonc

On en déduit

i—:zr:a—fcos(ﬂ)+A.

Nous pouvons utiliser a ce stade la conditionen z=0:
la surface au sol étant parfaitement isolé, le flux ther-
mique est nul en z = 0, soit

QH

0=—+A.
A

dT( 0)
—I(Z = =
dz T

H
Onadonc A= —Q—, d’olt
A

dT QH Os(nz) QH
—cos|—|——.
dz  Am H A
On en déduit
H? _ (nzy QH
T(z) = T si (E)_EZ+B

CPGE PSI 2024-2025
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La condition au sommet du tas de compost, en z = H,
est donné par la continuité du flux thermique, donné
d’un coté del'interface parlaloi de Fourier, et de 'autre
par la loi de Newton :

dTr
—A——(z=H) = h[T(H) - To]
dz
soit
QH2 ]
A== +B-Ty|.
Am 0
On adonc
2QH QH?
B="—4+=_ 1T,
hn A 0
d’ot1
QH? . (mzy QH 2QH QH?
T(z) = —)-=—z+—= .
(2) Am? Sm(H) Azt Tha An+ Ty

La température dans le tas de compost est donnée par

T(z) = T ;sm

QHZ[I . (JTZ)+ z

La température est maximum en z = 0 (dérivée nulle
par nullité du flux) et vaut

T = QH2 1+ 24 + T,
max = he| Y
La température au sommet vaut
T(H) = Ty QH2 24 + T, —ZQH+T
= dmin = A hH 0— Th 0-
PourO0<z< H,ona

dT QH[
dz A

os(n—;)—l]<0.

La température diminue vers le haut du tas (le flux ther-
mique est partout dirigé vers le haut).

T(2)

Tmax

T(H)
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2. La puissance dégagée par le compost pourrait se
calculer directement a partir de la puissance volu-
mique donnée (en intégrant sur tout le volume du
tas). Il est cependant plus simple d’effectuer un bilan
d’énergie en prenant comme systeme le tas de com-
post entier.

En régime stationnaire, pendant d¢, on a

0 = 6 Qrecud + Pdt,

avec
dT
6Qre(;u:_q)(x:H)dtZ}LSE(ZZH)dt,
On en déduit
dTr H
9)=—15—(Z=H)=—Q S[cos(n)—l]
dz
soit
20H
W= Q S.
7

» On obtient le méme résultat bien stir par le calcul

de i
iP:/O Qsin(n—;) Sdz.

» Le volume du tas étant SH, la puissance volumique

2Q
moyenne créée vaut —.
n

8 — Production d’entropie

1. En régime stationnaire, 'entropie de I'élément de
longueur dx ne varie pas dans le temps. Sa variation
pendant d¢ est donc nulle et le bilan d’entropie s’écrit

0= 628re(;u + 5280réé.
L'élément recoit en x le transfert thermique
0Q(x) = jo(x)Adt

a travers sa frontiére a la température T'(x); 'entropie
recue en x vaut donc

recu,x () ()

L'élément regoit en x + dx le transfert thermique
6Q(x+dx) = —jo(x+dx)Adz

a travers sa frontiere a la température T(x + dx); 'en-
tropie recue en x +dx vaut donc

i d
6Q(x+dx) _ Jjolx+ x)Adt

58S - _
requxHdx = T d ) T(x+dx)

CPGE PSI 2024-2025

Lycée Jean Perrin

Lentropie totale regue s’écrit alors

528re(;u = 5Sregu,x+dx + 5Sre(;u,x
_ [elx+dx)  jo(x)

T(x+dx) T (x)
L P eICO) prpty
dx | T(x)

En régime stationnaire, 'équation de la chaleur s’écrit

djox)
A Sty
dx

Le flux thermique est alors indépendant de x, soit
Jo(x) = jo.Onaalors

d
6%Stecu = —Ajo— | —— | dxdt
recu JQ dx | T(%) X
1 dT(x)
= jo———— Adxdt
]QTz(x) dx o
dr
Avec la loi de Fourier, jo =-A () et
dx
528 ——L(dT(x))zAdxdt
U T2 () | dx ‘

2. Le terme de production d’entropie s'écrivant
02Scree = 0sAdxdt, le bilan d’entropie conduit a

os(x) =

A (dT(x))z
T2(x) \ dx

On a bien |ogs(x)>0 , ce qui traduit le caractere irré-
versible du transfert thermique.

Nous en en présence d'un état stationnaire hors
d’équilibre : les grandeurs intensives ne dépendent pas
du temps, mais ce n'est pas un état d’équilibre car elle
ne sont pas uniforme : il y a un gradient de tempéra-
ture, donc un flux thermique dont le sens s’inverserait
si on « passait le film a I'’envers ».

Le gradient de température est uniforme en régime sta-
tionnaire :

dT T-T

dx L

Le taux de production d’entropie est donc maximal a
I'extrémité ol la température est la plus basse, c’est-a-
direenx=0;0na

AT - Ty)?
AT

0 S max =

Oncalcule O§max=1,78J-K!-m3.571 .
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9 — Geld'unlac

1. Représentons la situation :

T
0 S
glace
z(1) 1dz
T¢

Unbilan d’énergie dans la glace conduit a'’équation de
la chaleur (probléme unidimensionnel sans source) :

0Ty  0°T

Peleg, =A gz

Les conditions aux limites sont

2. Entre t et t+d¢ il se forme une épaisseur dz de glace.
Nous allons effectuer un bilan d’enthalpie pendant d¢
sur une section S de cette tranche d’eau qui se solidifie.

Sa masse étant pgSdz, sa variation d’enthalpie lors de
sa solidification est !

dH = —pgSdzAgsh.
Le bilan d’énergie s’écrit

dH = 6Qre(;u

avec
. 0T,
éQre(;u = ]Q(Z(t))Sdt = —AESdt.
On a donc
0Ty
—pgSAfshdz = -A—8dr
0z
soit
éTg dz
/15 = pgAﬁlsha .

3. Supposer z constant pendant d¢ revient a se
placer dans l'approximation des régimes quasi-
stationnaires.

4. La premiere équation différentielle devient alors
2
d°Tg _
dz?
Le gradient? de température vaut alors

dfy T Ts
dz = z(p

5. L'équation différentielle établie a la question 2
s’écrit alors

dz

= PeAfush—
Pgfus dr

Ty — Tg
z(1)

A

soit en séparant les variables :

Ti— T,
zdz=A——"% dt.
pgAfush

En prenant z(0) = 0 (Ia couche de glace commence a se
former al’'instant ¢t = 0), on obtient

T — T
A =A——S1,
pgAfush

| MT: - Ts)
z2(t) = ———Vt
pgAfush

On remarque que z(f) < /7 : I'épaisseur de la couche
de glace augmente « de moins en moins vite » : 'écart
de température entre les faces de la couche reste
constant, mais 1'épaisseur augmentant, le gradient de
température diminue au cours du temps; il en est donc
de méme du flux thermique évacuant I'énergie libérée
par la solidification qui se trouve alors ralentie.

soit

Les facteurs augmentant I’évacuation de 1'énergie pro-
duite lors de la solidification ont pour effet d’augmen-
ter I'épaisseur de la couche de classe pour une date ¢
donnée :

— sila conductivité A augmente, z(¢) augmente donc;

— si pgAgysh augmente, z(f) diminue (il faut évacuer
plus d’énergie);

— si Ty — Ts augmente, z(f) augmente (le flux ther-
mique augmente).

2,1 x30
6. On calcule z(f) = y/ ———— —+/t pour diffé-
V 940 x 335 x 103\/_ P

rentes valeurs de t.

1 mois
72 cm

1 minutes
3,5 mm

Durée
Epaisseur

1jour
13 cm

Les ordres de grandeur sont cohérents.

1. Attention au signe : '’enthalpie de solidification est'opposé de I'enthalpie de fusion.

—_—
2. On donne sa composante selon € ; on a bien stir grad Tg =
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TD phénomeénes de transport

Diffusion thermique — Solution (I)

10 — Diffusion thermique instationnaire

1. On vérifie que

T©0,00=T, et T(0)=Tp.

2. Le probleme unidimensionnel sans source est régi
par I'équation de la chaleur

oT  #*T

— =—a—— avec a=—
ot 0x2

pc’
Ecrivons que T (x, t) = Ty + f(x)g(t) vérifie cette équa-
tion :

fg'm=af"xg
soit

fx)  g®

Le premier membre de cette égalité est indépendant
de ¢, tandis que le second membre est indépendant de
x (par construction); chacun de ses membres ne dé-
pend donc ni de ¢ ni de x : ils sont donc égaux a une
constante.
On a donc d’'une part

g _
g(1)

A,
d’ ol
g() =g(0)e!.

Physiquement, g(¢#) ne peut diverger; on doit donc
avoir A < 0. Comme A est homogene a 'inverse d'un
temps, on pose A=-1/1, et

g =gOe ",

On a alors

fll (x) 1

a =——,

fx) T

soit )
"(x) + — =0.
f(x po fx)

On en déduit

fx) = asin( al )+,6cos( al )
- var var)’
La condition initiale s’écrit, en posant3 g0)=1
T(x,0) = T0+Hsin(n—;) = Ty + (%)

d’on1

fl) = asin(i) +ﬁcos(i) :8sin(?) .

var Vvar
1 b4 L2
Onendéduitf=0,a=0et —=—,dou7=—.
var L am?

3. Léventuelle constante multiplicative sera dans la fonction f.
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On adonc
B am? L (TX
g(t) =exp _Ft et f(x)-@sm(T) .

La température dans la barre s’écrit donc

T(x,t) =1 +Hsin(nx)ex ( it t)
) =10 L p L2 .
3. Le vecteur densité de courant thermique est donné
par la loi de Fourier
oT

- =22 a0f cos(E _
Jolx,t) =—-A—= AHLCOS(L)eXp(

am? t)
0x '

12
En notant S la section des plaques, le flux thermique en
x est donné par

7T X am?
D(x,1) = —ASGZ cos (T) exp (—7 t)

11 — Température de la planete Mars

La température moyenne sur le sol martien est de

—50 °C. Le rayon de la planéte est R, = 3400 km et on

suppose pour simplifier qu’elle est formée de deux par-

ties bien distinctes a symétrie sphérique :

— un noyau homogeéne d'un mélange, entre autres,
de fer et de nickel a la température uniforme de
2500 °C, de rayon R; = 1500 km;

— un manteau homogene composé essentiellement

de silice solide jusqu’a la surface, de conductivité
thermique A.

1. Rappeler ce qu'on appelle une résistance ther-
mique, et donner I'expression de celle-ci pour le man-
teau de Mars en fonction des données.

2. Le probléeme étant a symétrie sphérique, on a
T(M) = T(r) et Jo(M) = jo(r) €.

Prenons comme systéme une coquille sphérique de
rayon r et d’épaisseur dr, avec R; < r < Ry. En régime
stationnaire, le bilan enthalpique s’écrit

do
0=+®(r)dt—O(r +dr)dt= a4 drdt.

Le flux thermique a travers la sphére de rayon r est
donc indépendant de son rayon, soit

N dTr
[0} =# Jo-dS =4nr2jQ(r) = —4mArt—.
s dr

On adonc
dT 3 ()

dr  4mAr?’

en séparant les variables, on peut écrire
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TD phénomeénes de transport Diffusion thermique — Solution (I)

T ® [Tdr dou 2,dT 4
/ dT=—— /| = 1) O(r) = —4nr’A—— = —mr3P,.
T 47A Jp, 12 dr 3
en notant Ty, la température dans le noyau, d’out On a donc dT rP,
® (1 1 dr s
I(r)=Tn+ 471 (; - R_l) : En notant Ty = T(R;) la température au sol, on a

On élimine le flux thermique en écrivant (1) entre les
deux rayons du manteau :

T ) R dr
dr=-— [ =
T 4 R r2

P
T(r)=Ts+ é(Rg -3

n

12 — Solidification d’une goutte

ou T est la température du sol, soit .
1. Prenons comme systéme la goutte de rayon R. Le

T = o] (1 1) premier principe pendant d¢ s’écrit
* " 4amA\Ry R
d’olt RR
1R )
=(T,-T. On a d'une part
ey (Tn S)Rz—R1
4 4 dT
On a donc dU = —nR3pcdT = =nR3pc—dt
3 3 dt
T(r) = Ty + (T — Ty) 22 (1 1) et d’autre part
- n s Rz—Rl r R1 ' p

) = —h4nR*(T (1) — T, dt.
» On vérifie que 'on retrouve bien T(R;) = Ty et Qregu [T(0) - Tal

T(R2) = Ts. Apres simplification, on obtient
Graphe:
dT
T(r) pCRE :—3h[T(t)—Ta] .
I
2. L'équation différentielle précédente s’écrit
TdT +T()=T, avec T peR
— = \Y =—.
dt ‘ 3h
On en déduit
Ty T(t)=Ae™ """ +T,.
R R, r  Avec la condition initiale T(0) = T, on obtient
3. Lapuissance dissipée par le noyau est donnée par le T(t)=(Te—Tae /" +T, .
flux thermique 9, soit
3. Dela condition
R\ Ry
O =4gA(Ty, - Tg) .
Ry - Ry (Te—Tae VT +T,=T¢
On calcule ® =103 GW . on déduit
Cette énergie trouve son origine dans des désintégra- 1 Te— T,
tions radioactives au sein du noyau de la planéte. h=7ln Ti—Ta)
4. Au bout de 4 milliards d’année, on peut considérer
que I'on est en régime permanent! On calcule | =505
Considérons comme systéme la sphére de rayon r. En 4. Décrivons I'évolution :
régime permanent, le bilan enthalpique s’écrit étatinitial masse m d’eau liquide a Ty = —5 °C;
état final masse xm d’eau liquide et (1 — x)m d’eau so-

4
0=-®(r)dt+ gnr3Pvdt lide & Ty = 0 °C.
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Lensemble est isolé; I’énergie nécessaire a augmenter
la température de la goutte provient de la solidification,
exothermique.

On considere I'état intermédiaire fictif ou I'’eau est li-
quide a 0 °C. La variation d’enthalpie de la goutte entre
I’état initial et cet état est

AHl = mc(To - Tf) .

La variation d’enthalpie entre cet état et Iétat final cor-
respond a la solidification d'une masse (1 —x)m d’eau:

AH, = —(1 - x)mAgysh

Lenthalpie étant une fonction d’état, le bilan pour
toute I'évolution s’écrit

AH=0=AH, +AH,

soit
mc(To—Tp) — (1 — x)mAgsh =0.
On en déduit
o= 1B
Afush

On calcule | x=0,94 | : il reste 94 % de la masse de la
goutte sous forme liquide.

La goutte d’eau est dans un état de surfusion : elle est li-
quide a une température Ty = —5 °C ot elle devrait étre
solide. Cet état est métastable : une petite perturbation
(choc, impureté) déclenche le changement d’état. C'est le
principe des pluies verglagantes.

5. La derniere phase est une solidification de la goutte
isobare, donc isotherme (propriété du changement
d’état). La température de la goutte étant constante,
son enthalpie ne varie pas (dH = mcdT = 0). Le pre-
mier principe appliqué a cette derniere phase de durée
At s’écrit alors

0= Qrequ + Qprod

soit
2 4 3
0=—h4nR"(Ty— Ta)At+x§nR PAsfsh.
On en déduit
RAqsh
Al = x& .
3h(To—Ta)

On calcule |Af=1,4x10%s  soit un peu plus de 2 mi-
nutes.
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13 — Neige artificielle

1. Onfaitun bilan d’énergie ala goutte entre ¢ et t+d¢:

dUzéQregu
soit
4
gnRBngdT =—®dt=-h[T(t) - T.J4nR*dt,
d’ ol
dT  3h T T
dt ~ pcR o

La température suit donc I’équation différentielle

dT T
ar (I)ZE T:PCZR.
dt T

3h

2. Lasolution de cette équation différentielle est

T()=[Ti— Tele V" +T,.

Ona
T(to) = [T - Tele ™"+ T,
d’olt
T — T
fh = TIH(A) .
T (tp) — Te
On calcule
103x4,2x10%x0,2x1073
T= =43s
3 x65
puis
1h=39s .

3. La goutte se retrouve liquide a la température de
-5 °C, température a laquelle son état stable est so-
lide. C’est ce qu’on appelle le phénomene de surfusion.
Leau va rapidement évoluer vers son état stable en se
solidifiant partiellement.
L'évolution étant rapide, on peut la supposer adiaba-
tique (les transferts thermiques n’ont pas le temps de
se faire), et le premier principe appliqué a la goutte
s’écrit

AH=0.
Lenthalpie étant une fonction d’état, nous pouvons
décomposer I'évolution en deux étapes fictives pour
calculer sa variation :

étape 1: variation de température de T(fy) a Trys =
0 °C, avec une variation d’enthalpie A H; ;

étape 2: solidification d’'une masse (1 — x)m d’eau,
avec une variation d’enthalpie A H.

On adonc
AHy = mce[Trs — T ()]

et pour la solidification

AHy =(1-x)m(-ApsH).
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De AH=AH; +AH, =0 on tire

mce[Trys — T (1) — (1 = X)mAgys H=0

_ 1 CelThus = T(to)]
Afus H '

On calcule  x=0,94 .

4. La solidification du reste de I'’eau liquide se fait a la
température Tp.

Appliquons le premier principe a la goutte pendant la
durée t; de la solidification de la masse dm :

AH = —dmAgsH = —47R*h(Ty - Te) 1y

avec A
dm=xm= xgﬂpRS,
d’ol1
f = pxRAws H
YT BRI -Tel |

On calcule |t =21,3s .

14 — Transfert thermique dans une poutre

Soit un poutre de longueur L, de section circulaire
de rayon a et de conductivité thermique A, contenue
entre deux murs de température T,,. On note T, la tem-
pérature de I'air entourant la poutre et h le coefficient
de transfert convecto-conductif.

On considere le régime permanent atteint. Le point O
est placé au milieu de la poutre et on définit un axe (Oz)
dans le sens de la poutre.

1. Effectuons un bilan enthalpique pendant dt a la
tranche de poutre comprise entre z et z+dz:

0=P(z2)dt—DP(z+dz)dt—2mah[T(z) — Ty]dzdt

soit

do
0=——=-2mah([T(z)- T,).
dz

La loi de Fourier conduit a

2
T
/ld— —2nah(T(z)—T,] =0.

dz?
En posant 8(z) = T(z) — Ty, cette équation est de la
forme
d’0 6(2) 5 A
- avec =
dzz 62 2mah

ol 6 est une longueur caractéristique.

Compte tenu de la parité des conditions aux limites, on
aintérét a écrire la solution sous la forme

z

0(z) = Acosh(6

)+ psinn2).
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Les conditions aux limites s’écrivent
L L
Ty — To = Acosh|— |+ Bsinh| —

mora (26 (26)

L . L
Tm—Ta= Acosh(%) —Bsmh(ﬁ)

La différence conduit a
L
0 =2Bsinh (—)
20

d’olt B = 0 (ce qui était prévisible, la solution devant
étre paire), et la somme donne

L
2(Ty — Ty) =2Acosh | —
(T — Ta) cos (26)

_In-Ty
cosh (%)’
On a donc
cosh (%)
cosh(Z)

» On peut aussi écrire la solution générale sous la forme

T(2)=Ta+ (Tmm— T2)

0(z) = Ae*’® +Be 7 .
Les conditions aux limites s’écrivent alors
Ty — Ty = Aell20 L ge-Li20

11 est plus calculatoire de déterminer les constantes A et
B (qui sont différentes des constantes précédentes).

2. Soit @ le transfert thermique sortant de la poutre
vers |air.

Appliquons le premier principe a 'ensemble de la
poutre :

0=0(-L/2)dt—D(L/2)dt - Dsdt

oud(—L/2) estlefluxentranten z=—L/2 et ®(L/2) est
le flux sortanten z = L/2.

Ona
dT  Tpm-T, sinh(})
dz 0 cosh(%)
d’on
d Ama? sinh (%
D(z) = A mga? =24 (T - Ta)—(‘z).
d 0 cosh (33)
On adonc
Awa® L
D(L/I2) = - (T — T3) tanh % =—-®(-L/2)

d’ou1 le flux sortant total

2\ a?
@, =

L
(T — Ta) tanh(ﬁ) .
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» On peut mener un calcul direct de ce flux en intégrant
le flux sortant, donné par la loi de Newton, a travers la
section de la tranche [x, x + dx] :

Li2
Dy =/ (T(2)— Ta)2madz.
~L2

15 — Lafine ou I'épaisse?

1. Bilan d’énergie sur une tranche [x, x+dx] en régime
stationnaire :

Ox)—P(x+dx)—h[T(x)—Tal2(a+b)dx=0

d’o1 en linéarisant et en utilisant la loi de Fourier

d2T T -T,
dx? 52 B
avec
B Aab
“\ 2h(a+b)

homogene a une longueur d’apres I'équation différen-
tielle.

2. Solution générale
T(x)= Ae ™% +Be*0 +T,.

Ailette «infinie» si L > 6. On a donc B = 0, et avec
T(0) = Ty on obtient

T(x)=(To-T)e ¥ +T, .
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3. Ona

, dT  To-Ta _ys
= A— =)L 87X/
JQ(x) dx ) €

Le flux total évacué est donné par le flux entrant en
x =0 (on peut le justifier par un bilan d’énergie en pre-
nant comme systeme la totalité de 'ailette), soit

Dot = jo(0)ab.

On obtient

2h(a+Db)
Aab

=(To—-Ta)V2hAab(a+Db).

Le flux total est proportionnel a v ab(a + b). Le rapport
des flux est donné par

A
Do = E(TO —Tyab=A(To - Ta)ab

Pfne _ _vabla+b) 228
q)épaisse vab'(a +b) 1,4 a

Lailette fine permet d’évacuer plus de deux fois plus
d’énergie que l'ailette a section carrée.

4. Quand L est«grand» devantd,ona T(x) = T, et!’ai-
lette ne sert plus a rien. Compte tenu du terme e /9,
on peut se limiter a L = 56 par exemple (ou L = 30).

Il vaut mieux donc plusieurs ailettes courtes en pa-
rallele qu'une ailette longue, et prendre des ailettes
les plus fines possibles. La photographie confirme ces
choix.
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