CPGE PSI 2024-2025 Lycée Jean Perrin E. SAuDRAIS

Cours Les limites du modele de Drude

Le modele de Drude a été congu en 1900, trois ans apres la découverte de I'électron.
Le métal est décrit comme un réseau d’ions fixes baignés par un gaz d’électrons libres, de masse m, de
charge —e et de densité particulaire n.

Hypotheéses

— les électrons sont indépendants et libres. Entre deux chocs, ils ne sont soumis qu’au champ E appli-
qué;

— les collisions avec les ions du métal sont instantanées;

— la probabilité par unité de temps qu'un électron subisse une collision est 1/7, ou 7, appelé « temps
de collision », dépend de la température T';

— on adopte 'hypothése du chaos moléculaire; la direction de la vitesse 7 d’un électron aprés un choc
est aléatoire.

Temps de libre parcours moyen

La probabilité qu’'un électron subisse une collision pendant la durée dz, entre les instants ¢ et ¢ + d¢,

r
est —.
T
Soit P(t) la probabilité qu'un électron ne subisse pas de collision pendant une durée t.

On peut dont écrire
P(t+dt) = P(r) x probabilité qu’il ne subisse pas de collision pendant d¢

soit
de
P(t+dr) = P(1) x (1 - 7) .
dp dr

dpP dt
Onadonc P(t+dt)—P(t) = —dt=-P(t)—,d ol — = ——.
dt T p T

On en déduit P(t) = Ae~"'*. La probabilité qu'un électron subisse une collision pendant une durée nulle
étant nulle, on a ltir%P(t) =1,douA=1.

[ La probabilité d’'un électron ne subisse pas de collision pendant une durée ¢ vaut P(t) =e~"'". ]

Soit P¢(¢) la probabilité qu'un électron :
— ne subisse pas de collision jusqu’a I'instant ¢ (a partir de I'instant ¢’ = 0);

— subisse une collision entre ¢ et ¢ + dz.

Ona
dr _,,dt
P()=P(t)x —=e """ —.
T T
La probabilité P.(t) représente la probabilité que la « durée de vie » (sans collision) d'un électron soit
égalea t.

La durée de vie moyenne 7, appelée temps de libre parcours moyen, d'un électron est donc donnée par

+00 1 +00
r:/ tPC(t)dt:—/ re T dr.
0 T Jo

Intégrons par parties :




[ Le temps de libre parcours moyen d’'un électron, durée moyenne entre deux chocs, est donné par 7. ]

Equation du mouvement

>
Entre deux collisions, Iélectrons n’est soumis qu’au champ électrique E. Le principe fondamental de la
dynamique s’écrit alors

—
—

m— =—-eE
dr

Nous allons raisonner en moyenne sur NN électrons, en notant (T (1)) leur vitesse moyenne a l'instant ¢.
A partir de l'instant £ :

, dt . .
— une proportion 1 — — d’électrons ne subit pas de collision entre ¢ et £ +d¢;
T

dr
— une proportion — subit une collision «a l'instant ¢ » (en fait, ils subissent une collision entre et
T
t +dt, mais dans la limite df — 0 on considere qu’ils subissent une collision a 'instant ¢).

Considérons un électron n’ayant pas subi de collision a I'instant ¢. En notant dv =7(@+dt) - v (1), on
peut écrire sa vitesse a 'instant ¢+ d¢ a pastir du PFD :

mT})n.c.(t +dir) = m?(t) — egdt,
soit en valeur moyenne sur les électrons ne subissant pas de collision
—
Mm(Vne(t+dn) = |m(V () —eEdr|.

Considérons les électrons ayant subit une collision a I'instant . Comme précédemment, le PFD peut
s’écrire R
mVcol(t+dt) =mV (1) —eE dt,

soit en valeur moyenne sur les électrons subissant une collision

(T ot (£ +d1)) = g (m(Tf(t)) _ eﬁdz) .

D’aprés I'hypothése du chaos moléculaire, la direction de la vitesse est aléatoire juste apres le choc; on
—
a donc en moyenne pour ces électrons (V)= 0,d ol
—
MV eol(t+dt)) = —eE dt.

La vitesse moyenne de tous les électrons en ¢+ d¢ est donc donnée, compte tenue des proportions res-
pectives des deux populations étudiées précédemment, par

(Tt +dD) = 1—% <7n.c.(r+dt)>+%mol(mdm
-4 [{7(t))—iﬁdt]+g[—ifdt]
T m T m
dr) e —»
=(1-—|(v(t))—-— Edzt.
T m

Notons () = (?) la vitesse moyenne, ou vitesse de dérive des électrons. La relation précédente s’écrit
mu(t+dr)=m (1 - %) u(n—eEds
soit
m[d(t+d)-U@®)]= —%ﬁ’(t} dr—eE dr.
On en déduit I’équation différentielle vérifiée par la vitesse de dérive des électrons :

dﬂ) m_, =
m—=——u-ekE |
dz T
» Onretrouve l'interprétation mécanique, ot les interactions des électrons avec les ions est modélisée

_ m
par une force de frottement fluide —— .
T
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Loi d'Ohm locale

En régime établi, I'équation différentielle précédent conduit a une vitesse de dérive constante

— €T —>

Voo =

m

Le vecteur densité de courant de charge est donné par 7 = —ne V., d’oi1 laloi d’Ohm locale

ne’r —»

E|.

%:UE:
J m

Limite du modele

Dans le cas du cuivre, le parametre de maille du réseau de cations métalliques est de 'ordre de a = 3 A,
. 1
dotin=— =10 m=3.
a3
1
On mesure expérimentalement une résistivité p = — =2 uQ-cm a 300K, dot1 7 = 10714 s.
o
Le libre parcours moyen ¢, distante moyenne entre deux chocs, est la distance moyenne parcourue par
un électron pendant la durée moyenne 7 entre deux chocs, soit £ = v 7 ou vy, est la vitesse moyenne
d’agitation thermique !.

1 _ 3 _
Avec la loi de distribution de Boltzmann, on peut écrire Emvfh = EkB T,dot1 Vg =6 x10*m-s~1 2300 K.

On en déduit une estimation du libre parcours moyen : ¢ =~ 20 A, de I'ordre de la distance a entre deux
atomes voisins, ce qui semble correct.
Cependant, un examen plus attentif des résultats montre les limites du modele de Drude :

— a77K, on trouve ¢ = 130 A, ce qui est nettement plus grand que a;

— la distribution de Boltzmann ne convient pas pour décrire la vitesse moyenne des électrons dans le
métal; il faut prendre en fait 7y, = 10° m-s~!, ce qui donne £ ~ 3400 A 2 77 K.

Le libre parcours moyen est en fait bien plus grand que la distance entre deux ions voisins du métal, ce
qui met a mal le modéle de collisions des électrons avec les ions.

En fait, il faut adopter une description basée sur la physique quantique; on trouve alors que les élec-
trons ont peu d’interactions avec les ions qui ont une structure périodique, mais interagissent plutot les
défauts de la structure cristalline (impuretés, dislocations).

1. La distance parcourue par un électron entre deux chocs dépend du module de sa vitesse, qui peut s’approximer par le
module de son agitation thermique car vy, > || ull.
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