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DSne 3 Sujet de préparation n° 2

De la physique dans le tunnel du Fréjus (Mines)

ATlexception de i tel que i = —1, les nombres complexes sont soulignés. La notation Z désigne le complexe conju-
gué de z. Les vecteurs seront traditionnellement surmontés d’une fleche, par exemple 7 pour un flux surfacique,
sauf s'ils sont unitaires, et seront alors surmontés d'un chapeau, par exemple &, tel que |||l = 1. Pour les applica-
tions numériques, on utilisera 3 chiffres significatifs.

Le tunnel routier de Fréjus relie la vallée de ’Arc, en France, au val de Suse, en Italie. Long d’environ 13 km, le
tunnel passe sous le col du Fréjus dans les Alpes contiennes. La point Fréjus culmine a une altitude de 2934 m.
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FIGURE 1 - Tunnel de Fréjus
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Laroche environnante dans le tunnel a une température constante tout aulong :
de I'année d’environ 30 °C. Dans un premier temps, nous étudierons les évolu-
tions saisonnieres de la température dans le sol. Puis nous tenterons d’expli-
quer cette température élevée par un modele géophysique. e
1 — Evolutions saisonniéres de la température dans le sol FIGURE 2 - Sol

On se place au sommet de la pointe Fréjus a une altitude de 2934 km. On assimile la roche a un milieu semi-infini
de conductivité thermique x, de masse volumique p; et de capacité thermique massique cs. Sa surface est place et
horizontale et est soumise a la variation de température extérieure

T(z=0,t) =0¢+ Tycos(wt)

avec 0y = 0 °C (voir figure 2).
1. Calculer la moyenne temporelle de la température extérieure en z = 0. Calculer la température maximale et
minimale. Proposer une valeur numérique pour T pour les évolutions annuelles de température.

2. La quantité d’énergie traversant une surface élémentaire dS pendant d¢, est noté §Q. Rappeler la définition du
vecteur ], densité de flux thermique. Quelle est sa dimension?

3. Rappeler laloi de Fourier, ainsi que ses conditions d’application. En déduire les dimensions de la conductivité
thermique x.

4. On étudie une tranche mésoscopique de sol comprise entre z et z+ dz, de surface S. Quelle est I'énergie ther-
mique 6 Q regue par cette tranche entre ¢ et ¢ +d¢?

5. Pourquoi étudie-t-on une tranche « mésoscopique »?

6. Etablir I'expression de sa variation d’énergie interne dU en fonction de aaLZQ et S, puis en fonction de pg, ¢, S et
or
E .
7. En déduire 'équation de la chaleur a une dimension
0T (z,1) _ D62 T(z,1)
ot 022

dans laquelle on précisera I’expression et la dimension du coefficient D de diffusion thermique.



On cherche des solutions de la forme

T(z,1) =0q + Ty @ *
vérifiant la condition aux limites T(z =0, t) = 0y + To cos(wt).
8. Interpréter cette forme de solution. En écrivant que 7'(z, t) vérifie I'équation de la chaleur, donner la relation
entre k et w. En déduire ! I'expression de k que I’on mettre sous la forme k = k' +ik”, avec k' > 0.
Déterminer |'expression correspondante de la solution réelle T'(z, t) = Re [T (z, 1)].
Quelle est I'interprétation physique de k” 2 Montrer que ’on peut définir une longueur caractéristique § que ’on
exprimera en fonction de k" d’une part, puis de w et D d’autre part, dont on donnera 'interprétation physique.
9. Calculer la profondeur z, a partir de laquelle les oscillations annuelles de température ne s’écartent pas de 6y
de plus de 1%. Que peut-on dire de la température dans le tunnel routier de Fréjus? Pour les roches granitiques
constituant le Fréjus on donne ps = 2,65 x 103 kg-m=3, ¢, = 8,50 x 103 J-K~! - kg~! et x = 3,00 SL.
10. Que peut-on dire des variations quotidiennes de la température a la profondeur z, ? En terme de filtrage fré-
quentiel, comment se comporte le sol?

2 — Température d'origine géophysique

La température moyenne de 30 °C relevée dans le tunnel de Fré- surface '0 X
jus peut étre expliquée par un modele géothermique simple |
de la croute terrestre. On considere qu'au niveau des Alpes, .. nte ! z
I'épaisseur de la crote terrestre continentale est Le = 45,0km. (o 110stre : z+dz
Les roches granitiques qui constituent une partie des Alpes |
contiennent des éléments radioactifs comme I'uranium, le tho- : Je/m

I

|

|

rium et le potassium. La chaleur produite par ces éléments ra- manteau T T T T T
dioactifs est directement proportionnelle a leur concentration. =

T

terrestre Tm |
Dans les modeles couramment utilisés cette concentration dé- I
croit exponentiellement avec la profondeur, de sorte que la puis- -
sance volumique dégagée peut s'écrire P(z) = Poe *'H, avec FIGURE 3 — Modele géostrophique

H =10,0 km. On prendra Py = 2,50 uyW-m~3. La crofite terrestre

repose sur le manteau terrestre, a la fois plus dense et plus chaud que la crotite. On admet enfin qu’au niveau
de l'interface J./y, entre la crofite et le manteau, ce dernier génere un flux surfacique constant 7y, = — jm&,, avec
jm =35,0mW-m™2.

11. En effectuant, en régime stationnaire, le bilan thermique dans une tranche de crofite terrestre de surface S,
comprise entre z et z +dz, établir une relation entre jq(z, t) et P(z2).

12. En déduire la température T'(z) en fonction de H, L, Py, jm, k et g = 0 °C la température moyenne de surface
enz=0.

13. Exprimer le flux thermique total TS = jséz au niveau de la surface en z = 0.

14. Comparer les deux termes proportionnels a z et simplifier 'expression de T'(z). Calculer la température au
centre du tunnel de Fréjus (z = 1,70 km) puis js.

3 — Prise en compte du relief

On suppose maintenant que la température a la surface plane z = 0 possede une dépendance spatiale en x que

I’'on modélise par la relation

27X
T(x,z=0=Ts+ T cos(T) .

Pour étudier I'effet du relief sur la température dans le tunnel de Fréjus, on prendra A = 10,0 km.

15. On suppose pour cette question qu’il n'y a pas de source d’énergie thermique dans la roche. Donner sans dé-
monstration ’équation satisfaite par T'(x, z) en régime stationnaire. En utilisant la méthode de séparation des va-
riables, déterminer la solution T'(x, z) qui respecte la condition aux limites T'(x, z = 0) et qui demeure finie lorsque
z — +o0. Justifier la prise en compte des effets de la variation spatiale de la température.

Indication : la méthode de séparation des variables consiste a chercher une solution du probléme sous la forme
T(x,2) = f(x)g(z) + Ts.

16. Toujours pour une surface plane d’équation z = 0, en utilisant la linéarité de I'équation satisfaite par la tem-
pérature, déterminer T'(x, z) en considérant les sources internes d’énergie thermique.

1. Onrappelle quei= elZ ...
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