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DSne3 Sujet de préparation n° 2 — solution

De la physique dans le tunnel du Fréjus (ines)

1 — Evolutions saisonniéres de la température dans La tranche, de volume dr = Sdz, a une capacité thermique

le sol

1. La moyenne temporelle de la température extérieure est
(T(z=0,0)=0 .
Comme —1 < cos(wt) <1l,ona

Tmin=00—To et | Tmax=0600+ Ty .

Ordre de grandeur réaliste pourrait étre | 7o = 15°C |.

2. Par définition du vecteur densité de flux thermique
8Q=TJp-dSdr ,

N
o1 dS = 77dS, 7 étant le vecteur unitaire normal a dS, dirigé
dans le sens de I'orientation de la surface.

Dimensionnellement :
énergie
surface x temps

_ MI*T?
12T

ljol =

soit | [jol=MT™3 .

3. Laloi de Fourier s'écrit | Jo = —«gradT .

Elle est valable dans un milieu isotrope, pour des variations
de température ni trop faibles, si trop grandes, ni trop ra-
pides.

Dimensionnellement, la loi de Fourier s’écrit

MT 3 =xjerL™!
dout | [x] = MLT307! .

4. L'énergie thermique recue entre ¢ et £+ d¢ par la tranche
comprise entre z et z +dz s’écrit

6Q=jo(z,0)Sdi— jo(z+dz, 1)Sdt,

soit
B 0jo(z, 1)
7

5Q= Sdzdt .

5. Une tranche « mésoscopique » est :

— suffisamment grande pour comprendre un grand nombre
d’atomes de fagon a pouvoir définir la température;

— suffisamment petite pour que I'on puisse considérer la
température comme uniforme en son sein.

6. Le bilan d’énergie entre ¢ et ¢+ d¢ s’écrit en I'absence de

source
dU =460,

soit compte tenu de I'expression de §Q établie précédem-
ment

5
dv=-2%adzdz . &)
0z

cspsdt. Lorsque sa température varie de
oT
dT =T(z,t+d) - T(z, 1) = Edt’

son énergie interne varie de
dU = ¢spsdrdT
soit

oT
dU:pSCSESdzdt . 2)

7. D’apres les équations (1), (2) etla loi de Fourier, on a

oT dj d?T(z,1)
pSCSESdZdt = —d—ZQSdzdt = KTSdZdt
d’ou
0T (z, 1) 0%T(z,1) K
=D avec | D= .
ot 022 PsCs

Par analyse dimensionnelle de I'équation de la chaleur, on a
[D]=12T1 .

8. La forme de la solution proposée est harmonique, a la

pulsation forcée de la température a la surface du sol, et on-

dulatoire avec un terme progressif wt — kz. Elle vérifie la

condition limite imposée en z = 0.

Ecrivons que T'(z, t) vérifie 'équation de la chaleur :

i(,U TO ei(wt—kz) - _kzDei(wt—kz)
d’ou
iw
B=——.
- D

Comme —i=e "2, on peut écrire

k2= L o-inl2

- D
d’ ol
k=+ ﬂe—inm‘
- VD
) 1—i
Comme e ””4——1,0na
V2
_ wl-i
— - D \/z

On cherche a écrire k = k' +ik”, avec k' > 0; il faut donc choi-
sir le signe « + », et on peut écrire

w w
k=k'+ik" avec k'=y/-——= et k'=-y/—=.
- 2D 2D



La solution s’écrit sous forme complexe

T(z,1) =00+ To ei(a)t—k’z—ik”z)

: 1 2 3 _ "
:90+Toe1(a)t kz)e i“k z:90+Toel(a)t kz)ek z

La solution réelle donnée par T'(z, t) = Re [T (z, )] s'écrit

T(z,1) =0y + Tye* “cos(wt — k'z) ,

soit en remplacant k' et k" par leurs expressions,

T(z,t) =0g + Toe_\/%zcos(wt— \/ %) .

Le terme k" < 0 traduit 'amortissement de I'onde de tem-
pérature : son amplitude diminue exponentiellement avec la
profondeur z.

On peut écrire

2D

w

" _x
ek Z_e%

avec (0=

La longueur caractéristique de la diminution de 'amplitude
de 'onde de température est d.

9. La profondeur z est telle que e %/® = 0,1. On a donc
Ze = —01n(0,01) = 61n(100),
soit

2D 2xT xT
e =1In(100) =1In(100)

PsCseTt PsCsTT

ze =In(100)

27
avec T = — =1an.
w

On calcule

3,00 x 365 x 24 x 3600
Ze =1n(100) 3 3
2,65 x10° x 8,500 x 10° x

dol1 | ze =5,32m |.

Le tunnel du Fréjus étant a une profondeur trés supérieure a
Ze, on peut en déduire que la température reste constante
tout au long de 'année dans le tunnel.

10. Pour T’ = 24 h, la nouvelle profondeur caractéristique est
xT’
& = .On adonc
PsCsTT

Ze
5 =1n(100)

PsCsTT
xT'

T
= Fln(lOO)

=v3651n(100),

PsCsTT

dotl e—7/0 — e=IN(100)V365 - 65 10739 « 1.

Les variations quotidiennes de la température ne sont pas
perceptibles a la profondeur z. (a laquelle on ne percoit que
1 % des variations annuelles). Le sol se comporte comme un
filtre passe-bas.
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2 — Température d'origine géophysique

11. Enrégime stationnaire, le bilan d’énergie pour la tranche
de crofite terrestre de surface S, comprise entre z et z +dz
s’écrit, entre t et ¢ +dt,

dU=0= 6Qregu +6Qcrée -
On a d’'une part comme précédemment

0 Qrecu = Jjo(z,1)Sdt — ja(z+dz, 1)Sdt

dioz t
L G
dz

D’autre part
0Qcres = P(z)Sdzdr.

Le bilan d’énergie conduit donc a

12. L'équation précédente s’écrit
djo=Poe M dz.

La condition aux limites étant jo(Lc) = — jm, on peut écrire
jo(@ z
/ djo = ‘.PO/ e/ dz
_jm Lc

]Q(Z) +Jjm= Po [_Heiz//H]i = —TPOH[eZ/H_e*Lc/H] .

soit

On en déduit

jo(2) = —jm+PoHe L/H _pyHe #/H

o . . dr
En utilisant la loi de Fourier jg = —Kqgoona
z

dT:(J_m_

PoH PoH
o7 e_LC/H) dz+ 227 e #/H 4y,
K K K

Avec la condition aux limites T (z = 0) = 8y, on peut écrire

/T(Z)dT: (]—m - —TOHe_LC/H) /Zdz’
0o K K 0

Z
+ PoH e ?H 47
K 0 ’

ﬂ) H fP H / z
0 e—LC/H) 2420 [e—z /H] )
K K 0

soit
T(z)—0g = (]_m _
K

La température s’écrit donc

im  PoH PoH?
Jm 0 e—LC/H)Z+ 0
K

T(z)=60+(—— [1-e#H]
K K

13. En utilisant I'expression de jo(z) obtenue précédem-
ment, le flux js = jo(z =0) s’écrit

js=—jm+PoH[e k/H 1] .
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14. Comparons jy, et PoHe L/,

Ona
PoHe Le/H =2 50x 107 x 10,0 x 103 x e~ 10
=2,78x107*W-m™2.
Avec jm = 35,0 x 1073 W-m™2, on remarque que

PoHe Le/H

Jm

~8x10 3«1

On peut donc négliger Poe~L</H devant j, et écrire la tem-
pérature sous la forme

Po H?

T(2) =00+ 122+
K K

[1-e#/H] .

Ala profondeur z = 1,70 km, on calcule alors

~350x1073

T(2) x 1,70 x 10°

)

2,50 x 1076 x (10,0 x 10%)2 i
+ [1 —e 10,0]
3,00

soit | T(z) =32,9°C|.
Compte tenu de I'approximant effectuée, on peut écrire js =
—jm+PoHe L/ _On calcule

js=-35,0x10"3-2,50x107°x 10 x 10°

soit | js=-6,00x1072W-m™2 .

3 — Prise en compte du relief

15. Enl’absence de sources internes, 'équation de la chaleur
en régime stationnaire s’écrit AT = 0, soit

0°T 6°T

En cherchant la solution sous la forme T'(x, z) = f(x)g(2) + Ts,
I'équation (3) s’écrit
ffgk) +fxg"(@ =0

soit

gu(z) ~ f”(x)

g(2) f
Le premier terme étant indépendant de x et le second indé-
pendant de z, ces deux termes sont égaux a une constante K.
On obtient alors les deux équations différentielles

g'(2)-Kgz)=0 et f'(x)+Kf(x)=0.

On veut que T'(x, z = 0) soit une fonction sinusoidale de x; la
fonction sera sinusoidale si K > 0. En notant K = k2, on a

fr+kfx)=0
dont la solution générale est
f(x) = acos(kx) + Bsin(kx).
L'équation
g'(2)-k’g(2) =0
admet pour solution générale
g(z) = ae %% 1pekz

La température devant rester finie pour z — +o0, on doit avoir
b=0,dou

T(x,z) = Ts + [acos(kx) + Bsin(kx)|be %% .
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Enidentifianten z=0:

2
Ts+ T} cos (%) = Ts+ abcos(kx) + Bbsin(kx).

2
Onen déduit f=0, ab=Tj et k = 7” dot

Tr2) =T+ T (Zﬂx) < (_an)
X,z) = Ts+ Ty cos 1 exp s

16. Onavuqu’enl’absence de sources thermiques, pour une
surface place z = 0, 'équation de la chaleur s’écrit

AT =0. 4)

Cette équation homogeéne admet pour solution compatible
avec les conditions aux limites

Tot2)=Tot T (an)x(_an)
h(x,z) = Ts+ T} cos 1 exp rl

En présence de sources thermiques dégageant une puissance
volume P(z), le bilan d’énergie en régime stationnaire s’écrit

—divjo+P(2) =0
soit, comme J = —Kgrﬁ T,
KAT +P(2) =0.
La température vérifie donc

2 2
6_T a_Tz_&e—Z/H_ (5)
0x2 072 K

On a vu a la question 14, avec les approximations proposées,
que la solution

j PoH?
T(x,z)=00+]—mz+ 0
K

[1_e—z/H]

vérifie la condition T'(x,0) = 8y. On peut donc considérer la
solution

' PoH?
Ty(x,2)= 1Mz 4 200 [1—e~#/H],
K K

solution de I'équation (5) et vérifiant la condition aux limites
Tp(x,2) =0.
Considérons maintenant la solution

T(x,2) = Th(x,2) + Tp(x,2).

Léquation de la chaleur étant linéaire, on déduit des équa-
tions (4) et (5)

P
AT = ATy + ATy = - 1,
K
De plus cette solution vérifie la condition aux limites

T(x,0) = T (x,0) + T (x,0)

=T5+ T, cos(znx)ex ( 2nz)
— s 1 1 p ik
La solution cherchée est donc de la forme
27X 272\ jm
T(x,z2)=Ts+Ticos|— |exp|——— |+ —2z
A A
PoH?
L 0 [1 _ e—z/H]
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